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前向散射颗粒粒径分布分析中的向量相似度反演算法
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摘要　目前,向量相似度测量(VSM)算法被应用于分析前向散射颗粒测试技术的颗粒粒径分布(PSD).但其对多

峰分布颗粒情况的反演结果并不理想,尤其是对３个峰值以上的颗粒分布.为了满足预测多峰分布颗粒的需要及

提高普遍适用性,提出了一种基于向量相似度的优化迭代算法,并将其用于颗粒粒径分布函数的反演计算.模拟

计算和实验研究均表明:该算法在较高的测量误差情况下仍可得到合理的颗粒粒径分布.
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１　引　　言
基于前向散射光分布的激光粒度仪是颗粒测量领域应用最广泛的仪器之一,相关的研究至今仍在继

续[１Ｇ２].颗粒粒径分布(PSD)的反演计算是光散射颗粒测试技术中的重要问题之一.基于前向散射光分布

的激光粒度仪通过扩束器将激光扩展为平行光,并照射到位于测量区内的颗粒上,颗粒的前向散射光经接收

透镜后,被位于透镜焦平面上的半圆形环状多元光电探测器接收,得到一组测量信号.从测量数据中得到颗

粒粒径分布需要求解第一类Fredholm积分方程或者经过离散化处理后的矩阵方程[３Ｇ６]:AQ＝E.其中,向
量Q＝(q１,q２,,qn)T 是离散化颗粒粒径分布函数,n 是颗粒粒径分档数;向量E＝(E１,E２,,Em)T 是测

量量,m 是光电探测器单元数.A 是m×n 矩阵,可由米氏散射理论计算得到.
通常情况下,矩阵A 是病态的,矩阵元的数值相差很大甚至几个数量级[７Ｇ８],求解很困难.当存在实验

误差时,所求得的解存在明显振荡现象.此外,当选取的颗粒粒径分档数大于探测器单元数(即m＞n)时,
上述矩阵方程欠定,这导致反演问题解的多值性.

为此,研究人员提出了多种反演计算方法.最常见的有以下几种方法:约束最小二乘法[９Ｇ１１]、奇异值分
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解法(SVD)[１２Ｇ１６]、正则化方法[１７Ｇ２１]、迭代求解法[２２Ｇ２６]等.虽然这些方法已经被证明对线性方程组求解有效,
但还存在着一些相关的问题有待解决.在约束最小二乘法中,颗粒粒径分布 Q 通过求解方程Q＝
(ATA＋γH)－１ATE 得到.其中,H 是光顺矩阵、γ 是光顺约束因子.当γ 取很小的值时,Q 的求解结果会

出现严重振荡;反之,当γ 很大时又会造成光顺过度.因此,选取合适的γ 值对得到合理的反演结果十分重

要.奇异值分解法是将矩阵A 分解成矩阵乘积的形式,即A＝UΣVT,其中U 和V 是正交矩阵,Σ 为对角矩

阵(其对角元称作奇异值).利用奇异值分解法,可以直接求得矩阵方程解,即颗粒粒径分布为 Q＝
V[diag(１/Σi)](UTE).其中,[diag(１/Σi)]表示对角矩阵,其对角元为奇异值的倒数１/Σi.通常情况下,奇
异值的数值范围变化很大,其中数值较小的奇异值会引起解的剧烈振荡.因此,奇异值分解法的直接求解存

在缺陷,需要与其他方法(如约束最小二乘法、正则化方法等)相结合去除数值较小的奇异值对解的影响.正

则化方法是用一个相对良态的方程组替代原病态方程组,从而求得与真解接近的一个近似解.正则化算法

改善病态方程组的方法是通过在原矩阵对角元素上加一定量的值,从而达到改善矩阵性态的目的.正则化

因子的选择是关键,其值太小起不到改善原方程病态性的作用,所得到的解振荡剧烈;反之,所得的解过于平

滑,与实际情况不符.迭代求解法是一种常用的求解颗粒粒径分布算法,例如Chahine算法和投影算法等.
迭代算法首先需要设定一个初值,然后按照一定的迭代规则循环计算.当迭代结果满足预先设定的收敛条

件时,迭代立即停止.在投影算法中,将矩阵方程看成一系列多维空间中的超平面,方程的解看成这些超平

面的交点.在设定一个初始点后,依次向各个超平面投影,其投影点在迭代过程中逐步逼近交点(即方程的

解).在解决实际问题时,测量量的误差会导致各个超平面在多维空间中平移,因此矩阵方程不再相交于某

个特定的解.因此,投影算法随着循环次数的增加,其最后的解并不能得到保证.
本课题组提出了一种基于向量相似度测量(VSM)技术的反演方法来分析颗粒粒径分布[２７],这种方法是

以测量向量E 和矩阵A 的列向量之间的相似度为依据进行反演.数值模拟和实验表明,当实验误差高达

１０％时,这种算法对单峰和双峰颗粒系依旧具有较好的重构能力.然而,对于三峰分布或者更复杂的颗粒系

来说,这种算法却不是很成功.本文提出了一种迭代方法,旨在改良基于VSM 的反演算法,使之能够适用

于多峰分布颗粒系.

２　向量相似度测量的迭代算法
将矩阵A 写成

A＝(A１,A２,,An), (１)
式中Aj 是矩阵A 的第j列列向量,其转置形式为

AT
j ＝(A１j,A２j,,Amj), (２)

则离散化处理后的矩阵方程AQ＝E 可以写成

∑
n

j＝１
Ajqj ＝E, (３)

可以看出,测量量E 是所有矩阵列向量的线性组合,因此测量量E 与各个列向量Aj 的相似度可以反映出颗

粒粒径分布的相关信息.两向量之间的相似度可以有不同的定义方法,较为常见的是余弦相似度和欧氏距

离相似度,本文采用欧氏距离相似度进行讨论.
定义欧氏距离如下[２８]:

dj ＝‖Aj －E‖＝ ∑
m

i＝１

(Aij －Ei)２, (４)

对应的相似度定义为[２９Ｇ３０]

sEucj ＝
１

１＋dj
. (５)

　　假设矩阵A 是近似对角矩阵,则当i≠j时,AT
iAj≈０.因此由(３)式可得:

qj∑
m

i＝１
A２

ij ＝AT
jAjqj ≈AT

jE, (６)
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由(４)式可得:

d２
j ＝‖Aj －E‖２＝AT

jAj ＋ETE－２AT
jE, (７)

将(７)式代入(６)式可得:

qj ≈
１
２ １＋

ETE－d２
j

AT
jAj

æ

è
ç

ö

ø
÷ , (８)

从(４)、(５)、(８)式可知,欧氏距离dj 越小,则相似度sEucj 越大,对应的粒径分布qj 也就越高.基于以上分

析,提出一种以最小的欧氏距离min
１≤j≤n

(dj)为优先原则获得颗粒粒径分布的迭代方法.迭代过程如下:

１)将迭代步数k 的初始值设为０,未知待求向量的初始值设为０(即Qk＝０＝０),此时的测量量为E(即
Ek＝０＝E).

２)计算出所有列向量Aj 和测量量E 的欧氏距离,求得最小欧氏距离,即dJk＝min１≤j≤n
(dj),对向量Q 的

第Jk 项进行修正,同时从测量量中扣除相应的贡献.即:

qJk＋１ ＝qJk ＋δ１＋
ET

kEk －d２
Jk

AT
JkAJk

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,

Ek＋１＝Ek －AJk
δ１＋

ET
kEk －d２

Jk

AT
JkAJk

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,

(９)

式中δ为松弛因子.

３)重复步骤１)和２),直到测量量Ek＋１的范数‖Ek＋１‖接近预先设定的阈值ε(ε＜＜１).
该迭代算法的思路是:每一次迭代提取的结果均是对残余测量量贡献最大的粒径分档处的分布.通过

多次迭代,逐步构建颗粒的粒径分布,同时在测量量中扣除其相应的成份.随着迭代的持续,测量量的残余

量不断降低.测量量的残余值小于某个阈值时,颗粒分布重构结束.(９)式中设置了松弛因子δ用来控制收

敛速度,这是因为在之前的推导中假定了矩阵A 是近似对角的,但在实际情况下矩阵A 可能是奇异的.根

据(７)式,可以确定松弛因子δ的取值范围为(０,０．５].松弛因子δ越小,其适应性越强(即允许矩阵A 偏离

对角矩阵的程度越远),但收敛速度越慢.

３　数值模拟与实验
３．１　无误差情况下的数值模拟

基于前向散射光分布的激光粒度仪的原理图如图１所示,其通过扩束器将激光扩展为平行光,并照射到

位于测量区内的颗粒上,颗粒的前向散射光经接收透镜后,被位于透镜焦平面上的半圆形环状多元光电探测

器接收,得到一组测量信号.

图１ 基于前向散射的激光粒度仪原理图

Fig．１ Schematicofthelaserparticleanalyzerbasedonforwardlightscattering

　　在数值模拟和实验验证中,采用天津大学生产的有３１个探测单元的半圆环状光电探测器,其相关参数

与参考文献[８]相同.探测器最小半径和最大半径分别为０．１４９mm和１５．９mm,接收透镜焦距为１００mm,
采用波长为０．６５μm的半导体激光为光源.相应的粒径区间为１．５０μm和１９１．２μm.取３１个颗粒粒径分

档,颗粒粒径分档在对数坐标上均匀,即按照等比数列选取.以分散在水中的聚苯乙烯标准颗粒为模拟对

象,相对折射率 m̂＝１．５９/１．３３.对于单峰颗粒系,其粒径分布函数q(D)采用对数正态分布;对于多峰分布

０６２９００２Ｇ３
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颗粒系,粒径分布函数q(D)采用多个对数正态分布按照一定比例混合,单峰分布(monoＧmodal)、双峰分布

(biＧmodal)、三峰分布(triＧmodal)和四峰分布(quadriＧmodal)颗粒系的相关参数如表１所示.
表１ 不同颗粒系的分布参数

Table１ Distributedparametersofdifferentparticlesystems

MonoＧmodal BiＧmodal TriＧmodal QuadriＧmodal

D＝２０μm,lnσ＝０．１８ D１＝２０μm,lnσ１＝０．２ D１＝１０μm,lnσ１＝０．１５ D１＝３μm,lnσ１＝０．２

D２＝６０μm,lnσ２＝０．２ D２＝３３μm,lnσ２＝０．１５ D２＝１０μm,lnσ２＝０．１５

D３＝９０μm,lnσ３＝０．１５ D３＝３３μm,lnσ３＝０．１５

D４＝９０μm,lnσ４＝０．１５

　　首先,预设颗粒分布,并由离散化处理后的矩阵方程AQ＝E 计算得到模拟测量量E.然后用所提出的

算法依据矩阵A 和测量量E 重构颗粒分布.数值模拟结果如图２所示,图中黑线代表预设的颗粒粒径分

布,蓝线代表通过所提出的优化迭代算法重构的颗粒粒径分布.可以看出,该算法能够重构出单颗粒系和多

颗粒系(双颗粒及以上颗粒系),说明该算法较参考文献[２７]所提算法有明显的优势.

图２ 不同颗粒系的VSM迭代算法模拟结果.(a)单峰分布;(b)双峰分布;(c)三峰分布;(d)四峰分布

Fig．２ SimulationresultsofdifferentparticlesystemssimulatedbyVSMiterations敭 a MonoＧmodal 

 b biＧmodal  c triＧmodal  d quadriＧmodal

　　然而,由数值模拟重构出的颗粒粒径分布或多或少会存在一些振荡,特别是在小粒径处会出现伪峰.导

致这种情况的原因是:本文采用的向量相似度是由欧氏距离定义的,而欧氏距离依赖于两个向量的范数.因

此,引入修正的欧氏距离(MED)[２９Ｇ３０]如下:

d′j＝η ∑
m

i＝１

(Aij －Ei)
２, (１０)

式中η是欧氏距离的修正因子,用以减小向量范数对欧氏距离的影响.其定义如下:

η＝２－
∑
m

i＝１

(Aij －Ei)

∑
m

i＝１
Aij －Ei

, (１１)

　　需要指出,修正的欧氏距离只用于迭代算法的第二步来计算向量Aj 和E,但不用于(９)式计算Ek 和

Qk.为避免混淆,(９)式相应改写为
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qJk＋１ ＝qJk ＋δ１＋
ET

kEk － AJk －Ek
２

AT
JkAJk

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ek＋１＝Ek －AJk
δ１＋

ET
kEk － AJk －Ek

２

AT
JkAJk

æ

è
ç

ö

ø
÷

, (１２)

　　在以下实验和数值模拟中将采用VSM算法与修正的欧氏距离(VSMＧMED)相结合来分析颗粒粒径分

布.数值模拟结果如图２中红色曲线所示.可以看出,修正欧氏距离后所得粒径分布更加接近预定的粒径

分布,且粒径分布更加平顺,在小粒径处出现的伪峰也明显减小.

　　迭代算法中Qk 和Ek 的变化过程如图３和图４所示.当迭代开始(即k＝０)时,Qk＝０,E 为测量的初始

值;随着迭代的继续,Qk 逐渐增加,同时在向量Ek 中扣除Qk 相应的贡献;在经过数次迭代后,Ek 趋于零,
而Qk 也不再发生明显的变化,此时迭代停止.这个过程可以以向量的范数(即‖Qk‖和‖Ek‖)作为评估

标准.以图２(d)所示的四峰分布颗粒系为例,该颗粒系的向量范数‖Qk‖和‖Ek‖随迭代次数增加的变

化如图３所示,图４给出了迭代过程中不同迭代次数时颗粒粒径分布Qk 和测量量Ek 的变化过程.从图４

可以看出,当k∈[１,１０]时,粒径分布的峰值已经定位在D１＝３μm处,且其高度在逐步增加;当k∈[１１,５０]
时,其余三个分布峰值也相继显现,并不断调整各自的高度;当迭代次数k≥２００时,向量Qk 已经基本保持

不变.随着迭代的持续,测量量Ek 也产生相应变化,直到最后趋近于零.因此,当测量量Ek 小于设定的阈

值(‖Ek‖≤ε)时,迭代结束.

图３ 四峰分布颗粒系向量范数 Qk 和 Ek 随迭代次数k的变化

Fig．３ Variationsofthenorm Qk and Ek withtheincreaseofiterativenumberkforquadriＧmodalparticlesystem

图４ 四峰分布颗粒系向量(a)Qk 和(b)Ek 随迭代次数的变化

Fig．４ Variationsofthevectors a Qkand b EkwiththeiterativenumberforquadriＧmodalparticlesystem
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３．２　有误差的数值模拟

在上述数值模拟中,由离散化处理后的矩阵方程AQ＝E 计算得到的模拟测量量E 中未加入随机误差.
为了检验该算法对实验误差的敏感度,在接下来的数值模拟中,向模拟测量量E 中加入介于±１０％之间的

随机误差.反演结果如图５所示.

图５ 各颗粒系在不同误差下的模拟结果.(a)单峰分布;(b)双峰分布;(c)三峰分布;(d)四峰分布

Fig．５ Simulationresultsofeveryparticlesystemswithdifferenterrors敭 a MonoＧmodal 

 b biＧmodal  c triＧmodal  d quadriＧmodal

　　由图５可知,反演得到的颗粒粒径分布几乎不受实验误差的影响.这是因为在所提出的相似度算法中,
采用了两个向量之间的相似度(或者修正欧氏距离)来进行反演计算,这使得测量量的随机误差在反演过程

中对结果的影响甚小.迭代一定次数后,随机误差作为测量量Ek 的残量保留.因此,只要随机误差控制在

一定范围内,所求的结果对误差就不灵敏.
为了了解实验误差对反演算法的影响,图６给出了不同误差的向量范数 Ek 随迭代次数的变化情况.

可以看出,当迭代次数足够大时,向量范数 Ek 将不再变化,其最终大小取决于随机测量误差的大小.显而

易见,随机误差越大,最终的向量范数 Ek 也越大.

图６ 四峰分布颗粒系中测量量范数 Ek 随迭代次数的变化

Fig．６ Variationofthenorm Ek withtheiterativenumberforquadriＧmodalparticlesystem

　　值得注意的是,尽管范数 Ek 的最终残量取决于随机误差的大小,但是由于实验误差的不确定性,依旧

需要 修 正 控 制 迭 代 结 束 的 次 数.其 中 一 种 简 便 的 选 择 方 法 就 是 根 据 范 数 Ek 的 变 化,例 如
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１－‖Ek＋１‖/‖Ek‖ ＜ε.根据这个标准,大概３００次迭代即可重构出所需的粒径分布,在处理器频率为

３GHz的计算机上运行只需不到１ms(０．７４ms)的时间.

３．３　实验验证

将聚苯乙烯标准颗粒分散在水中,标准颗粒的标称粒径分别为１５、３９、５１、７６．９μm.试样的折射率为

mp＝１．５９,水的折射率为ms＝１．３３,入射光波长为０．６５μm,接收透镜的焦距为１００mm.颗粒浓度控制在

一定范围内,使遮光率保持在３０％,以避免复散射.
实验所得各标准颗粒试样的测试结果如图７所示,测量得到的中位径分别为１４．４、３８．０、５２．５、７２．５μm,

与标称值的相对误差分别为－４％、２．６％、２．９％和－５．７％.

图７ 单峰分布颗粒系用VSMＧMED算法反演的粒径分布

Fig．７ PSDofthemonoＧmodalparticlesysteminversedbyVSMＧMED

　　图８给出了多种混合颗粒系的测试结果.图８(a)中双峰分布颗粒系的颗粒粒径标称值分别为１５μm
和３９μm,反演结果分别为１４．４μm和３８μm,相应峰值的相对误差分别为－４％和－３．６％.图８(b)中三峰

分布颗粒系的颗粒粒径标称值分别为５、１５、５１μm,反演结果分别为３．９、１２．３、５２．５μm,相应峰值的相对误

差与双峰分布颗粒系相比明显增大.但是,依旧重构了所有的分布峰值.

图８ 多峰分布颗粒系的反演粒径分布.(a)双峰颗粒粒径标称值为１５μm和３９μm;(b)三峰颗粒粒径标称值为５、１５、５１μm
Fig．８ PSDofthemultiＧmodalparticlesystem敭 a LabeledmeandiametersofbiＧmodalare１５μmand３９μm 

 b labeledmeandiametersoftriＧmodalare５ １５ ５１μm

　　从上述任意一个测试对象中抽取２０组散射信号进行分析,其标准偏差范围均在２％以内.相应的逆运

算迭代结束后,测量量的残余量范数 Ek 与原始测量量范数‖E０‖之比大体与测量量的标准偏差相匹配.
这说明本文提出的基于VSM的迭代算法对实验误差不敏感.但是,重构得到的部分颗粒粒径分布(尤其是

多峰分布)中,其峰值位置存在一定的偏差,同时伴随着较低的伪峰,如图８(b)所示.这可能是由颗粒粒径

分档有限导致的,在本文中颗粒粒径分档数和探测器环数都取３１.
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４　总　　结
颗粒粒径的反演计算是前向散射颗粒测试技术中的一个关键问题,本文提出了一种基于向量相似度测

量的迭代算法,利用矩阵列向量和测量量之间的修正欧氏距离来描述向量相似度,通过迭代方式重构颗粒的

粒径分布.在每次迭代中,计算出矩阵各个列向量与测量量之间的相似度(即欧氏距离).以相似度极大值

为优先原则,对颗粒的粒径分布进行修正,同时在测量量中扣除相应的成分.在迭代过程中,颗粒的粒径分

布逐次得到修正,当测量量E 的残余量趋近于零(或不再明显变化)时,迭代终止.文献[２７]所提出的相似

度算法采用了相似度基准扣除的方式,基准的选取带有人为因素.与之相比,所给出的迭代公式更加缜密,
同时采用了松弛因子以适应矩阵的非正交性,具有较好的性能.

数值模拟和实验结果表明该算法能够合理地重构出多峰分布颗粒系的粒径分布.当随机误差在合理的

范围内时,该算法不受随机误差的影响.该迭代算法简单快速,一般来说,从测量数据中重构出粒径分布耗

时低于１ms.
目前情况下,反演所得的部分粒径分布的峰值稍有偏移且存在伪峰.在后续的研究中,将考虑在反演计

算中增设约束,或者采用与其他算法相结合的方式,从而获得更合理的峰值分布.
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