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反演对称破缺拉比模型的动力学问题

董　锟
北京邮电大学理学院,北京１００８７６

摘要　在超强耦合条件下,利用绝热近似的方法,对反演对称破缺拉比模型进行了研究.得到本征值和本征函数

的解析表达式,并研究了反演对称破缺的影响.讨论了量子谐振腔初态为福克态和相干态条件下的系统动力学问

题.特别关注了崩塌和复生现象,研究结果表明反演对称破缺会影响崩塌和复生现象的时间和高度.
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１　引　　言
拉比模型是关于二能级系统与量子谐振子相互耦合的量子模型.该模型在研究原子的磁场时第一次被

提出[１],现已广泛应用于多个物理学领域中,包括量子光学[１Ｇ３]、凝聚态物理[４Ｇ８]、量子信息处理(QIP)[９Ｇ１６]等.
在近十年中,电路量子电动力学(QED)和腔QED在各个领域广泛应用[１７Ｇ２０].尽管拉比模型已经有７０多年

的历史,但仍有新的相关研究不断被提出[２１Ｇ３９].因此,很有必要对拉比模型进行更深入地研究.
电路QED和腔QED在最近几年的发展丰富了传统的拉比模型,例如,在传统的电路QED和腔QED

装置中加入一些新的相互作用项.一种称为反演对称破缺(ISB)的新元素可被加入到传统的拉比模型中.
由于ISB拉比模型有很多突出的优点,譬如可以通过拉比频率来产生并改变辐射频率[４０Ｇ４４],因此得到了广

泛的关注.在半导体拉比模型中,可以通过非对称的量子点来实现ISB[２４];在电路QED和腔QED拉比模

型中,可以通过装置本身的非对称性来实现ISB[４５Ｇ４６].上述研究都利用了所谓的绝热近似.旋转波近似建

立在原子和量子谐振腔的弱耦合及频率相接近的前提之上.当耦合强度很强或超强时,旋转波近似便会失

效.因此在强耦合以及超强耦合条件下研究ISB对拉比模型的影响显得十分必要.
为了实现ISB,本文在传统的拉比模型中加入了新的相互作用项.在超强耦合条件下,利用绝热近似得

到了系统的本征值和本征函数,并研究了系统的动力学问题.
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２　系统的本征值谱
拉比模型的哈密顿量可以表示为

ĤRabi＝
ħω０

２σ̂z ＋ħω̂a＋â＋ħωβ(̂a＋＋â)(̂σ＋＋̂σ－), (１)

式中σ̂z 和̂σ＋ ＋̂σ－ ＝̂σx 是量子比特在希尔伯特空间中广义的泡利算符,̂a＋和â 分别为量子谐振腔的产生算

符和湮灭算符,ω０ 和ω 分别为量子比特和量子谐振腔的频率,β为量子比特和量子谐振腔之间的耦合强度.
在传统的拉比模型中加入两个新的相互作用项,实现ISB,该哈密顿量可以表示为

ĤISB＝
ħω０

２σ̂z ＋ħω̂a＋â＋ħω(̂a＋＋â)(β̂σx ＋β１̂σ↑ －β２̂σ↓)＝
ħω０

２σ̂z ＋Ĥ０, (２)

式中σ̂↑＝(Î＋̂σz)/２和σ̂↓＝(Î－̂σz)/２.当β１＝β２＝０时,系统的哈密顿量将退化为传统的拉比模型.
利用的绝热近似,在适用范围上不同于旋转波近似.当原子频率远远小于量子谐振腔的频率(ω０≪ω)

时,对于任意耦合强度,绝热近似均成立.建立一组新的基矢.当ω０≪ω 时,可以忽略二能级系统本身的能

量
ħω０

２σ̂z,则关于剩余部分 Ĥ０ 的本征方程为

Ĥ０|Φ›＝E|Φ›, (３)
式中本征函数|Φ›的形式为|Φ›＝|±›|ϕ±›,其中|±›是β̂σx＋β１̂σ↑－β２̂σ↓部分的本征函数,|ϕ±›是β̂σx＋

β１̂σ↑－β２̂σ↓用|±›代替后的量子谐振腔的本征函数.
在矩阵形式中,|±›可以写为

|±›＝
１

１＋A２
±

１
A±

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
, (４)

式中A±＝
１
２β
[β１＋β２± ４β２＋(β１＋β２)２]＝

１
２β
(β１＋β２± B),对应的本征值为e± ＝

１
２
[β１－β２±

４β２＋(β１＋β２)２]＝
１
２
(β１－β２± B).

|ϕ±›对应的本征方程为

ħω[̂a＋â＋e± (̂a＋â＋)]|ϕ±›＝E|ϕ±›, (５)
令N＝E/ħω＋e２±,(５)式可以改写为

(̂a＋＋e±)(̂a＋e±)|ϕ±›＝N|ϕ±›, (６)

利用位移算符 D̂(α)＝exp[α(̂a＋ －̂a)],(６)式可以改写为

â＋â[D̂(e±)|ϕ±›]＝N[D̂(e±)|ϕ±›], (７)

对比粒子数算符â＋â 的本征方程,可以看出 D̂(e±)|ϕ±›是粒子数算符â＋â 的本征态,因此

|ϕN
±›＝D̂(－e±)|N›≡|N±›, (８)

最终可建立一组新的基矢:

|Φ±,N›＝|±›|N±›

EN,± ＝ħω(N －e２±){ . (９)

　　用这组新的基矢展开ISB拉比模型的哈密顿量公式.根据绝热近似,只保留 N 值相同的展开项.此

时,系统哈密顿量退化为分块对角化的矩阵.每一个子块都是一个２×２的矩阵,具体形式为

ĤN ＝ħω
N －e２＋＋

ω０(１－A２
＋)

２ω(１＋A２
＋)

ΩN

ΩN N －e２－＋
ω０(１－A２

－)
２ω(１＋A２

－)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

, (１０)

矩阵按照|＋›|N＋›和|－›|N－›的顺序排列.非对角项ΩN 的表达式为
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ΩN ＝
ω０

ω ２＋A２
＋＋A２

－

‹N＋|N－›＝

ω０exp{－[４β２＋(β１＋β２)２/２]}

ω ２＋A２
＋＋A２

－

LN[４β２＋(β１＋β２)２]＝

ω０exp(－B/２)

ω ２＋A２
＋＋A２

－

LN(B), (１１)

式中LN(x)为拉盖尔多项式.利用绝热近似求解传统拉比模型问题的推导可参见文献[３７].

每一个子块 ĤN 的本征函数和本征值为

|ε±
N›＝

y±

１
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ε±
N ＝
ħω
２ ２N －

(β１－β２)２＋B
２ ± C

é

ë
êê

ù

û
úú

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

, (１２)

式中y±＝

(β２－β１)B－
ω０(β１＋β２)

２ω B
± C

２ΩN
,C＝(β１－β２)２B＋４Ω２

N＋２
ω０

ω
ω０(β１＋β２)２

２ωB －(β２２－β２１)
é

ë
êê

ù

û
úú.可

以看到ISB影响到了|ε±
N›和ε±

N.
图１为根据(１２)式及数值方法计算得到的本征值ε－

４ .从图１(a)可以看出,当ω０＝０．５ω 时,对于任意耦

合强度β,(１２)式的计算结果与数值计算结果非常吻合;从图１(b)可以看出,当ω０＝０．９ω 时,对于较小的耦

合强度β,结果出现了偏差,但对于较大的耦合强度β,(１２)式结果也与数值结果吻合.因此只要ω０≪ω,对
于任意耦合强度β,(１２)式的结果都可以很好地描述系统;即使ω０≈ω,对于较大的耦合强度β,(１２)式的结

果也有很好的表现.

图１ 根据绝热近似(点划线)和数值计算(实线)得到的本征值ε－
４ .(a)ω０＝０．５ω,β１＝β２＝０．１;(b)ω０＝０．９ω,β１＝β２＝０．１

Fig．１ Eigenvalueε－
４ obtainedfromadiabaticapproximation(dottedＧdashedline)andnumericalcalculation(solidline)．

(a)ω０＝０．５ω,β１＝β２＝０．１;(b)ω０＝０．９ω,β１＝β２＝０．１

３　系统动力学问题
为将拉比模型应用于实际QIP系统中,对其随时间演化的系统动力学行为的研究显得尤为重要[４７Ｇ４９].

量子谐振腔的初态有两种,即福克态和相干态.讨论ISB对系统动力学行为的影响.
为计算方便,作出如下假设:

ΩN ≫β,β１,β２, (１３)

０５２７００２Ｇ３
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则(１２)式可化简为

|ε±
N›＝

１
２

±１
１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ε±
N ＝ħω(N ±ΩN)

ì

î

í

ï
ï

ïï

. (１４)

　　考虑系统初态为位移福克态的情况,以|＋›|N＋›为例进行讨论.根据(１４)式可得

|Ψ＋ (０)›＝|＋›|N＋›＝
１
２
(|ε＋

N›＋|ε－
N›), (１５)

根据|Ψ＋(t)›＝exp －
iĤ
ħtæ

è
ç

ö

ø
÷|Ψ＋(０)›并利用(１４)式可以得到系统回到初态的概率为

P＋ (N,t)＝ ‹Ψ＋ (t)|Ψ＋ (０)›２＝
１
２＋

１
２cos

(ε＋
N －ε－

N)t
ħ ＝

１
２＋

１
２cosωNt, (１６)

可以看到ISB对拉比频率ωN 造成影响,可以通过改变β１ 和β２ 来改变ωN.
福克态在大多数情形下并不能很好地描述真实实验中谐振腔的受激状态.与之相比较,相干态更接近

实验中谐振腔的真实状态.更重要的是,谐振腔处于相干态时,系统随时间演化会出现所谓的信号崩塌和复

生现象,这一现象在量子通信等领域具有广泛应用.
谐振腔初态处于相干态,有

|Ψ＋ (０)›＝|＋›|α＋›＝|＋›D̂(－B)|α›, (１７)
采用与P＋(N,t)相同的计算方法,可以得到系统回到初态|Ψ＋(０)›＝|＋›|α＋›的概率为

P＋ (α,t)＝
１
２＋

１
２∑N

exp[(－|α|２)|α|２N]
N! cos

(ε＋
N －ε－

N)t
ħ ＝

１
２＋

１
２∑N P(N)cos(２ΩNωt)＝

１
２＋

１
２S
(t,ω０). (１８)

　　对(１８)式求和结果进行近似计算并讨论ISB对崩塌和复生现象的影响.
用泊松分布替代(１８)式中的高斯分布,则

P(N)＝
exp[(－|α|２)|α|２N]

N!
１
２π|α|２

exp －
(N －|α|２)２

２|α|２
é

ë
êê

ù

û
úú , (１９)

当|αβ|≪１时,可保留(１８)式中拉盖尔多项式的前三项,即

２ΩNωt≈
２ω０exp－

B
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２＋A２
＋＋A２

－

１－NB＋
N(N －１)

４ B２é

ë
êê

ù

û
úú , (２０)

将(１９)、(２０)式代入(１８)式可得

S(t,ω０)＝Re∑
N
P(N)expiτ１－NB＋

N(N －１)
４ B２é

ë
êê

ù

û
úú{ }{ }, (２１)

式中τ＝
２ω０exp(－B/２)

２＋A２
＋＋A２

－

.根据泊松求和公式 ∑
¥

N＝－¥
f(n)＝ ∑

¥

k＝－¥
f̂(k)(f̂ 为关于f 的傅里叶变换)可得

S(t,ω０)＝Re ∑
¥

k＝ －¥

S－(t,ω０)＋
１
２P
(０)exp(iτ)

é

ë
êê

ù

û
úú , (２２)

S－(t,ω０)＝∫
¥

０

P(n)exp(２iπkn)expiτ１－NB＋
N(N －１)

４ B２é

ë
êê

ù

û
úú{ }dn, (２３)

再利用高斯积分公式∫
¥

－¥
exp(－x２)dx＝ π,可得

S－(t,ω０)＝
exp(ΦRe＋iΦIm)
[１＋(yf/２)]１/４

, (２４)

０５２７００２Ｇ４
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式中

ΦRe＝ |α|２

２[１＋(yf/２)]
(１－g２＋yfg)－|α|２

２

ΦIm＝ |α|２

２[１＋(yf/２)２]
[(１－g２)(yf/２)－２g]－

θ
２＋τ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

, (２５)

定义

y＝τB,f＝|α|２B,θ＝arctan(yf/２)２,g＝y＋yB/４－２πk. (２６)
当y＝２kπ时,ΦRe取最大值.因此可以忽略ΦRe中yB、(y－２πk)f２、f３ 和(y－２πk)２f 等高阶项,则ΦRe可

以简化为

ΦRe＝－ |α|２

２[１＋(πkf)２]
y－２πk１＋

１
２f

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

２

, (２７)

利用同样的方法,ΦIm可以简化为

ΦIm＝－
arctan(πkf)２

２ ＋
１
x
[y(１＋f)＋２πkf], (２８)

因此,S－(t,ω０)表达式改写为

S－(t,ω０)＝exp
－(τ－τk)２|α|２B２

２[１＋(πkf)２]
＋iΦIm{ } １

[１＋(πkf)２]１/４
, (２９)

式中

τk ＝２πk１＋
１
２f

æ

è
ç

ö

ø
÷ B, (３０)

显然S－(t,ω０)远大于P(０),因此可以忽略(２２)式中的
１
２P
(０)exp(iτ)项.此外,时间为正数,因此(２２)式中

k≥０.S(t,ω０)最终简化为

S(t,ω０)＝Re∑
¥

k＝０
S－(t,ω０)[ ] , (３１)

根据(２９)式和(３１)式,可以看到S(t,ω０)会随着S－(t,ω０)的崩塌和复生而出现对应的崩塌和复生现象.

S(t,ω０)第k次复生的时间以及高度为

trevk ＝
２πk ２＋A２

＋＋A２
－

ω０Bexp(－B/２) １＋
１
２B|α|２

æ

è
ç

ö

ø
÷ , (３２)

hk ＝
１

(１＋k２π２B２|α|４)１/４
, (３３)

从(２９)式可以看到k＝０时复生持续时间为

δ(τ０)＝
１

α B
, (３４)

第k次复生持续时间为

δ(τk)＝δ(τ０) １＋k２π２B２α ４, (３５)
由(３３)式和(３５)式可以看到,每次复生持续的时间会随着β１ 和β２ 的增加而增加,而每次复生的高度会随着

β１ 和β２ 的增加而降低,如图２所示.可根据(３３)式和(３５)式选择参数β１ 和β２ 来增加复生高度或延长复生

时间.这些结果可应用于量子信息处理[５０Ｇ５３].

４　结　　论
在传统的拉比模型中加入相互作用项,使其成为具有ISB的拉比模型.在超强耦合范围内,利用绝热近

似的方法求解系统的本征值谱,给出本征值和本征函数的解析式,结果与数值计算结果相一致.研究了系统

的动力学问题,特别推导了系统崩塌和复生现象,并讨论了ISB对该现象的影响.每次复生持续的时间会随

着ISB作用参数的增加而延长,而每次复生的高度会随着ISB作用参数的增加而降低.因此可以通过选择
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图２ P＋(α,t)随时间的演化示意图(ω０＝０．０５ω,β＝０．１６,α＝３)

Fig．２ EvolutionofP＋(α,t)withtime(ω０＝０．０５ω,β＝０．１６,α＝３)

合适的参数来提升复生高度或延长复生时间.ISB拉比模型可通过腔QED或电路QED来实现,因此该研

究结果可应用于量子信息处理.
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