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在超强耦合条件下对量子比特纠缠保持的研究
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摘要 研究了与处于相干态的量子谐振腔相耦合的，具有相互作用的两个量子比特的动力学问题。量子比特与量

子谐振腔之间处于超强耦合并且它们之间的失谐量很大。利用绝热近似的方法，可以通过选择量子谐振腔相干态

的平均粒子数、量子谐振腔与量子比特的耦合强度、量子谐振腔以及量子比特各自的频率和量子比特之间的相互

作用强度这 4个参数，来保持量子比特的纠缠。如果量子比特之间的相互作用强度为负数，可以使它们之间的纠缠

保持很长时间。这些结果不同于之前的研究，并做出了对应的解释。保持纠缠使得上述结果可能会应用到量子信

息处理中。
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Abstract The dynamics of two qubits with inter-qubit interaction is investigated by an external quantum oscillator

in its coherent state. The coupling between the two qubits and the oscillator is in the ultra-strong region and their

detuning is large. With adiabatic approximation method, the reservation of one initially entangled state of two qubits

by the quantum oscillator is accomplished through the careful choice of the four parameters, the average number

of the coherent state of oscillator, the ultra-strong coupling strength, the ratio of two frequencies of qubit and

oscillator, and the inter-interaction coupling of two qubits. If the inter-qubit interaction strength is negative, their

entanglement can be kept further for a much longer time. These results are different from those in the previous

studies and reasonable explanations are given. Maintaining the entanglement of two qubits with very high fidelity

will be helpful for the quantum information process.
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1 引 言
当量子比特与外界装置耦合较弱时，控制量子比特是比较困难的 [1-6]。为了克服上述困难，研究者开始

研究在强耦合和超强耦合条件下控制量子比特的可能性 [1-9]。随着腔量子电动力学 (QED)和电路 QED 的发

展，这种类型的实验已经可以实现了，而且可以加入量子比特之间的相互作用以及产生不同类型的量子比

特。上述实验装置可以更好地应用到量子信息处理(QIP)中，比如对量子信息的调制、存贮和读取 [1-6]。
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量子比特与量子谐振腔强耦合的实验成功，促使大家研究除旋转波近似 (RWA)之外求解拉比模型的方

法。研究得到了许多关于拉比模型的新结果 [10-14]。在文献 [15]中计算了强耦合零失谐条件下的拉比模型。

在超强耦合大失谐的条件下，拉比模型出现了很多有趣的现象，比如辐射频率的改变，以及当量子谐振腔的

初态为相干态或热态时，与量子谐振腔耦合的量子比特的信号会出现崩塌和复生 [10-14]。之后，两个量子比特

之间纠缠的崩塌和复生现象也得到了研究 [12]。

在最近的研究中，提到一种绝热近似，当耦合强度达到强耦合或超强耦合并且大失谐时，有着很好的表

现 [10,12,14,16-22]。 ω0和ω 分别代表量子比特和量子谐振腔的频率，当 ω0 ≪ ω 时，对于任意的耦合强度绝热近似

都成立 [14]。当 ω0 ≈ ω 时，绝热近似存在误差，但相关的文献证明这些误差是很小的 [23-25]。当 ω0 ≫ ω 时，情形

变得比较复杂。有一些关于绝热近似的修正方法，可以提升基态本征值和本征向量的精度，但是对于激发

态并不适用 [26]。当 ω0 ≫ ω 且耦合强度较小时，激发态会出现所谓的共振现象，这是绝热近似出现误差的根

本原因 [11,27-28]。但当耦合强度很大时，共振现象带来的影响将变得很小，绝热近似又有了很好的结果 [14,29]。综

上所述，在耦合强度很强时，绝热近似还是可以很好地描述拉比模型的。

受到上述工作的启发，将着重研究如何利用外部设备来保持量子比特的纠缠。本文将重点研究如何保

持两个处于贝尔态的量子比特的纠缠。外部装置将选择拉比模型，拓展文献 [12]，加入了两个量子比特之间

的相互作用，利用绝热近似的方法，得到当两个量子比特之间的相互作用为负数时，两个量子比特之间的纠

缠可以保持很长时间，并且相对于其他系统参数，两个量子比特之间的相互作用对纠缠的保持更加有效，而

且，不再会出现纠缠的突然崩塌现象。

本文的结构如下：首先将利用绝热近似求解拉比模型；然后研究系统的动力学问题并给出数值计算的

结果；最后将讨论系统参数对纠缠的影响并给出最后的结论。随着超导电路 (SC)的发展，已经可以尽量避免

外界噪声对量子比特的影响。因此在下面的讨论中，将不再考虑环境噪声对量子比特的作用 [10-12]。

2 拉比模型以及绝热近似方法
拉比模型 [30]经常应用到实验装置中。拉比模型的哈密顿量为 [30](以 z 轴为量子化轴)

HRabi = ℏω0
2 σ̂ z + ℏωâ+ â + ℏω β

2 (â+ + â)(σ̂+ + σ̂-) , (1)
式中 σ̂ z 和 σ̂+ + σ̂- = σ̂ x 是量子比特的泡利算符，â+ 和 â 各自表示量子谐振腔的产生算符和湮灭算符，β 代表

量子比特和量子谐振腔之间的耦合强度。

尽管拉比模型的形式很简单，但其解析解的形式很复杂，因此有许多近似的方法应用到求解拉比模型

中。当光场的频率和原子的频率比较接近，以及原子与光场的耦合强度比较弱时，可以忽略 â+ σ̂+ 和 âσ̂- 这

两项，对应的哈密顿量变为杰尼斯-卡明斯(JC)模型 [31]

H JC = ℏω0
2 σ̂ z + ℏωâ+ â + ℏω β

2 (âσ̂+ + â+ σ̂-) , (2)
即是 RWA。

为了计算方便，将拉比模型的哈密顿量，沿 y 轴旋转 π 4 ，使得 σ̂ z → σ̂ x, σ̂ x → -σ̂ z 。也可以通过幺正变

换来表示：

ì

í

î

ïï

ïï

Ĥ = V̂ĤRabiV̂
+

V̂ = 1
2 ( )1 1-1 1

, (3)

将 (3)式拓展到双量子比特并加入量子比特之间的相互作用：κℏω0 σ̂
1
x σ̂

2 ( κ 为相互作用参数)。最终哈密顿量

的形式为

Ĥ = ℏωâ+ â + ℏω β
2 (â+ + â)(σ̂1

z + σ̂2
z) - ℏω0

1
2 (σ̂1

x + σ̂2
x) - κℏω0 σ̂

1
x σ̂

2
x , (4)

性质为
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σi

z = σi

+ + σi

-
σi

+ + = 0
σi

+ - = +
σi

- - = 0
σi

- + = -

， (5)

式中 + , - 是算符 σ̂i

x 的本征函数。

当量子比特与量子谐振腔超强耦合并且大失谐 ( ℏω ≫ ℏω0 )时，可以把量子比特部分的能级当微扰来处

理，先考虑量子谐振腔以及耦合部分的能级，即

Ĥ 0 = ℏωâ+ â + ℏω β
2 (â+ + â)(σ̂1

z + σ̂2
z) , (6)

σ̂1
z + σ̂2

z 部分的能级为

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

1,1 =↑ , ↑
1, - 1 =↓ , ↓
1,0 = 1

2 (↑, ↓ +↓ , ↑
0,0 = 1

2 (↑, ↓ -↓ , ↑

， (7)

式中 σ̂ z↑ =↑ , σ̂ z↓ = -↓ 。

剩余部分 Ĥ 0 的本征向量为位移粒子数态：

Nm = D̂(-mβ) N = exp(mβ)(â - â+) N ， (8)
式中 D̂( - mβ) 是位移算符。与(7)式给出的本征态 j,m , j = 1,0,m = 0, ±1的直积为：

Ĥ 0 j,m Nm = ℏω(N - m2 β2) j,m Nm , (9)
可以看到 0,0 N 0 是 Ĥ 的本征态，对应的本征值为 ℏωæ

è
ç

ö
ø
÷N + κ

ω0
ω

。利用 j,m Nm 这组基矢，去展开哈密顿

量 Ĥ 。根据绝热近似，只保留 N 值相同的项，这样可以实现矩阵的分块对角化 [8,10]，其中每个子块的矩阵形

式为

ĤN = ℏω
æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷
N - β2 Ω1,N Ω 2,N

Ω1,N N - κ
ω0
ω

Ω1,N

Ω 2,N Ω1,N N - β2

， (10)

Ω1N = - 1
2
ω0
ω

expæ
è
ç

ö

ø
÷- β2

2 LN (β2) , (11)

Ω 2N = -κ ω0
ω

exp(-2β2)LN (4β2) , (12)
最后得到的本征值和本征向量为

E͂0
N,0 = ℏω( )N - β2 - Ω 2N , (13)

E͂0
N,0 = 1

2 ( )1,1 N1 - 1, - 1 N-1 , (14)

E͂0
N, ± = ℏωæ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷N - κ

ω0
ω

+ T͂0 ± T͂ 2
0 + 8Ω 2

1N
2 , (15)

E͂0
N, ± = 1

L͂N, ±
( )1,1 N1 + 1, - 1 N-1 + Y͂N, ±

L͂N, ±
1,0 N 0 , (16)

T͂0 = -β2 + κ
ω0
ω

+ Ω 2N , (17)
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Y͂N, ± = æ
è

ö
ø

-T͂0 ± T͂ 2
0 + 8Ω 2

1N /2Ω1N , (18)
L͂2

N, ± = Y͂ 2
N, ± + 2, N = 0,1,2,⋯ . (19)

需要说明的是，LN (β2), LN (4β2) 是拉盖尔多项式。

3 系统动力学问题
为了拉比模型能够应用到实际的 QIP 系统中，对其系统随时间演化的动力学行为的研究显得尤为重

要 [32-34]。

令量子比特的初态处于一种最大的纠缠态(贝尔态)上
1,0 = 1

2 ( )↑, ↓ +↓ , ↑ , (20)
量子谐振腔的初态处于相干态 α 上。两个量子比特演化到其他态 (即：1,1 =↑ , ↑ 和 )1, - 1 =↓ , ↓ 的

概率为

T (t) =∑
N = 0

∞
p(N ) Y͂

2
N, +

L͂ 4
N, +
{ }1 - cos 1ℏ [ ](E͂0

N, + - E͂0
N, -)t , (21)

式中 p(N ) = exp( - αα*)|α|2N /N ! ，t为时间。

由 (21)式可知参数 |α|2 , ω0
ω

, β, κω0
ω

会影响系统的动力学问题。 T (t) 关于不同参数的图像如图 1 所示。

图 1 参数 |α|2 , ω 0
ω

, β, κω 0
ω

对概率 T(t)演化的影响

Fig.1 Influence of parameters of |α|2 , ω 0
ω

, β and κω 0
ω

on the time evolution of T(t)
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从图 1 中可以看出一般情况下 T (t) 不为零。因此量子比特保持在初态 1,0 = 1
2 ( )↑,↓ +↓ ,↑ 的概率

R(t) = 1 - 2T (t) 不会始终为 1，即量子比特不会始终保持在初态 1,0 = 1
2 ( )↑,↓ +↓ ,↑ 上。

在图 2中可以看到在某些参数下，T (t) 的值很大，因而 R(t) 的值会很小，即量子比特几乎不再保持在初态

1,0 = 1
2 ( )↑,↓ +↓ ,↑ 上。而且相对于其他参数，参数 β 对纠缠动力学问题的影响更加敏感。

从图 1和图 2可以看出 T (t) 一般不会为零，但由于 (11)~(21)式的复杂性，可以通过参数的选择使得 T (t) 变
得很小。从图 3可以看出选择特殊的参数时，T (t) 可以变得非常小，这样量子比特几乎一直保持在初态上，

即纠缠态 1,0 = 1
2 ( )↑,↓ +↓ ,↑ ，概率接近 97%。比较图 3中的三幅图可以看出参数 β, |α|2 较小的改变

对 T (t) 的影响很小。

但是，当量子比特之间的相互作用参数 κ 为正数时，T (t) 很难继续减小了。从图 4可以看到，κ 为负数

时，T (t) 接近零，也就是说两个量子比特几乎一直保持在初态上。

在超强耦合的区间，T (t) 的表达式为

T (t) =∑
N = 0

∞
p(N ) Y͂

2
N, +

L͂4
N, +
[ ]1 - cos(ωN,0 t) , (22)

式中 ωN,0 = E͂0
N, + - E͂0

N, - 。拉盖尔多项式 LN (β2), LN (4β2) 使得 (22)式与参数 β,N, |α|2 相关，而且呈非线性的复杂关

联。对于某些特定的 N ，使得
Y͂ 2

N, +

L͂ 4
N, +

有可能接近于零。当 |α|2 = N 0 时，量子谐振腔相干态的表达式 p(N ) 达到

最大值。综合上面两个因素，在 |α|2 = N 0 周围相对较大的区间内，
Y͂ 2

N, +

L͂ 4
N, +

足够小的时候，T (t) 趋近于零，图 5给

图 3 2T ( )t 在相同参数
ω 0
ω

= 0.12, κ ω 0
ω

= 0.02 不同参数 |α|2 , β
下的时域演化

Fig.3 Time evolution of 2T ( )t with the same parameters
ω 0
ω

and κ
ω 0
ω

, but different parameters |α|2 and β

图 2 T ( )t 在相同参数 |α|2 不同参数
ω 0
ω

, β, κω 0
ω

下的

时域演化

Fig.2 Time evolution of T ( )t with the same parameter |α|2 ,
but different parameters β, ω 0

ω
, κ ω 0

ω
.
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出了 SN = Y͂ 2
N, +

L͂ 4
N, +

，|α|2 = N 0 时周围相对较大区间内的数值，明显可以看到 SN 的数值足够小。只要参数

ω0
ω

, κ ω0
ω

, β 选得合适，便可以实现上面的结果，就像图 3和图 4所呈现的一样。

图 4 2T ( )t 和 R( )t 的时域演化图

Fig.4 Time evolution of 2T ( )t and R( )t

图 5 SN 随 N的变化图

Fig.5 SN versus N
上述所有结果都依赖于 (21)式的复杂性，这些都发生在超强耦合的区间。当耦合较弱时便会出现不同

的现象，即崩塌和复生现象 [35]。在这里给出文献[36]的计算结果：

W (t) =∑
N = 0

∞
p(N )é

ë
êê

ù

û
úú

Δ2

Ω̄ 2
N

+ 4g2 (N + 1)
Ω̄ 2

N

cos(Ω̄N t) , (23)
式中 Δ = ω - ω0 是失谐参数，g 是耦合强度，Ω̄N = Δ2 + 4g(N + 1) 。 (23)式是一些与时间相关的项在叠加，在最

开始时，这些项保持着相关性，随着时间的演化，由于相关项受到了其他的激发 (如Ω̄N ) 变得不再相关，便出

现了崩塌现象。再往后演化，便会出现复生现象 [36]。因为即使改变系统参数， Δ2

Ω̄ 2
N

, 4g2 (N + 1)
Ω̄ 2

N

这些项也不会

变得很小，因此 W (t) 不会一直为零。

4 总 结
研究了与量子谐振腔进行超强耦合的，具有内在相互作用的量子比特的纠缠动力学问题。当量子比特

初态处于贝尔态
é

ë
êê

ù

û
úú

1
2 ( )↑,↓ +↓ ,↑ ，量子谐振腔初态处于相干态时，通过选择系统的参数，会出现一些新

的现象。量子比特会有很高的概率保持在初始状态上，当相互作用参数为负时，概率接近于 1。这个现象只

出现在超强耦合条件下的拉比模型中。上述结论有可能应用到 QIP中。
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