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基于评价函数的二维小波变换轮廓术小波脊提取方法
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摘要 小波脊提取是小波变换轮廓术的关键步骤 ,在抑噪能力和速度方面，前者直接影响后者。提出了基于评价函

数的二维小波变换的一种新的小波脊提取方法，利用二维小波变换系数模信息、条纹瞬时频率信息以及局部条纹

结构方向信息建立评价函数指导小波脊提取；并设计了快速动态优化算法。计算机模拟和实验验证了所提方法的

有效性。
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Abstract Wavelet ridge extraction is a key step in the wavelet transform profilometry. The speed and noise

suppression capability of the wavelet ridge extraction method directly influences the wavelet transform profilometry.

One new wavelet ridge extraction method used in the two-dimensional wavelet transform profilometry is proposed

based on a new evaluation function. This function is established by using the module information from the wavelet

transform coefficients, fringe instantaneous frequency and local fringe direction to improve the noise suppression

capability. Moreover, one fast dynamic optimization algorithm is adopted to improve the wavelet ridge extraction

speed. Computer simulation and experimental demonstration verify the proposed method’s effectiveness.
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1 引 言
基于条纹投影的光学三维面形测量技术具有非接触、测量速度快、自动化程度高等优点，广泛应用于机

器视觉、生物医学、工业检测、自动化控制等领域 [1-2]。小波变换轮廓术 [3-5]是一种常见的基于条纹投影的光学

三维面形测量技术。由于小波变换的多分辨率分析能力和数学运算上的相关特性，该方法具有优秀的抑噪能

力，在条纹图存在相位突变的位置测量精度高 [3-5]。可分为一维小波变换轮廓术和二维小波变换轮廓术 [6-12]。

与一维小波变换相比，二维小波变换伸缩并同时旋转，具有缩放能力和方向选择性，多分辨率分析能力强。
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二维小波变换的本质是二维卷积运算，抑噪能力更强 [10-12]，但计算速度慢，难以满足实时测量的需求。针对

小波变换计算速度问题，研究者已经从算法优化、运算平台以及计算方式等方面进行了研究 [13-15]，起到了明

显的提速作用。

小波脊提取是小波变换轮廓术的关键步骤 [3-12]，在抑噪能力和速度方面，前者直接影响后者。模极大值

法是常见的小波脊提取方法 [3-15]。这种方法通过直接查找小波变换系数模极大值来获取小波脊，当光学条纹

图中存在噪声时，小波变换系数模值会出现多个局部极大值点，求解的小波脊存在较大误差，导致恢复的三

维面形存在较大误差。Liu等 [16]将条纹图瞬时频率的连续性特征引入到小波脊提取中，结合小波变换系数模

值信息建立评价函数，提出了一种基于评价函数的小波脊提取方法，增强了一维小波变换小波脊提取的抑

噪能力。Abid等 [17]将这种方法延伸至二维小波变换小波脊提取中。在不同的旋转角度下分别利用 Liu的小

波脊提取方法提取小波脊，再比较、选出评价函数值最小的小波脊作为最终的小波脊。由于没有充分利用

局部条纹结构方向信息，限制了该方法的小波脊提取精度和抑噪能力。另外，反复利用 Liu的方法查找小波

脊，耗时较长，降低了二维小波变换轮廓术的测量速度。

本文提出了一种新的基于评价函数的二维小波变换小波脊提取方法，利用二维小波变换系数模信息、

条纹瞬时频率信息以及局部条纹结构方向信息建立了新的评价函数指导小波脊提取，并设计了动态优化小

波脊提取算法，明显提高了传统方法的抑噪能力和测量速度。

2 原 理
2.1 二维小波变换轮廓术

测量光路如图 1所示 [13],投影系统投影正弦结构光场至待测物体的表面 ,待测物体在 CCD摄像机的视场

之内。CCD摄像机从另一角度拍摄经被测物体调制的变形条纹图。

图 1 测量系统结构图

Fig.1 Schematic diagram of measuring system
拍摄的二维条纹图像的强度 I′(x,y) 可表示为

I′(x,y) = I1(x,y) + I2 (x,y)cos[ ]2πfx + Δϕ(x,y) ， (1)
式中 I1(x,y) 为背景光强度，I2 (x,y) 为条纹的调制度，f 为投影条纹在 x 方向的基频，Δφ(x,y) 为被测物体高度

调制相位。条纹图 I′(x,y) 的二维连续小波变换系数定义为 I′(x,y) 与一个复共轭二维小波函数 ψ(x,y) 的相关

运算 [18]，表达式为

W (ux,uy , s,θ) = s-2 ∫R2 I′(x,y)ψ*[ ]s-1r-θ (x - ux,y - uy ) d2 , (2)
式中 W (ux,uy , s,θ) 为小波变换系数，s为尺度因子，u = [ux,uy] 为平移因子，θ为旋转角度 , r-θ 为旋转矩阵，ψ* 为

ψ 的复共轭函数。Morlet复小波是二维小波变换轮廓术中常用的母波函数之一 [12,18]，表示为

ψ(x,y) = expæ
è
ç

ö

ø
÷- x2 + y2

2 exp( )iω0 x2 + y2 , (3)
式中 ω0 为小波中心频率。小波变换系数的幅值M和相位 ϕ 可分别表示为

M (u, s,θ) = { }Im[ ]W (u, s,θ) 2 + { }Re[ ]W (u, s,θ) 2 , (4)
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ϕ(u, s,θ) = arctan{ }Im[ ]W (u, s,θ) / Re[ ]W (u, s,θ) , (5)
式中 Re 、Im分别表示取小波变换系数的实部和虚部。

沿尺度轴方向上 , 小波变换系数模的最大值定义为小波变换的“脊”，其包含了信号的大部分能量。信号

的小波脊抽取了信号在时频域内最重要的特征，去除了冗余的小波变换信息，各脊点的位置正是时频图上能

量最集中的区域。小波脊对应的小波变换系数的相位信息和条纹的相位信息相等，通过提取的小波脊可以求

解出条纹的相位信息 [4-5]。将变形条纹的截断相位和参考条纹的截断相位相减，进行相位展开 [8-9]后得到物体高

度调制相位 Δϕ(x,y) 。 在远心光路条件下，L0远远大于 h(x,y)，被测物体高度分布与调制相位的关系为

h( )x,y = - L0
2πfd Δϕ( )x,y , (6)

式中 L0 和 d 为如图 1所示系统的结构参量。

2.2 基于评价函数的二维小波变换小波脊提取方法

如(2)式所示，二维小波变换的数学本质是小波函数和光学条纹信号之间的运算。二维小波变换条纹分析

方法的基本原则是找出一个确切的尺度因子 s和旋转角度θ，使得小波信号与局部条纹信号的相关度最大，表

现为小波变换系数的模值最大。小波脊对应小波变换系数的尺度因子和旋转角度与条纹局部瞬时频率和结

构方向相关。当被测物体面形连续变化时，条纹图的瞬时频率和局部条纹的结构方向连续变化。因此，可以

利用二维小波变换系数模信息、条纹瞬时频率信息以及方向信息建立新的评价函数指导小波脊提取。

图 2 函数ϕ(u) 示意图

Fig.2 Diagram of function ϕ(u)
评价函数定义为

cost{ }[ ]u,ϕ(u),χ (u) = -C0 ∫u ||W{ }[ ]u,ϕ(u),χ (u) 2du + C1 ∫u |

|
||

|

|
||
∂ϕ(u)
∂u

2
du + C2 ∫u |

|
||

|

|
||
∂χ (u)
∂u

2
du , (7)

式中ϕ(u) 是沿着条纹结构方向上条纹图一行所有位置处的尺度因子 s的一个组合，如图 2所示。χ(u) 对应旋

转角度θ，意义与ϕ(u) 类似。
∂ϕ(u)
∂u 为尺度因子的梯度，

∂χ (u)
∂u 为旋转角度的梯度。(7)式的第一项表示小波变

换系数模值的平方的大小，其值越大表示包含的信号能量越大，cost函数值越小。 (7)式的后两项分别反映

积分路径上的尺度因子和旋转角度的变化率，变化率越小 cost函数值越小。C0、C1、C2为调节小波变换系数

模值、尺度因子梯度以及旋转角度梯度的权重系数。可以令 C0取 1，C1、C2是根据以标定物为被测对象的实

验结果确定的正常数。对比不同 C1、C2所得到的小波脊恢复的标定物三维面形的误差大小，选出误差最小

时的 C1、C2的值。通过 (7)式可以看出，当 cost函数取得最小值时，在积分路径上小波变换系数模值较大且尺

度因子、旋转角度变化也较为平缓，后两项降低了噪声对小波脊求解准确度的影响。根据 (7)式，小波脊的求

解问题转化为求 cost函数值最小的积分路径。

使用 cost函数提取小波脊最直接的方法就是分别计算所有小波变换系数组合出的所有积分路径上的

cost函数值，选择出函数值最小的路径作为小波脊即可。但这种方法需要计算的数据量特别大。假设条纹

图一行条纹的大小为 1 pixel×100 pixel，尺度因子的个数为 20，旋转角度的个数为 5，小波变换系数排列组合

得到的路径有 C2 种，依次计算各路径的 cost函数值的方法效率极低。为提高计算效率，基于通信领域常用

的 Viterbi decoding算法，提出适用于求解(7)式所示 cost函数的动态计算方法。
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为了简化说明，这里 C0、C1、C2取值都为 1。(7)式可以离散化为

cost =∑
k = 2

L

{ }- ||W [ ]u(k),ϕ(k),χ (k) 2 + ||ϕ(k) - ϕ(k - 1) 2 + || χ (k) - χ (k - 1) 2 , (8)
式中 L是条纹图的宽度，k是平移因子的序数。假设最佳路径经过点(uj，sj，θj)，则 cost函数可以表示成

cost( j) = minìí
î

ü
ý
þ

∑
k = 2

j - 1

{ }- ||W [ ]u(k),ϕ(k),χ (k) 2 + ||ϕ(k) - ϕ(k - 1) 2 + || χ (k) - χ (k - 1) 2 +

{ }- ||W [ ]u( j),ϕ( j),χ ( j) 2 + ||ϕ( j) - ϕ( j - 1) 2 + || χ ( j) - χ ( j - 1) 2
, (9)

同理可得到点(uj+1，sj+1，θj+1)的 cost函数表达式

cost( j + 1) = min[ ]cost( j) + { }- ||W [ ]u( j + 1),ϕ( j + 1),χ ( j + 1) 2 + ||ϕ( j + 1) - ϕ( j) 2 + || χ ( j + 1) - χ ( j) 2 . (10)
假设将 ϕ(u) 和 χ (u) 的二阶导数也添加到 cost函数中，经过化简可表示为

cost( j + 1) = min[ ]cost( j) + {- ||W [ ]u( j + 1),ϕ( j + 1),χ ( j + 1) 2 + ||ϕ( j + 1) - ϕ( j) 2 +
}||2ϕ( j) - ϕ( j + 1) - ϕ( j - 1) 2 + || χ ( j + 1) - χ ( j) 2 + ||2χ ( j) - χ ( j + 1) - χ ( j - 1) 2 . (11)

从(11)式可以看出，当计算一个通过点(uj+1，sj+1，θj+1)的路径的 cost函数值时，仅需要知道通过前一个点的 cost
函数值，再将点(uj+1，sj+1，θj+1)的数据代入(11)式中，即可获得通过点(uj+1，sj+1，θj+1)的各个路径的 cost函数值。这样

每次仅需要计算图像上相邻两个像素点各个路径上的评价函数值，减少了计算的数量，提高了计算效率。

通过挑选尺度因子-旋转角度面上候选点的方法进一步降低计算量。由于受噪声的影响，小波脊并不一

定是小波变换系数模极大值点，但是其依然具有信号的大部分能量。以条纹图上某个像素点位置为例，如图

3所示，首先找到对应的小波变换系数的模极大值作为小波脊候选点(如图 3黑色点所示)，并以极大值点为中

心将周围邻近各小波变换系数模值不小于极大值 95%[16-17]的点也设为候选点(如图 3灰色点所示。这样仅需要

计算候选点组成的各个积分路径上的评价函数值，进一步减少了积分路径的数量，提高了计算效率。

图 3 候选点选择示意图

Fig.3 Diagram of candidate ridge point selection
计算各路径的评价函数值 ,提取小波脊的算法步骤为

1) 二维条纹图经过二维连续小波变换后得到一个四维的小波变换系数矩阵，取出条纹图一行对应的小

波变换系数数据，该数据是一个三维矩阵，表示为 A。A的三个维度 (行、列、页)分别对应平移量 u、尺度因子 s

和旋转角度θ，如图 4所示，三个维度的坐标分别表示为 Pu, Ps, Pθ;
2) 取出矩阵 A中 u=1所对应的数据，找出数据的模极大值并设为第 1行的小波脊。然后以相同的方法

找到第 2行的小波脊。查找出第 2行的小波脊在矩阵 A中的坐标，表示为 (Pu0, Ps0, Pθ0)，以及前 2行小波脊对

应的尺度因子和旋转角度参数；

3) 取出矩阵 A中第 Pu0+1行、第 Pθ0页的数据构成数组 C。查找出 C的模极大值元素以及其在矩阵 A中的

坐标。设模极大值在矩阵 A中的坐标为 (Pu0+1, Psc, Pθc)。找出元素 A (Pu0+1, Psc+1, Pθc) 、A (Pu0+1, Psc-1, Pθc)、A
(Pu0+1, Psc , Pθc+1) 、A (Pu0+1, Psc , Pθc-1)中模值大于等于模极大值元素的 95%的元素。将这些元素与模极大值

元素一起作为矩阵 A中第 Pu0+1行对应图像位置小波脊的候选点；

4) 根据 (11)式分别计算各候选点所构成路径的 cost函数值。查找 cost函数值最小的路径，并将该路径设
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为最佳路径。最佳路径对应的候选点的模值作为矩阵 A中第 Pu0+1行对应图像位置的小波脊，将该小波脊对

应的坐标分别赋值 Pu0, Ps0, Pθ0，并查找出小波脊对应的尺度因子和旋转角度参数；

5) 重复步骤 3)和 4)，直到计算完成矩阵 A中所有行的数据，得到光学条纹图像该行的小波脊，其流程如

图 5所示。图 5中每个像素上的小圆点表示找出的候选点，实心点表示小波脊点，浅色箭头表示当前位置可

能存在的路径，深色箭头表示 cost函数最小时的积分路径；

6) 依次取出光学条纹图下一行对应的小波变换系数数据，重复步骤 1)至 5)，得到整个光学条纹图像的小

波脊。

图 4 光学条纹图一行的二维小波变换系数矩阵

Fig.4 Illustration of a two-dimensional wavelet transform coefficient matrix of one row in fringe pattern

图 5 路径选择原理图

Fig.5 Diagram of the ridge detection algorithm

3 计算机模拟与实验
采用计算机模拟与实验来验证所提方法的有效性。模拟的测量系统结构参数为 L0 /d =1。模拟的被测

物体由 Matlab 函数库中的 peaks 函数表示。设置物体高度 h = 3 × peaks , 其最大值为 24.3 mm，如图 6(a)所
示。模拟的条纹图像大小为 256 pixel×256 pixel。在图像中加入标准差为 0.35的高斯噪声，变形条纹如图 6
(b)所示。

图 6 (a) 模拟被测物体 ; (b) 变形条纹图

Fig.6 (a) Simulated object and (b) deformed fringe pattern
5
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为了便于对比分析，采用本方法和 Abid的评价函数法分别对模拟变形条纹图进行小波脊提取。在本方

法中，评价函数 (7)式中的常数 C0、C1、C2分别设为 1.0、0.3和 0.3，选择 Morlet复小波作为母波函数对变形条纹

图进行二维连续小波变换。分别采用上述两种方法提取二维小波变换小波脊并求解出截断相位，利用相同

的方法进行相位展开及高度映射后恢复的被测物体三维面形分别如图 7(a)和(b)所示。由于 Abid的评价函数

法提取的小波脊对应的旋转角度是固定的，没有充分利用局部条纹结构方向信息，在条纹图存在较严重的

噪声污染情况下，该方法提取小波脊无法正确恢复被测物体的三维面形信息，而本方法能够正确恢复三维

面形信息。两种方法重建三维面形的误差分布分别如图 8(a)和 (b)所示，均方根误差分别为 0.5679 和

0.6246。与 Abid的评价函数法相比，本方法不仅利用了条纹图的瞬时频率信息而且利用了局部条纹的结构

方向信息，具有更强的抑噪能力。两种方法所用时间分别为 4.80 s和 9.72 s。对比可知，本方法明显提高了

传统基于评价函数的二维小波变换小波脊提取方法的抑噪能力和测量速度。

图 7 (a) 本方法和(b) Abid的评价函数法恢复的 3D面形

Fig.7 3D surface information retrieved by (a) proposed method and (b) Abid′s cost function method

图 8 (a) 本方法和(b) Abid的评价函数法的三维面形重建误差

Fig.8 Error of retrieved 3D shape by (a) proposed method and (b) Abid′s cost function method
改变噪声标准差的大小，设置标准差在 0.05~0.5间变化，每次增加 0.05，重复模拟 10次。本方法和 Abid

的评价函数法恢复的物体三维面形的均方根误差 (RMSE)曲线如图 9所示。随着高斯噪声标准差的逐渐增

大，利用两种小波脊提取方法恢复的三维面形的均方根误差都在增大。在较大的噪声水平下，利用本方法

的均方根误差明显小于 Abid的评价函数法，抑噪能力明显优于 Abid的评价函数法，而且随着噪声标准差的

增大，本方法的优势愈加明显。

如图 10所示为本方法和 Abid的评价函数法在不同旋转角度数目时，小波脊提取耗时 t对比。与 Abid的

评价函数法相比，当旋转角度数量达到 5个及以上时，本方法的小波脊提取速度提高了 3倍以上，而且随着

旋转角度数量的增加，本方法的提速效果更加明显。所建立的评价函数中包含了条纹图的结构方向信息 (对
应小波变换旋转角度信息)，因此本方法的小波脊提取速度不受旋转角度数目的影响。而 Abid的评价函数

法是在不同的旋转角度θ下分别利用 Liu的小波脊提取方法提取小波脊，再比较、选出评价函数值最小的小

波脊作为最终的小波脊，因此 Abid的评价函数法的运算时间随着旋转角度数目增加而成比例增加。
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图 9 均方根误差比较

Fig.9 Comparison of root mean square error

图 10 不同旋转角度数目下的计算时间对比

Fig.10 Comparison of time with different numbers of rotation angles
为进一步验证本方法的有效性，对实测的光学条纹图像进行了处理。条纹图大小为 512 pixel×512 pixel，

存在较严重的噪声污染，如图 11(a)所示。二维小波变换尺度因子设定为 (1, 2,…,40)，旋转角度设定为 (-1 rad,
- 0.5 rad,…,1 rad)。C0、C1、C2分别设为 1.0、0.3和 0.3。利用本方法和 Abid的评价函数法进行小波脊提取后

的重建的三维面形分别如图 11(b)和图 11(c)所示 , 两种方法的小波脊提取时间分别为 27.68 s和 45.29 s。对

比可知，本方法明显提高了传统基于评价函数的二维小波变换小波脊提取方法的抑噪能力和运算速度。

图 11 实验。 (a) 实测变形条纹图 ; (b) 本方法恢复的三维面形 ; (c) Abid的评价函数法恢复的三维面形

Fig.11 Experiments. (a) Deformed fringe pattern; (b) reconstructed 3D shape by proposed method;
(c) reconstructed 3D shape by Abid’s cost function method

4 结 论
提出了一种新的基于评价函数的二维小波变换小波脊提取方法。仿真和实验表明所提方法明显提高

了传统基于评价函数的二维小波变换小波脊提取方法的抑噪能力和测量速度：对 256 pixel×256 pixel大小的

模拟条纹图以及 512 pixel×512 pixel大小的实测条纹图进行处理，当旋转角度数目为 5个时，与传统的小波

脊提取方法相比，速度分别提高了约 3倍和 2倍。本方法的测量速度不受旋转角度数目的影响，提速效果随

着旋转角度数目的增加成比例增加，为二维小波变换轮廓术在实时和瞬态过程中三维面形的测量应用奠定

一定技术基础。
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