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两比特纯态纠缠的直接测量

翟晨慧 储文静 章礼华 杨 名
安徽大学物理与材料科学学院 , 安徽 合肥 230601

摘要 研究了如何在不需要量子态重构的前提下直接测量一个两比特任意纯态的纠缠 concurrence。设计了一个 concurrence
的直接测量量子线路，即通过对待测纠缠粒子对的两个全同拷贝实施 σz 操作、单比特 R旋转操作以及奇偶宇称校验

检测，使得 concurrence被编码在最后获得某些状态的概率中，从而实现对 concurrence的直接测量。在给出 concurrence
直接测量的量子线路的基础上，基于光学系统设计了一个直接测量光子偏振纠缠 concurrence的物理方案，实现两比

特耦合的奇偶宇称校验检测操作只出现一次，大大降低了方案的复杂度。另外，该方案可实现远程纠缠态的纠缠直

接测量。
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Direct Measurement of Concurrence for Two-Qubit Pure States

Zhai Chenhui Chu Wenjing Zhang Lihua Yang Ming
School of Physics and Materials Science, Anhui University, Hefei, Anhui 230601, China

Abstract How to directly measure the concurrence of two-qubit pure states without quantum state tomography

is studied. A quantum circuit is designed which can encode the concurrence of a general two-qubit pure state into

the probability of obtaining some specific states at the detection stage. Here, two copies of the initial state are needed

in each measurement round and several operations, such as σz operation, simple qubit rotation R and parity-check

measurement (PCM), are carried out on them. An optical implementation scheme for the direct measurement of

the concurrence for polarization entangled pure state is proposed. Only one PCM for coupling two qubits is needed,

which greatly reduces the complexity of the scheme. In addition, this scheme can directly measure the concurrence

of remote entanglement.
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1 引 言
量子纠缠态在量子通信和量子计算中起着十分重要的作用 [1]，纠缠光束的产生方法已经相对成熟 [2-4]。

通常为了实现量子通信，量子通道必须是最大纠缠态或已知纠缠度的部分纠缠态 [5-6]，所以如何量化一个给

定纠缠态的纠缠大小对于量子通信来说十分重要。目前人们已经提出了多种纠缠度量方式 [7]，虽然其中的

多体系统纠缠度量方式还没有被普遍认可，但其中的两体纠缠度量理论已经非常成熟。对于两体系统而

言，形成纠缠度 (EOF)是目前普遍采用的纠缠度量方法 [8]。人们利用 EOF对噪声给纠缠体系带来的影响进行

了深入研究，给出了噪声系统的纠缠动力学行为 [9-11]。

虽然两比特纠缠有了上述的纠缠度量方式，但是如果需要获悉一个未知的两比特量子态的纠缠仅有纠

缠度量方式还是不够的，必须还要通过对量子系统进行测量获知量子系统状态的具体形式，即量子态层析
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技术 [12-14]。然而，量子态层析技术要求，必须对未知量子态的多个拷贝进行多个测量基的测量，从测量结果

中重构出未知量子态。在量子态被重构后，才可以采用上述的纠缠度量方式计算出该量子态的纠缠大小。

这无疑给未知量子态的纠缠度量带来了很高的复杂度。为了减小这种复杂度，人们提出了纠缠度的直接测

量方案，即不需要重构未知量子态，而是通过精心设计使得可以从测量结果中直接读出量子态的纠缠度 [15-17]。

2006年，秩为 2的两光子纯态纠缠的直接测量已经得到实验的验证 [18]。2007年，Romero等 [19]提出了能够直接

探测两原子纯态纠缠的物理方案。复杂的控制非门是这两个方案的核心操作，这就大大提高了方案的复杂

度。为了避免复杂的控制非门，本课题组基于信号光子与探测相干光的非线性相互作用，设计了一个能够

直接测量秩为 4的一般两光子纯态纠缠的物理方案 [20]。上述光子纠缠态的直接测量方案都是破坏性的，即

测量后光子都被吸收了。因此，基于上述光学非线性相互作用，本课题组又提出了一个既能直接测量两光

子态的纠缠又不吸收光子的物理方案 [21]。

虽然文献 [20]中的物理方案避免了复杂的控制非门操作，但是该方案三次用到基于非线性 Kerr介质的两

光子态奇偶宇称校验检测 (PCM)，这说明该方案的复杂度还是比较高。由于在纠缠直接测量中，耦合操作不

可避免，如何尽可能减少这种耦合操作就直接决定了方案的最终复杂度。本文设计一个秩为 4的一般两光

子纯态纠缠的直接测量物理方案，在该方案中，两光子态奇偶宇称校验检测次数将被减小到最小值 1，这无

疑将大大简化纠缠直接测量方案的复杂度。虽然该方案不能像文献 [21]中的方案那样不吸收光子，但对光子

的全部探测和吸收为代价来换取方案的极大简化也是值得的。该方案主要涉及到的操作有泡利算符 σz 、单

比特 R 旋转操作以及奇偶宇称校验检测。与已有的直接测量纠缠的方法相比，该方案的优点在于操作简

单，易于实现。另外，该方法还可以应用于远程纠缠态的纠缠直接测量上，在量子通信领域具有十分重要的

意义。

2 两比特纯态纠缠的直接测量量子线路
目前，EOF是最常采用的一种两体纠缠度量方式。任意两比特态 ρ 的 EOF可被定义成 concurrence(C)的

准确函数。而这一参量 C可定义为 C ( )ρ = max{ }0, λ1 - λ2 - λ3 - λ 4 ，其中的 λi( )i = 1, 2, 3, 4 是矩阵 ρρ͂

按 降 序 排 列 的 本 征 值 。 ρ͂ = σy ⊗ σy ρ
∗σy ⊗ σy ，σy 是 泡 利 算 符 ，ρ∗ 是 ρ 的 复 共 轭 。 两 比 特 纯 态

φ = c0 00 + c1 01 + c2 10 + c3 11 的 concurrence可简化为

C ( )φ = || φ σy ⊗ σy φ
∗ = 2 || c0 c3 - c1c2 , (1)

式中的系数满足归一化条件 || c0
2 + || c1

2 + || c2
2 + || c3

2 = 1，其形成纠缠度 EOF则表示为

E ( )φ = -1 + 1 - C2

2 log2
1 + 1 - C2

2 - 1 - 1 - C2

2 log2
1 - 1 - C2

2 . (2)
任意两比特纯态的 concurrence的直接测量方案示意图如图 1所示。这里需要同时对两对全同粒子 1，2

和 3，4实施操作和测量。设每个两粒子的纯态都可表示为 ϕ = c0 00 + c1 01 + c2 10 + c3 11 ，式中的叠加系

数满足归一化条件 || c0
2 + || c1

2 + || c2
2 + || c3

2 = 1 ，该四粒子状态为 Φ 1234 = ϕ 12 ⊗ ϕ 34。让粒子 1, 2, 3, 4通过如图

1 所 示 的 量 子 线 路 。 首 先 粒 子 1, 2 没 有 经 过 任 何 操 作 装 置 ，而 粒 子 3, 4 均 经 过 泡 利 算 符 σz 操 作 ，

σz = 0 0 - 1 1 。此时两对粒子的状态变成

ϕ 12 = c0 00 + c1 01 + c2 10 + c3 11 , (3)
ϕ͂

34
= ( )σz ⊗ σz ϕ 34 = c0 00 - c1 01 - c2 10 + c3 11 . (4)

由(3)式和(4)式可得此时四个粒子的状态：

Φ 1234 = ϕ 12 ⊗ ϕ͂
34
= c0

2 0000 - c0 c1 0001 - c0 c2 0010 +
c0 c3 0011 + c1c0 0100 - c1

2 0101 - c1c2 0110 + c1c3 0111 +
c2 c0 1000 - c2 c1 1001 - c2

2 1010 + c2 c3 1011 + c3c0 1100 -
c3c1 1101 - c3c2 1110 + c3

2 1111

. (5)
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图 1 实现两比特纯态 concurrence直接测量的量子线路

Fig.1 Quantum circuit for direct measurement of concurrence for two-qubit pure states
此时对 1, 3粒子不做任何操作，而让 2, 4粒子通过奇偶宇称校验检测。略去 2, 4粒子的偶宇称态，保留

其奇宇称态，则四个粒子的状态从(5)式变为

Φ 1234 = -c0 c1 0001 + c0 c3 0011 + c1c0 0100 - c1c2 0110 -
c2 c1 1001 + c2 c3 1011 + c3c0 1100 - c3c2 1110

. (6)
最后，四个粒子均通过单比特 R 旋转操作，即将 0 → ( )0 + 1 2 ; 1 → ( )0 - 1 2 。此时四个粒

子的状态演化为：

Φ 1234 = 1
2 ( )c0 c3 - c1c2 0000 + 1

2 ( )c0 c1 - c2 c3 0001 +
1
2 ( )c0 c3 + c1c2 + c0 c1 + c2 c3 0011 + 1

2 ( )c2 c3 - c0 c1 0100 -
1
2 ( )c0 c3 - c1c2 0101 - 1

2 ( )c0 c3 + c1c2 + c0 c1 + c2 c3 0110 +
1
2 ( )c0 c1 + c2 c3 - c0 c3 - c1c2 1001 - 1

2 ( )c0 c3 - c1c2 1010 +
1
2 ( )c0 c1 - c2 c3 1011 + 1

2 ( )c0 c3 + c1c2 - c0 c1 - c2 c3 1100 +
1
2 ( )c2 c3 - c0 c1 1110 + 1

2 ( )c0 c3 - c1c2 1111

. (7)

由 (7)式可见两比特纯态 ϕ 12 或 ϕ 34 的 concurrence出现在 0000 、1010 、0101 、1111 前的系数中，

则测得最终 0000 、1010 、0101 、1111 的概率为

P = || c0 c3 - c1c2
2. (8)

由(1)式和(8)式可获得两比特纯态的 concurrence：
C ( )ϕ = 2 || c0 c3 - c1c2 = 2 P . (9)

显然，由于每个粒子对中的粒子的对称性，在将 1, 2和 3, 4对调后依然可以获得以上结果。在实际操作

中，需要重复上述方案多次以实现对 concurrence的直接测量。这里的奇偶宇称校验检测的结果可能是奇宇

称也可能是偶宇称，但这里只选择奇宇称态。如果检测结果是偶宇称态，说明该直接测量过程失败，必须重

新开始此方案，直到检测到所需要的结果。从 (8)式可以看出，concurrence就被编码在最后获得特定状态的

概率中，即可以通过测量(9)式中的 P来直接获得两比特纯态 ϕ 12 或 ϕ 34 的 concurrence。
从该纠缠直接测量方案的实现过程来看，其不仅适用于局域纠缠 (四个粒子都在一处)，也适用于远程纠

缠的直接测量 (纠缠粒子分布在空间分离的用户手中)。图 1中的点划线表示纠缠粒子对 1，2(或 3，4)中的两

个粒子可以是类空分离的。只要保证粒子 1，3在一个用户手中，粒子 2，4在另一个用户手中即可。这样只

要允许两个用户之间有经典通信，则上述方案就可以实现远程纠缠的直接测量。两个用户可以通过经典通

信协调相应的操作和测量，并比较二者的结果，以得到某个四粒子状态的计数率，这样就可以通过 (9) 式得

到相应的远程纠缠态的纠缠。
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3 光子偏振纠缠的直接测量方案
上述量子线路是针对一般两比特体系的纠缠纯态而设计的，可适用于任何两态系统的纯态纠缠的直接

测量。以光子为例设计一个偏振光子纠缠的直接测量方案。

要实现对偏振光子纠缠的直接测量，只需要实现上节中的泡利算符 σz 、单比特 R旋转操作以及奇偶宇

称校验检测。而这些操作可用波片、分束器等线性光学器件以及非线性相互作用来实现。

3.1 σz 的光学实现

对于光子而言，泡利算符 σz 操作可表示为 σz = H H - V V 。泡利算符 σz 操作可使光子态 ψ = a H + b V

变为 ψ = a H - b V ，式中叠加系数满足归一化条件 ||a 2 + ||b 2 = 1。也就是说，泡利算符 σz 操作的作用是相位

门操作，即 H → H , V → - V 。可以用 HWP22.5, HWP45,HWP22.5 的半波片组合来实现 σz 操作，如图 2所示。

HWP22.5 是一个斜置 22.5°的半波片，其作用是 H → ( )H + V 2 ，V → ( )H - V 2 ；HWP45 是一个斜置

45°的半波片，其作用是 H → V ，V → H 。而 HWP22.5, HWP45, HWP22.5 三个半波片组合的作用正是

H → H ，V → - V 。所以，偏振光子依次通过 HWP22.5,HWP45,HWP22.5 ，就等效于对该光子进行 σz 操作。其

演化过程为

ψ = a H + b V

→HWP22.5

a( )H + V 2 + b( )H - V 2
→HWP45

a( )H + V 2 + b( )V - H 2
→HWP22.5

a H - b V

. (10)

图 2 σz 的光学实现示意图

Fig.2 Schematic diagram of the σz operation
3.2 R操作的光学实现

单比特 R 旋转操作的作用是 0 → ( )0 + 1 2 ; 1 → ( )0 - 1 2 。对于光子的偏振态来说，则是

H → ( )H + V 2 ; V → ( )H - V 2 。可以用 HWP22.5 来实现单光子的 R旋转操作。 HWP22.5 是一个

斜置 22.5°的半波片，其作用就是 H → ( )H + V 2 ，V → ( )H - V 2 。

3.3 PCM的实现

下面给出两光子偏振态的奇偶宇称校验检测 [20]的实现过程 (对光子而言 0 → H , 1 → V )。该校验门

在量子通信中十分常见，可以通过两个交叉克尔非线性相互作用，一个正则坐标零差测量 X，两个偏振分束

器和两个半波片来实现，如图 3所示。

两个信号光子在通过波片和偏振分束器后与一束探测相干光同时通过非线性介质，并与之发生非线性

相互作用。该相互作用会使探测模式中的相干态发生一个与信号光子个数成正比的相移 [20]。之后，两个信

号光子会再次通过波片和偏振分束器，同时，探测模式中的相干光束会经受正则坐标零差探测。从零差探

测 的 结 果 就 可 以 读 取 信 号 光 子 态 的 奇 偶 宇 称 信 息 。 设 光 子 的 输 入 状 态 为 ψ
sa
= a0 H a

+ a1V a
，

ψ
sb
= b0 H b

+ b1V b
，式中 ||a0

2 + ||a1
2 = 1， ||b0

2 + ||b1
2 = 1，α

p
是探测模式中的相干态。具体的演化过程为
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ψ
sa
⊗ ψ

sb
⊗ α

p
= ( )a0 H a

+ a1V a
⊗ ( )b0 H b

+ b1V b
α

p

→HWP45
1 ( )a0b0 HV ab

+ a0b1 HH ab
+ a1b0 VV ab

+ a1b1VH ab
α

p

→PBS1,H ckæ
è

ö
ø

a0b1 HH acbc
+ a1b0 VV acbc

α
p
+ é
ë
ê

ù
û
úa0b0 HV bc

α exp( )-2iθ
p

+ a1b1VH ac

α exp( )2iθ
p

→PBS2,HWP45
2 ( )a0b1 HV a′b′

+ a1b0 VH a′b′
α

p
+ é
ë
ê

ù
û
úa0b0 HH a′b′

α exp( )-2iθ
p

+ a1b1VV a′b′
α exp( )2iθ

p

.

，

(11)
从 (11)式可以看出，可以根据相干态中不同的相位变化将奇宇称态与偶宇称态区分开，且信号光子不被直接

吸收，从而在光学上实现了奇偶宇称校验检测。

图 3 奇偶校验测量门

Fig.3 Schematic diagram of the parity-check measurement
PCM 主要用于区分态 HV , VH 和 HH , VV 。PBS1和 PBS2是两个偏振分束器，用于透射水平偏振成

份和反射垂直偏振成份。 HWP 45 是一个斜置 45度的半波片，它的作用是 H → V ，V → H 。 ±θ 代表两

个交叉克尔非线性相互作用分别给探测相干态 α
p
带来的相位变化。 X X 指对探测模式中相干态的正则

坐标零差测量 X。

按照图 1中的方式组合上述光学操作即可实现两光子偏振纯态纠缠的直接测量。

4 讨 论
该纠缠直接测量方案中的泡利算符 σz 、单比特 R旋转操作以及奇偶宇称校验检测操作都是在光学系统

中的常见操作。同时，实现两比特耦合的奇偶宇称校验检测操作在本方案中只出现一次，这将大大降低方

案的复杂度，并提高其可行性。此外，该方案还可应用到包括原子体系在内的其他任意两态系统的纯态纠

缠的直接测量。

另外，远程纠缠态在量子通信中发挥着重要作用，因此有必要考虑状态的两个分享用户分布在两个相

距遥远的地方时的纠缠直接测量问题，即远程纠缠直接测量。分析表明，上述纠缠直接测量方案也适用于

远程纠缠。这里光子 1, 3和 2, 4分别在两个遥远的用户 Alice和 Bob的手中。1, 2或 3, 4间的远程纠缠可以

用类似于本地纠缠直接测量的方法来进行直接测量，关键在于两个用户必须通过经典通信协调相应的操作

和测量。如 Alice和 Bob可通过经典通信选取两个纠缠对，并同时实施如图 1所示的方案。二者的测量结果

也是通过经典通信进行比较，以得到某个四光子状态的计数率。这样就可以通过 (9)式得到相应的远程纠缠

态的纠缠。故该方案也可以用于对远程纠缠态的直接测量。

5 结 论
设计了一个无需量子态重构的任意两比特纯态纠缠的直接测量量子线路。该方案中，只需要对待测态

的两个拷贝实施泡利算符 σz 操作和 R旋转操作这两类单比特操作，以及实现两比特耦合的奇偶宇称校验检
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测操作，且该耦合操作在方案中只出现一次。通过上述操作可以将两比特纯态的 concurrence编码在最后获

得某些特定状态的概率中，从而可以直接通过测得这些状态的概率来实现对 concurrence的测量，而无需借

助于复杂的量子态重构过程。实现两比特耦合的奇偶宇称校验检测操作在该方案中只出现一次，大大降低

了方案的复杂度，并提高了其可行性。同时，在光学系统中设计了该量子线路的物理实现方案，通过对该实

现过程的分析表明，该方案简单易行，且可用于远程纠缠的直接测量，对量子通信具有十分重要的意义。
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