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Zernike多项式对空间高频相位拟合的改进方法

陈丽霞 胡小川 韩 开 张 彬
四川大学电子信息学院 , 四川 成都 610064

摘要 以随机相位屏构造光束波前畸变模型，运用不同阶数的 Zernike多项式对其进行拟合。通过对比分析原始波

前及拟合波前的功率谱密度，明确了波面拟合过程中 Zernike多项式对波前中高频成分拟合存在的不足，进而提出

了基于 Zernike多项式的分块拟合方式加以改进。研究结果表明：在常规的拟合方式下，随着拟合阶数的增加，能准

确反映的波前相位空间频率逐渐向高频范围扩展，但其扩展幅度并不大；此外，即使采用较高的拟合阶数，Zernike
多项式也难以准确反映波前空间频率中的高频成分；而采用分块拟合方式后，Zernike多项式的拟合效果明显提升，

并能有效反映畸变波前空间频率中的高频成分；在提高波面拟合精度上，增加分块数的效果明显优于增加 Zernike
多项式拟合阶数；对于分块拟合方式，当分块数一定时，增大子区域拟合所使用的 Zernike阶数的拟合效果明显优于

增大整体拟合所使用的 Zernike阶数。
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Improvement Method for Fitting High-Frequency
Phase by Zernike Polynomials

Chen Lixia Hu Xiaochuan Han Kai Zhang Bin
College of Electronics and Information Engineering, Sichuan University, Chengdu, Sichuan 610064, China

Abstract A model for wave-front distortions is built up based on the random phase screen, and the wave-front
is fitted by Zernike polynomials with different orders. By comparing and analyzing the power spectrum density (PSD)
of the original wave-front and the fitted one, the correspomding relationship between the used orders of Zernike
polynomials and the spatial frequency of the wave- front is obtained. Consequently, the insufficient of the
conventional method for fitting high frequency phase by Zernike polynomials is revealed, and the local fitting method
based on Zernike polynomials is further proposed. In this improvement method, the residual wave-front in the
conventional fitting way is decomposed into many subdomains fitted by Zernike polynomials individually. The results
indicate that, in the conventional fitting way, the range of spatial frequency of the wave-front that can be accurately
described by Zernike polynomials increases gradually with the fitting order of Zernike polynomials, but the increment
is modest; even fitted by Zernike polynomials with much higher order, it’s difficult to describe the high frequency
components of the wave-front accurately. However, the spatial frequency of wave-front accurately described by
Zernike polynomials obviously increases by using the local fitting way. In order to increase the fitting accuracy,
increasing the number of subdomains is more superior than increasing the number of the used orders of Zernike
polynomials. For the number of subdomains in the local fitting way is fixed, increasing the used orders of Zernike
polynomials in subdomains makes more precise fit than increasing the number of overall fitted orders.
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1 引 言
Zernike多项式因其具有在单位圆上加权正交、系数相互独立，且易与 Seidel像差建立联系[1-2]等特点，常被用

作基底函数系进行光束波面拟合。例如，激光束在大气中传输时，由于受到湍流和热晕等因素的影响会产生波前

相位畸变，一般采用正交的 Zernike多项式来表示[3-5]；另外，在高功率激光系统中，由于受腔镜失调与面形误差以

及激光窗口热透镜效应等因素的影响，会导致激光器输出光束的波前发生相位畸变，也常用 Zernike多项式来描

述畸变波前[6-8]。通常情况下，畸变波前中既有空间低频畸变也有空间高频畸变，因此，有必要对波面拟合中Zernike
多项式阶数与波前相位空间频率的对应关系进行研究，进而可为波面拟合中 Zernike的使用提供有用参考。

本文运用不同阶数的 Zernike多项式对随机波前进行拟合，通过比较分析原始波前及拟合波前功率谱密

度 (PSD)的分布特点，确定 Zernike多项式拟合阶数与波前空间频率的对应关系，进而明确了常规拟合方式

中，Zernike多项式对波前中高频成分拟合的不足。在此基础上，提出了基于 Zernike多项式的分块拟合方

式，从而有效拟合原始波前的中高频成分。

2 畸变波前模型
激光束的波前畸变可采用随机相位屏来描述，其表达式为 [9]

φ 0(x0 ,y0) = φ0l (x0 ,y0) + φ 0h(x0 ,y0) , (1)
式中φ0l(x0, y0)为低频相位畸变，φ0h(x0, y0)为高频相位畸变，分别可表示为

φ0l (x0 ,y0) = A·Random(-1,1)⊗ expìí
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, (2)
φ 0h(x0 ,y0) = σ·Random(-1,1) , (3)

式中 A为低频相位幅度系数，Random(－1,1)表示从－1到 1的均匀分布的二维随机数 ,⊗ 表示卷积 ,gx和 gy分

别为 x方向和 y方向相位起伏参数 ,σ为随机相位扰动的幅度。

根据(1)~(3)式，选用不同的参数可以构建具有不同特征的波前相位畸变。图 1给出了一个典型的随机波前，

其中λ为波长。计算所用参数：低频相位幅度系数A=0.3，低频相位扰动参数gx=gy=20 mm，高频相位扰动幅度σ=0.2。

图 1 原始波前分布

Fig.1 Distribution of original wave-front

3 拟合阶数与空间频率的关系
3.1 Zernike多项式波面拟合

在直角坐标系下，相位φ(x,y)可由 k项 Zernike多项式表示为 [10]

φ(x,y) =∑
k = 1

∞
akZk(x,y) = a1Z 1(x,y) + a2Z2 (x,y) + … + akZk(x,y) ， (4)

式中 ak为第 k项 Zernike多项式的系数，Zk为第 k项 Zernike多项式，其在极坐标系下的表达式为 [11]

Zk =
ì

í

î

ïï

ïï

2 Rm

n (r)cos(mθ) , m ≠ 0 , even term
2 Rm

n (r)sin(mθ), m ≠ 0 , odd term
R0

n (r), m = 0
， (5)
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Rm

n (r) = ∑
s = 0

(n - m)/2 (-1)s· n + 1·(n - s)!
s !∙[ ](n + m)/2 - s !·[ ](n - m)/2 - s !·r

(n - 2s)
， (6)

式中(r,q)为圆域内的极坐标，r = x2 + y2 ，θ = arctan y
x
，n为径向级次，m为角向级次。

根据 (5)~(6)式，可计算得到每一项 Zernike多项式的具体表达形式 [12-13]，各阶模式排序参见文献 [14]。本

文采用协方差矩阵方法 [14]求解拟合系数，以图 1所示随机波前作为原始波前，代入 (5)式可得到利用不同阶数

的 Zernike多项式拟合所得波前的峰谷值(PV)、均方根(RMS)值及残差 Δq ，如表 1所示。

表 1 利用不同阶数的 Zernike多项式拟合波前的 PV值、RMS值及残差 Δq
Table 1 Value of PV, RMS and residual error Δq in wave-front fitted by Zernike polynomials with different orders

PV/λ
RMS /λ

RMS(Dq)/λ

Original
wave-front
3.0172
2.7769

0

Orders of Zernike polynomials
27

2.9262
2.7758
0.0990

63
3.0149
2.7765
0.0733

107
2.9846
2.7767
0.0667

163
2.9973
2.7769
0.0663

227
2.9714
2.7767
0.0649

从表 1可以看出，随着 Zernike阶数的增加，拟合残差 Δq 越来越小，表明增加 Zernike阶数能在一定程度

上提高拟合精度。然而，进一步分析表 1可知，拟合波前的 PV值与 RMS值在原始波前附近波动，表明使用

该种评价方式来表征 Zernike多项式拟合效果存在一定问题，且无法反映波前的空间频率特性。

3.2 拟合阶数与空间频率的关系

为了更好地表征 Zernike多项式的拟合效果，并反映波面拟合中 Zernike多项式与波前空间频率的对应

关系，本文借助波前 PSD来进行定量分析。离散计算时，PSD的表达式为 [15]

D PS (m,n) = Δx·Δy
MN
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式中 Dx，Dy分别为 x、y方向上两采样点之间的距离，M、N分别为 x、y方向上的采样点数，φ(m,n)为采样点的相

位分布，-M/2 ≤ mν≤M/2，-N/2 ≤ nν≤ N/2。
将图 1所示畸变波前作为原始波前，图 2给出了不同阶数的 Zernike多项式拟合所得的波前 PSD分布比较：

(a)前 27阶；(b)前 63阶；(c)前 107阶；(d)前 227阶。

图 2 拟合波前与原始波前 PSD分布的比较。(a) 前 27阶 ; (b) 前 63阶 ; (c) 前 107阶 ; (d) 前 227阶

Fig.2 Comparison between the PSD of the original wave-front and fitted wave-front. (a) 27 orders;
(b) 63 orders; (c) 107 orders; (d) 227 orders
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根据国际上对于惯性约束核聚变 (ICF)系统划分高中低频的标准 [16]，中低频分界点为 0.12 mm-1、中高频

分界点为 0.33 mm-1。分析图 2可知，Zernike多项式能基本拟合出波前的低频成分，但对高频成分的拟合效

果较差；随着拟合阶数的增加，Zernike多项式所能准确反映的波前空间频率逐渐向中高频范围扩展。然而，

即使在拟合阶数明显增加的情况下，其拟合的空间频率扩展范围仍不是很大，且对波前中高频成分拟合不

足的现象依然明显。例如，对于图 1所示的波前分布，前 27阶 Zernike多项式所能准确拟合的空间频率为

0.050 mm-1[如图 2(a)所示]，当拟合阶数增加至 227 阶时，Zernike 多项式所能准确拟合的空间频率也仅为

0.150 mm-1[如图 2(d)所示]，而原始波前中空间频率高于 0.150 mm-1的部分仍不能被准确拟合。

当 Zernike 拟合阶数一定时，其能准确拟合的空间频率与波前的口径大小是相关的。表 2 给出了当

Zernike拟合阶数为 63阶时，不同波前尺寸下 Zernike多项式所能准确拟合的空间频率。由表 2可以看出，波

前的口径越大，Zernike所能准确表达的空间频率越低，且二者呈近似的线性关系。本文在计算中，以波前口

径为 40 mm的情况为例进行分析。

表 2 不同波前尺寸下 Zernike多项式所能准确拟合的空间频率

Table 2 Accurate fitted spatial frequency by Zernike polynomials with different sizes of wave-front
Side length of the wave-front/mm

Spatial frequency/mm-1

20
0.175

30
0.126

40
0.075

50
0.060

60
0.051

4 分块拟合方式
为了进一步提高 Zernike多项式的拟合空间频率，本文基于自适应光学中变形镜面形拟合 [17]的思路，提

出了采用 Zernike多项式分块拟合再拼接的方法，该方法与文献 [18-19]所述的自由曲面重构有相似之处。

4.1 拟合思路

通常情况下，使用常规的 Zernike拟合方法对波前进行拟合时，拟合所得残余波前主要是高频信息，使用

单一的 Zernike多项式无法对其进行准确描述。为此，本文提出“1+N”的分块拟合方式来进行波前拟合，这

样既能通过整体拟合原始波前使其与像差建立联系，又能通过对子区域的拟合有效表征原始波前的局部特

征，如图 3所示。

图 3 分块拟合方式示意图

Fig.3 Diagram of the local fitting method
图 3所示方法是先使用 Zernike多项式对原始波前进行整体拟合，得到整体拟合波前；然后，将整体拟合

后的残余波前分为多个子区域，使用 Zernike多项式对其分别单独拟合，再整体拼接得到残余波前；进一步将

整体拟合波前和子区域拟合波前组合得到最终拟合波前。

以δ表示对整个波前的拟合函数，Ii表示单个子区域的拟合函数，则最终拟合波前可表示为

θ = σ +∑
i = 1

N

Ai·Ii(x,y) , (8)
式中 Ai表示各子区域拟合函数的系数。运用最小二乘法，可以计算 Ai的最优解，进而得到最佳拟合波前。
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4.2 Zernike阶数对拟合效果的影响

将图 1所示畸变波前作为原始波前，并先用 Zernike多项式进行整体拟合，再将拟合残差进行分块拟合，

一维方向上的分段数为 8。图 4给出了不同 Zernike阶数与空间频率的对应关系。图中，“27+N”表示整体拟

合所使用的 Zernike阶数为前 27阶，其横坐标为子区域拟合所使用的 Zernike阶数；“N+27”表示子区域拟合

所使用的 Zernike阶数为前 27阶，其横坐标为整体拟合所使用的 Zernike阶数。

图 4 Zernike阶数与空间频率的对应关系

Fig.4 Correspondence between the orders of the Zernike polynomials and the spatial frequency
从图 4可以看出，采用分块拟合方式后，Zernike多项式准确拟合的空间频率明显高于常规拟合方式。

在子区域数一定时，增大整体拟合所使用的 Zernike阶数并不能有效提高准确拟合的空间频率，而增大子区

域拟合所使用的 Zernike阶数能明显提高准确拟合的空间频率。这是因为在分块后，子区域的空间尺度小于

原始波前，因而在使用相同 Zernike阶数对其进行拟合时所能准确表达的空间频率会升高，从而各子区域拼

接所得拟合波前的拟合精度也会随之提高。

4.3 子区域数对拟合效果的影响

为了明确分块数与拟合精度的对应关系，分别计算了分块数从 2×2递增至 16´16时，分块拟合方式下拟

合残差的 RMS值，计算结果如图 5所示。为了更加直观且便于比较，对图 5中拟合残差的 RMS值取对数。图

例为分块拟合所使用的 Zernike多项式阶数，横坐标为一维方向上的分段数。由图 5可知，从整体来看，随着

分段数的增加，拟合残差的 RMS值逐渐减小，表明分块拟合是提高拟合精度的有效手段。并且，分块拟合使

用的 Zernike阶数越高，拟合效果越好，这与图 4所示结果相符。表 3给出了使用不同阶数的 Zernike多项式

对分块数为 4×4的子区域进行拟合时，所得拟合残差的 RMS值及对应的运算时间，表 4给出了使用前 27阶

Zernike多项式进行分块拟合时，不同分块数所对应的拟合残差的 RMS值及相应的运算时间。为便于比较，

令分块数为 4×4，使用前 27阶 Zernike多项式进行分块拟合时所用运算时间为 t。从表 3可以看出，当分块数

一定时，增大拟合所用的 Zernike 阶数对波前拟合效果的提升并不明显。分析表 4 可知，当拟合所用的

Zernike阶数一定时，增大分块数能显著提高波前拟合效果。计算中，当分块数增加到 12´12时，拟合残差的

RMS值已经趋于稳定，且增加分块数比增加子区域 Zernike多项式阶数，对提高波前拟合精度更为有效。

图 5 分块数与拟合残差值 RMS值的对应关系

Fig 5 Correspondence between the number of sections and the RMS of residual error
5
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表 3 分块数为 4´4时，不同拟合所用 Zernike多项式阶数对应的拟合残差及运算时间

Table 3 Value of residual RMS and calculation time for wave-front fitted by different orders of
Zernike polynomials when the section number is 4´4

RMS(Dq) /λ
Time /s

Original
wave-front

0

Orders of Zernike polynomials
27

0.0167
t

63
0.0153
3.6t

107
0.0149
10.36t

163
0.0146
27.8t

227
0.0142
66.4t

表 4 分块数不同时，前 27阶 Zernike多项式对应的拟合残差及运算时间

Table 4 Value of residual RMS and calculation time for wave-front fitted by 27 orders Zernike polynomials with different section numbers

RMS(Dq) /λ
Time /s

Original
wave-front

0

Section numbers of one dimensional
4

0.0167
t

8
0.0104
1.7t

10
0.0096
3.2t

12
0.0089
16.8t

20
0.0086
42.6t

为了进一步明确分块数与准确拟合空间频率的对应关系，分别计算了分块数从 2×2递增至 16´16时，分

块拟合方式所能准确拟合的空间频率，计算结果如图 6所示。

从图 6可以看出，使用分块拟合方式后，增加分块数或拟合阶数均可提高 Zernike多项式对波前中高频成

分的拟合能力。针对图 1所示的原始波前，其空间频率高于 0.4 mm-1的部分所占比例较小，表现为其波前 PSD
分布曲线在空间频率超过 0.4 mm-1后变得平滑(如图 7所示)。因此，针对该原始波前，当准确拟合的空间频率

达到 0.4 mm-1后，可认为该原始波前已经得到很好的拟合。通过对比分析可以发现，当分块数为 10´10时，前

27阶 Zernike多项式所能准确拟合的空间频率与分块数为 4´4时前 163阶 Zernike多项式所能准确拟合的空间

频率基本相同。然而，进一步分析表 3和表 4可知，此时，后者的运算时间约为前者的 8.7倍。由此可见，适当

增加分块数、减少拟合所用的 Zernike多项式阶数，能在保证拟合精度的情况下有效缩短计算时间。

为了进一步说明分块拟合方式的适应性和有效性，对于任意随机产生的随机波前 Q1、Q2、Q3，分别比较其

在常规拟合方式和分块拟合方式下的拟合残差 RMS，计算结果见表 5。
表 5 不同 PV值下两种拟合方式拟合波前的拟合残差

Table 5 Value of residual RMS in two kinds of methods fitting the different PVs of the wave-front

PV of original wave-front/λ
RMS(Dq)/λ conventional fitting

local fitting

Three kinds of original random wave-front
Q1

2.7992
0.1147
0.0091

Q2

4.6846
0.1217
0.0094

Q3

9.8376
0.1346
0.0093

从表 5可以看出，对于任意初始波前，在使用分块拟合的方式下，其拟合残差的 RMS值基本一致，且明

显优于常规拟合方式。由此可见，本文提出的基于 Zernike多项式的分块拟合方式具有良好的普适性。

图 6 分块数与空间频率的对应关系

Fig.6 Correspondence between the number of
sections and the spatial frequency

图 7 分块拟合后 PSD分布比较

Fig.7 Comparison of the distribution of PSD after local fitting
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5 结 论
运用不同阶数的 Zernike多项式对构建的随机波前进行拟合。通过分析原始波前及拟合波前的 PSD分

布，讨论了在常规拟合方式下，Zernike多项式的拟合阶数与其所能准确反映的波前空间频率之间的定量关

系。在此基础上，使用分块拟合方式对随机波前进行拟合，重点分析了分块数及拟合阶数与所能准确反映

的波前空间频率的对应关系。研究结果表明：在常规拟合方式下，随着拟合阶数的增加，Zernike多项式所能

准确反映的波前空间频率逐渐向高频范围扩展，但扩展幅度不大，即使对于拟合阶数较多的情况，Zernike多
项式也难以准确拟合波前空间频率中的高频成分；而采用分块拟合方式能较好地反映波前空间频率中的高

频成分，此时，增加分块数以及分块拟合所使用的 Zernike多项式阶数均能有效提高分块拟合方式所能准确

反映的空间频率，但增加分块数的提高效果更加明显；且当分块数一定时，增加子区域拟合所使用的 Zernike
阶数的拟合效果明显优于增加整体拟合所使用的 Zernike阶数；对于任意的随机波前，采用基于 Zernike多项

式的分块拟合方法都能得到更佳的拟合效果。
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