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波前曲率传感自适应光学两种闭环控制方法的对比
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摘要 针对波前曲率传感自适应光学，对比分析了直接拟合法和拉普拉斯算子本征模式法两种闭环控制方法。简

要分析了两种方法的基本原理，并建立了 36单元曲率型自适应光学仿真模型，进行了大气湍流波前畸变闭环校正

数值仿真。结果表明，与直接拟合法相比，存在最佳模式数量使得拉普拉斯算子本征模式法具有更高的稳定性和

精度；尤其是当波前畸变较大时，直接拟合法的稳定性和校正精度明显变差。
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Abstract For adaptive optics with curvature sensor, two close-loop wavefront control techniques those based

on direct fitting method and Laplacian eigenfunctions method are comparative analyzed. The basic principles of

two methods are analyzed, and then a numerical simulation model of 36-element curvature adaptive optics is setup

and simulations of atmospheric turbulence wavefront aberration correction are carried out. The results show that,

comparing with the direct fitting method, the stability and correction accuracy of Laplacian eigenfunctions method

are obvious better when the proper modes are chosen, and the stability and accuracy of the direct fitting method

are significantly worse when the phase distortion is larger.
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1 引 言
波前曲率传感自适应光学系统能够有效校正波前畸变，在天文成像中得到成功应用和持续关注 [1-4]。这

类自适应光学系统通常采用双压电片式等曲率型变形镜作为波前校正器。闭环校正时，曲率传感器利用微

透镜阵列对光强信号进行分区探测，并计算出对应区域上的波前平均曲率，接着采用类似于直接斜率法的

控制方式去驱动相应的电极 [2]。这种控制方法成功实现了多通道的解耦控制，但是要求曲率传感器中的微

透镜分布与校正器电极空间分布一致并对准，增加了系统成本和校准难度。

针对这一问题，2011年国内研究人员提出一种无需分区探测的整体式实时波前控制技术 [5]，即利用曲率
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型变形镜影响函数的曲率信号去拟合畸变波前的整体曲率信号 (下文简称直接拟合法)，并进行了数值仿真，

取得了与传统分区波前控制基本相当的校正效果。

本文结合近年来提出的基于拉普拉斯算子本征模式的波前复原方法 [6]，提出另一种无需分区探测的波

前控制技术 (下文简称拉普拉斯算子本征模式法)。由于拉普拉斯算子本征模式的正交特性，因此这种方法

有望取得更高的校正精度。为此，本文重点对比了直接拟合法和本征模式法的稳定性和校正精度。

2 两种闭环控制方法
根据波前曲率传感器的基本原理，前后离焦面上归一化的光强差和波前曲率以及波前沿光瞳边界法向

微分之间的关系是 Neumann边界条件下的泊松方程 :[7]
I2 (-r) - I1(r)
I2 (-r) + I1(r) = S(r) = C

é
ë
ê

ù
û
ú∇2φ(r) - ∂φ(r)

∂n σ c ， (1)
式中 I1(r) 和 I2 (r) 为离焦面上的光强信号，S(r) 为光强之差的归一化信号，r 表示入射光瞳区域上的矢变量，C

为与传感器参数有关的常数，∇2 为拉普拉斯算子，φ(r) 表示光瞳面上的入射光相位，n 为光瞳边沿处的法向

斜率单位矢量，σ c 为光瞳区域的边界。

2.1 直接拟合法

文献 [5]中提出的直接拟合法可看作是直接曲率法，只是没有利用子孔径分割探测。假设 N单元波前校

正器的第 i个电极的影响函数为 Fi(r) ，令 φ(r) = Fi(r) 代入(1)式即可得到对应的曲率信号 Si(r) 。当待校畸变波

前的曲率信号为 S(r) 时，利用 Si(r) 去拟合 S(r) 使得 ∫é
ë
ê

ù
û
úS(r) -∑

i = 1

N δvi Si(r)
2
dr 达到最小，即可求得对应的残余控制

信号 δvi 。这一过程可用矩阵形式表示为

δv = (S′
N SN )-1S′

N S ， (2)
式中 S 为代表 S(r) 的列向量，SN 为代表由 Si(r) 构成的矩阵，可采用文献[8]中的测量方法得到，S

′
N 为 SN 的转

置矩阵，δv 为拟合得到的最小二乘解。

2.2 拉普拉斯算子本征模式法

ì
í
î

∇2W (r) = -γ2W (r)
∂W (r) ∂n = 0 , (3)

Neumann边界条件下，满足 (3)式 [9]的函数 W (r) 记作拉普拉斯算子本征函数，对应的本征值为 -γ2 。由本征函

数构成的函数组 W1(r),W 2 (r),⋯,Wk(r),⋯ 是一组正交完备基，因此任意波前残差 φ(r) 可以描述为

φ(r) =∑
k = 1

∞
αkWk(r) ， (4)

式中 αk 表示 φ(r) 中模式 Wk(r) 的大小。

将(4)式和(3)式代入(1)式，忽略其中的常数 C，可得

S(r) =∑
k = 1

∞
[ ]-αk γ

2
kWk(r) ， (5)

式中 -γk

2 为本征函数 Wk(r) 对应的本征值。

在实际中，考虑到传感器的空间分辨率和变形镜的校正能力，假设选择前M个本征模式进行波前复原，

那么(5)式可表示为

S =WM a ， (6)
式中矩阵 WM 由 -γ2

kWk(r) 构成，列向量 a 为波前畸变对应的本征模式系数。求解(6)式得到 a 的最小二乘解为

a = (W ′
MWM )-1W ′

M S ， (7)
式中 (·)′表示矩阵转置运算，(·)-1 表示矩阵求逆运算。将 a 代入(4)式即可复原出波前畸变 φ(r) ，即

φ = W
_

M a ， (8)
式中 φ 为 φ(r) 的矩阵形式，矩阵 W

_
M 由M个 Wk(r) 构成。

复原出波前畸变 φ 后，利用波前校正器的影响函数对其拟合就能够得到相应的控制信号 δv ，即
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φ = W
_

M a = Fδv ， (9)
式中 F 为校正器影响函数的矩阵形式。

由与(4)式类似，波前校正器的影响函数 F 可以用拉普拉斯算子本征模式 W
_

M 表示为

F = W
_

M c ， (10)
式中 c 为系数矩阵。将(10)式代入(1)式可得

SN =WM c ， (11)
式中 SN 的列向量是由校正器各个影响函数引起的波前曲率。求解(11)式可得最小二乘解 :

c = (W ′
MWM )-1W ′

M SN , (12)
将(12)式代入(10)式即可得到波前校正器的影响函数 F ：

F = W
_

M[ ](W ′
MWM )-1W ′

M SN . (13)
将(13)式代入(9)式可得

a = [ ](W ′
MWM )-1W ′

M SN δv , (14)
因此，求解(14)式可得 δv 的最小二乘解：

δv = ( )A′A -1
A′a or δv = A′( )AA′ -1

a, A = [ ](W ′
MWM )-1W ′

M SN . (15)
综合以上分析，波前校正时首先利用(7)式计算出 a ，然后利用(15)式即可计算出 δv 。

3 数值仿真
论文采用了仿真的研究手段对上述两种方法的闭环结果进行了对比。在建立仿真模型过程中充分考

虑到了实际器件参数，如曲率传感器模型中的离轴波带片的像素数、通光孔径、空间分辨率参数采用美国

BNS公司的液晶空间光调制器的参数，透镜焦距采用常用的 0.1 m，光电探测器的像素大小为 6.35 μm 等，从

而保证了仿真模型与实际系统的一致性。

3.1 自适应光学仿真模型

仿真模型如图 1所示，主要由波前校正器、波前曲率传感器、波前控制器组成。波前传感器测量光强，波

前控制器计算控制信号，并输出给波前校正器，完成闭环校正。

图 1 波前曲率传感自适应光学示意图

Fig.1 Diagram of adaptive optics based on wavefront curvature sensor
1) 波前校正器

采用文献 [10]中建立的 36单元 Bimorph变形镜作为曲率型波前校正器，包括 1个独立的离焦电极和 35
个分立电极，仿真中采用镜面中心直径为 24 mm的圆域，如图 2(a)虚线所示。图 2(b)和 (c)分别为第 2和 20个

电极的影响函数。

2) 波前曲率传感器

光栅型波前曲率传感技术是近年来提出的一种新型测量方法 [11]，能够用一个面阵型探测器同步测得焦前

后光强，其中的光栅是一个离轴菲涅耳波带片，在实际中可专门加工或用液晶空间光调制器实现 [12-13]。为了提

高光能利用率，根据二元光学的衍射效率计算方法，本文采用了相位型波带片。当光波长为 635 nm、通光直径

为 0.01 m、一级焦距为 3 m、主光轴距离光瞳中心为 0.008 m时，利用文献[13]中的设计公式得到的相位型波带

片如图 3(a)所示。在波带片后 0.1 m处放置一个焦距为 0.1 m的会聚透镜，当入射光束为振幅均匀为 1的理想平
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图 2 (a) 36单元 Bimorph变形镜的 35个分立电极的排布 ; (b) 2号电极的影响函数 ; (c) 20号电极的影响函数

Fig.2 (a) 35 electrodes distribution of 36-element Bimorph deformatable mirror;
(b) response function of electrode NO.2; (c) response function of electrode NO.20

面波时，利用菲涅耳衍射模拟得到透镜后焦面上的光强分布(256 pixel×256 pixel)如图 3(b)所示，其中 I1、I2 约为

63 pixel×63 pixel。仿真过程中，为了减少运算量，通过合并相邻 9个像素将 I1、I2 合并为 21×21的矩阵。

图 3 (a) 相位型离轴菲涅耳波带片 ; (b) 光电探测器上的信号

Fig.3 (a) Off-axis Fresnel zone plate; (b) light intensity on photo detector
需要说明的是，这种光栅型传感器避免了采用微透镜阵列进行分区探测，但是需要图像像素的对准。

与哈特曼波前传感器需要标定质心位置类似，波前曲率传感器在测量前也可通过标定找出图像的位置。在

实际应用中，波前整体倾斜会导致图像的整体移动，但是自适应光学系统通常有专门的倾斜校正回路，因此

在标定好的区域内，图像的变化主要是由其他高阶像差引起，而这正是曲率传感器需要探测的信号。

3) 波前控制器

如图 1所示，波前控制器按照闭环方式驱动波前校正器，即

v(n + 1) = v(n) - δv ， (16)
式中 v(n) 和 v(n + 1) 表示第 n次和第 n+1次的闭环驱动信号。针对每帧相位畸变，在每次闭环迭代时，传感器探

测光强信号，计算出残余信号 δv ，接着计算出校正器驱动信号 v(n) ，最后利用校正器的影响函数(256 × 256采

样点数)转化为补偿相位，整个过程直至归一化相对误差收敛为止。

文献[6,13-14]的拉普拉斯本征函数 :

W m

n (r,θ) =
ì

í

î

ïï

ïï

2 Ju (γum r)cos(uθ), m > 0
J0(γ0m r), m = 0
2 Ju (γum r)sin(uθ), m < 0

, (17)

在波前控制器中，采用 (17)式构建本征模式矩阵 W
_

M 和 WM ，其中 || r ≤ 1,0 ≤ θ ≤ 2π ，n = 1,2,3,⋯ ，m为整数，

u = ||m ，Ju (γum r) 为第 1类 u 阶贝塞尔函数，γum 为 dJu (r) dr = 0 的第 n个正根。考虑到变形镜的校正能力，仿

真中采用了 26阶本征模式，模式阶数 k和(17)式中m、n的对应关系如表 1所示。

表 1 前 26阶本征模式的阶数 k与m、n的对应关系

Table 1 Relationship between the order number k and m, n of the first 26 order eigenfunctions
k

n

m

1
1
0

2~15
1

±(1~7)

16
2
0

17~26
2

±(1~5)
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3.2 仿真结果与讨论

利用Harding等[15]的方法产生大气湍流波前畸变 φ(r) ，采样点数为 256×256，湍流外尺度为 100 m，内尺度为

0.01 m。当 D/r0 分别等于 8、12、16、20时，各随机生成 50帧相位屏，去除其中的波前整体倾斜，然后进行闭环校正。

利用归一化相对误差

E = rms[ ]e(r) rms[ ]φ(r) , (18)
评价闭环校正效果，式中 rms[ ]e(r) 和 rms[ ]φ(r) 分别表示校正后残余波前和入射光波前畸变的均方根值。当

E<1时，说明闭环校正是有效的，且 E越小表示校正精度越高。

分别利用直接拟合法 (记作 method1)和拉普拉斯算子本征模式法 (记作 method2)对 D/r0=8，12，16，20时生

成的大气湍流相位屏进行闭环校正，相对误差均值<E>的迭代过程如图 4所示。

图 4 <E>的迭代过程

Fig.4 Evalution process of <E>
从图 4可以看出：1) 不论入射波前畸变的大小，拉普拉斯算子本征模式法的校正速度和精度均明显优于

直接拟合法；2) 对于直接拟合法，随着 D/r0的增大，即入射波前畸变的增大，在迭代后期相对误差均值<E>有
明显的增大和发散趋势；3) 对于拉普拉斯算子本征模式法，当 D/r0=20时，在迭代后期相对误差均值<E>有一

定的增大，但是能够稳定收敛。仿真结果说明，拉普拉斯算子本征模式法在闭环稳定性和精度方面明显优

于直接拟合法。

从空间域的角度而言，自适应光学波前校正的误差 e(r) 主要包括两部分：波前复原误差 (传感器输出信

号到波前相位) e1(r) 和波前校正器拟合误差 e2 (r) 。
采用拉普拉斯算子本征模式进行波前复原时，其误差来源与文献 [16]中哈特曼波前传感器的误差相

似。不考虑探测噪声，波前复原误差 e1(r) 包括模式截断误差 ec(r) 和模式混淆误差 e s (r) 。从理论上来看，模

式数量越多波前复原精度也就越高。但在实际中，由于波前传感器的空间分辨率有限，当选取的模式过多

时，就会产生模式混淆。因此，本征模式法复原存在一个最优的模式数量。对于波前校正器拟合误差 e2 (r) ，
由于变形镜的拟合能力一定，当复原出的相位中包含的模式数越多时，拟合误差 e2 (r) 越大。综合以上分析，

存在一个最优模式数量可使 e(r) 最小。

对于拉普拉斯算子本征模式波前校正方法，根据其原理，当选择全部模式时，就退化为本文中提及的直

接拟合方法。因此，根据上述本征模式波前校正误差分析，当系统的参数固定后，并不是用全部模式进行波

前校正时误差最小。换言之，采用合理的模式进行校正可以获得比直接拟合法更好的校正效果，这与图 4的

结果一致。

从运算量上来看，两种方法其实质均为建立 S与 δv 之间的矩阵运算，由于复原矩阵可以事先计算出，因

此闭环时的运算量是相同的。

4 结 论
分析了基于拉普拉斯算子本征模式的闭环控制方法，数值仿真结果初步表明，与直接拟合法相比，该方
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法具有更高的精度和稳定性。值得注意的是，在基于拉普拉斯算子本征模式的闭环控制中，需要选择模式

数量M，而且可以确定模式选择对算法有较大的影响。因此接下来将通过建立本征模式表征大气湍流的理

论模型、本征法的波前校正误差模型，定量分析模式数量对波前校正的影响，并进行相应的实验验证。
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