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量子比特间相互作用对同量子谐振腔强耦合
的量子比特纠缠性质的影响

董 锟
北京邮电大学理学院 , 北京 100876

摘要 在拉比模型中加入了量子比特之间的相互作用，并用绝热近似的方法求解拉比模型，同时探讨相互作用项对

于量子比特纠缠的影响。一个显著的结果是通过选择合适的相互作用参数，可以延长量子比特之间纠缠的时间或

提高纠缠度。产生和保持纠缠是量子信息处理的核心。
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Abstract The interaction of the qubits is added in Rabi model and the adiabatic approximation method is used

to solve this model. The effect of the entanglement on the interaction parameter is also investigated. A notable result

indicates that it can prolong the entanglement time or improve the entanglement degree by using an appropriate

interaction parameter. As the generation and preservation of entanglement plays an important role in quantum

information processing.
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1 引 言
自 1935年 SchrÄodinger等 [1-2]明确提出量子纠缠的概念以来，这个概念一直是一个研究热点。相互纠缠

的系统动力学行为，已经广泛应用到不同领域中，其中量子信息处理 (QIP)是纠缠应用最广的一个领域 [3-5]。

实现量子信息处理主要有两种方法，即二维物理系统和连续变量物理系统。其中连续变量物理系统的可控

性好，可通过外界对系统的调控来保持纠缠，因而更受到大家的关注。在连续变量物理系统中，Jaynes-
Cummings(JC)模型 [6]有着较为广泛的应用。对 JC模型在量子信息处理的应用已经在理论和实验上进行了广

泛而深入的研究 [7-14]。尽管 JC模型在理论和实验上取得了很大的成功，但它只是 Rabi(拉比)模型 [15-16]的一种

近似形式，即旋转波近似 (RWA)，它的成立依赖于光场的频率和原子的频率要比较接近，以及原子与光场的

耦合强度比较弱。随着腔量子电动力学和电路量子电动力学的发展，人们已经可以在工程上实现原子与光

场的强耦合以及光场和原子之间频率的大失谐。RWA 已经无法精确地描述好系统的动力学行为 [17- 19]。

RWA失效时对应的耦合强度被称为强耦合界限 [20-26]。在一些实验中已经实现了强耦合，并表明在强耦合的

条件下 JC模型已经彻底的失效 [17-18]。
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因此最近几年，研究者们都集中在强耦合条件下对拉比模型的求解以及在 QIP中的应用，并得到了一些

更新更广泛的结果 [19-31]。其中一种被称为绝热近似的方法 [20,32,33]，当原子的频率远远小于光场频率时，在强耦

合条件下可以很好地描述好系统的动力学行为。尽管绝热近似依赖于原子的频率远远小于光场频率的条

件，但是只要原子的频率远远小于光场频率，对于任意的耦合强度绝热近似都有着很好的表现 [33]。当光场的

频率和原子的频率比较接近时，绝热近似会出现一些偏差，但一些相关的研究证明这些偏差很小 [25,28,34]。当

光场的频率远远大于原子的频率时，情况变得相对复杂。一些基于绝热近似的改良方法，可以提升基态本

征值和本征向量的精度，但是对于激发态并没有很好的表现 [35]。当光场的频率远远大于原子的频率且耦合

强度较小时，激发态会出现所谓的共振现象，这是绝热近似表现不好的根本原因 [36-38]。但当耦合强度很大

时，共振现象带来的影响将变得很小，绝热近似又有了很好的表现 [33,39]。综上所述，在耦合强度很强时，绝热

近似还是可以很好地描述系统的动力学行为。

本文将利用绝热近似求解拉比模型并讨论纠缠保持的问题。将拓展 Agarwal等 [40]的工作，考虑原子之间

相互作用对纠缠保持的影响。当原子与光场耦合时，原子之间也可以相互耦合，可以用自旋耦合的模型来

描述 [41-44]，因此在拉比模型中加入了相互作用项。内容分为两部分，第一部分将求解拉比模型的本征值谱；

第二部分将研究系统的纠缠动力学问题。

2 系统的本征值谱
拉比模型的哈密顿量为 [15,16]

HRabi = ℏω0
2 σ̂ z + ℏωâ+ â + ℏω β

2 (â+ + â)(σ̂+ + σ̂-) , (1)
式中 σ̂ z 和 σ̂+ + σ̂- = σ̂ x 是量子比特在希尔伯特空间中广义的泡利算符；â+ 和 â 分别代表量子谐振腔的产生算

符和湮灭算符；ω0 和 ω 表示量子比特和量子谐振腔的频率；β 反映量子比特和量子谐振腔之间的耦合强度。

Agarwal等 [40]通过将算符泡利 σ̂ 用双原子泡利算符来替代，将拉比模型拓展到双原子的情形，对应的哈

密顿量如(2)式所示。

Ĥ = ℏω0 Ŝ z + ℏωâ+ â + ℏωβ ( )â + â+ Ŝ x , (2)
式中

Ŝ z = 1
2 ( )σ̂1

z + σ̂2
z ,Ŝ x = 1

2 ( )σ̂1
x + σ̂2

x . (3)
在此基础上，考虑到两个原子之间存在相互作用，在哈密顿量中加入对应的相互作用项。常见的相互

作用项有如(4)式和(5)式的两种 [45-51]：

Ĥ I,1 = ℏω0γ1( )σ̂1
x σ̂

2
x + σ̂1

y σ̂
2
y , (4)

Ĥ I,2 = ℏω0γ2 σ̂
1
z σ̂

2
z , (5)

式中 γi 为原子之间耦合的强度。现在系统的哈密顿量变为

Ĥ i = Ĥ I, i + Ĥ . (6)
首先，第一个任务是建立一组新的基矢——位移谐振子基矢。这可以通过绝热近似在 ω0 ≪ ω 的极限情

形下得到这组基矢。很多作者已经对如何利用绝热近似得到位移谐振子基矢这个问题进行了相关推导[20,32,33]。

当 ω0 = 0 时，系统的哈密顿量变为

Ĥ 0 = ℏωâ+ â + ℏωβ(â + â+)Ŝ x , (7)
Ĥ 0 满足的本征方程为

Ĥ 0 = ℏω[ ]â+ â + β(â + â+)Ŝ x Φ = E Φ , (8)
本征向量 Φ 可以写成如(9)式的直积形式

Φ = j,m ϕm , (9)
式中 j,m 是算符 Ŝ x 的本征向量，ϕm 是剩余部分的本征向量。

利用算符 σ̂ x 的本征向量( σ̂ x ± = ± ± )，可以将 j,m 表示成
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， (10)

将 j,m 代入(8)式得到

ℏω[ ]â+ â + mβ(â+ + â) ϕm = E ϕm ， (11)
令 βm = mβ ，对(11)式两边同时加上 β 2

m ，并进行移项合并化简得到

Ĥ = ℏωâ+ â( )â+ + βm ( )â + βm = ( )E ℏω + β 2
m ϕm = N ϕm , N = 0,1,… ， (12)

利用位移算符 D̂( )βm = exp[βm (â+ - â)] ( βm 为实数)的性质

ì
í
î

ï

ï

D̂+( )βm â+ D̂( )βm = â+ + βm

D̂+( )βm âD̂( )βm = â + βm

， (13)

将(13)式代入(12)式并在两边同乘算符 D̂( )βm

â+ â-[ ]D̂( )βm ϕm = N [ ]D̂( )βm ϕm ， (14)
通 过 对 比 粒 子 数 算 符 â+ â 的 本 征 方 程 ，可 以 看 出 态 D̂( )βm ϕm 是 粒 子 数 算 符 â+ â 的 本 征 态 ，因 此

D̂( )βm ϕm = N ，即

ϕm = D̂( )-βm N ≡ Nm ， (15)
这里的 Nm 是所谓的位移福克态。

现在已经得到了 H 0 的本征向量

Φ → Φj,m,N = j,m Nm ， (16)
其对应的本征值为

EN,m = ℏω(N - β 2
m) . (17)

利用位移谐振子基矢 j,m Nm 去展开考虑原子之间相互作用的拉比模型的哈密顿量。首先可以看到

ì

í

î

ïï

ïï

Ŝ(z) 0,0 = 0
Ŝ(x) 0,0 = 0
Ĥ I, i 0,0 = 0

, (18)

可以很容易得到 0,0 N 0 便是系统的哈密顿量 Ĥ i 其中的一个本征向量，其对应本征值为 EN,0 = ℏωN 。下面

就不必用基矢 0,0 N 0 去展开系统的哈密顿量 Ĥ i 。用其余的基矢 1,m Nm 去展开系统的哈密顿量 Ĥ i 会得

到矩阵

Ĥ i = ℏω0

æ

è

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷

÷
Ĥ 0 Ĥ 0,1 ... ... Ĥ 0,N + 1
Ĥ 0,1 Ĥ1 ... ... ...
... ... ... ... ...
... ... ... ĤN ĤN,N + 1

Ĥ 0,N + 1 ... ... ĤN,N + 1 ĤN + 1

, (19)

式中既包括对于 N 为同一值的展开项 ĤN ，也包括 N 为不同值的展开项 Ĥ
m,m' ，这使得系统的哈密顿量 Ĥ 的

矩阵展开形式变得很复杂，很难得到解析解。这里 N 代表由 1,m Nm 组成的第 N 个流形。展开项 ĤN 代表

同一流形之间内部的跃迁，展开项 Ĥ
m,m' 代表不同流形之间的跃迁。 Ĥm,m′ 的具体形式为

ω0 1,m || Ŝ z + Ĥ I, i 1,m′ Nm|N ′
m′ , (20)

当 ω0 ≪ ω 时，Ĥm,m′ 的值远远小于不同流形之间的能级之差，即
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ω0 1,m || Ŝ z + Ĥ I, i 1,m′ Nm|N ′
m′ ≪ ω( )N - N′ , (21)

因此可以忽略展开项 Ĥm,m′ ，只保留表征同一流形之间相互跃迁的展开项 ĤN ，即所谓的绝热近似 [20,32,33]。

可以将用位移谐振子基矢展开的哈密顿量，简化成分块对角化矩阵。利用(22)式可很容易得到一些关系:
ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

1,1 || Ŝ z 1,1 = 1,0 || Ŝ z 1,0 = 1, - 1 || Ŝ z 1, - 1 = 0
1,0 || Ŝ z 1,1 = 1,0 || Ŝ z 1, - 1 = 1

2
1,0 || σ̂1

x σ̂
2
x + σ̂1

y σ̂
2
y 1,1 = 1,0 || σ̂1

x σ̂
2
x + σ̂1

y σ̂
2
y 1, - 1 = 1,0 || σ̂1

x σ̂
2
x + σ̂1

y σ̂
2
y 1,0 = 0

1, - 1 || σ̂1
x σ̂

2
x + σ̂1

y σ̂
2
y 1,1 = - 1

2
1,0 || σ̂1

z σ̂
2
z 1,1 = 1,0 || σ̂1

z σ̂
2
z 1, - 1 = 0

1,0 || σ̂1
z σ̂

2
z 1,0 = 1

1, - 1 || σ̂1
z σ̂

2
z 1,1 = 1

2

, (22)

可以得到各个分块矩阵的形式 :

Ĥ1,N = ℏω
æ

è

ç
çç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷

N - β2 ΩN Ω ′
1,N

ΩN N ΩN

Ω ′
1,N ΩN N - β2

, (23)

Ĥ2,N = ℏω
æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷
N - β2 ΩN Ω ′

2,N

ΩN N + γ2
ω0
ω

ΩN

Ω ′
2,N ΩN N - β2

, (24)

这里行和列的排列顺序为 1,1 N1 ，1,0 N 0 ，1, - 1 N-1 ，非对角元素 ΩN 和 Ω ′
i,N 的表达式为

ΩN = 1
2
ω0
ω

N1 N 0 = 1
2
ω0
ω

exp(-β2 /2)LN (β2) , (25)
Ω ′

1,N = - 1
2
ω0
ω

N1 N-1 = - 1
2
ω0
ω

γ1 exp(-2β2)LN (2β2) , (26)
Ω ′

2,N = 1
2
ω0
ω

N1 N-1 = 1
2
ω0
ω

γ2 exp(-2β2)LN (2β2) , (27)
这里的 LN (x) 是 N 阶拉盖尔多项式。这与不考虑原子间相互作用的结果有着明显的不同，在文献 [40]中只有

一个非对角元素。(23)式和(24)式的 3 × 3 矩阵的本征值和本征向量分别为

E0
i,N = 1

2
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

10-1
, (28)

E±
i,N = 1

li,N, ±

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

1
yi,N, ±
1

, (29)

y1,N, ± = β2 - Ω ′
1,N ± (β2 - Ω ′

1,N )2 + 8Ω 2
N

2ΩN

, (30)

y2,N, ± =
β2 + γ2

ω0
ω

- Ω ′
2,N ± æ

è
ç

ö
ø
÷β2 + γ2

ω0
ω

- Ω ′
2,N

2
+ 8Ω 2

N

2ΩN

, (31)
l2i,N, ± = 2 + y 2

i,N, ± , (32)
E0

i,N = ℏω[N - β2 - Ω ′
i,N ] , (33)

E±
1,N = ℏω

2
é
ë
ê

ù
û
ú2N - β2 + Ω ′

1,N ± ( )β2 - Ω ′
1,N

2 + 8Ω 2
N , (34)
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E±
2,N = ℏω

2
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú2N - β2 + Ω ′

2,N + γ2
ω0
ω

± æ
è
ç

ö
ø
÷β2 + γ2

ω0
ω

- Ω ′
2,N

2
+ 8Ω 2

N . (35)

可以看到非对角元素 Ω ′
i,N 影响了 E±

i,N 、E0
i,N 和 E±

i,N 。

3 系统纠缠动力学问题
为了拉比模型能够应用到实际的 QIP系统中，对它的系统纠缠随时间演化的动力学行为的研究显得尤

为重要。Agarwal等 [40]应用绝热近似来研究了双原子情形下系统的纠缠动力学问题。这个小节利用加入相

互作用项来计算同样的问题，并与 Agarwal等 [40]的结果相比，说明相互作用参数对系统纠缠性质的影响。

让原子处于关于算符 σ̂ x ( )σ̂ x ± = ± ± 的一种最大的纠缠态 Bell态，量子谐振腔处于相干态 α ，则系统

的初始状态为

ξ(0) = 1
2 ( )+ , + + - , - α = 1

2 ( )1,1 + 1, - 1 α , (36)
当 N ≫ β 时，可以得到如(37)式的近似

N >≈ D̂(±β) N = N±1 , (37)
把(37)式带入(36)式可以得到

ξ(0) = 1
2 ( )1,1 + 1, - 1 ∑

N = 0

∞
αN

N ! exp( )- ||α 2 2 N =

1
2
é

ë
êê

ù

û
úú1,1∑

N = 0

∞
αN

N ! exp( )- ||α 2 2 N1 + 1, - 1∑
N = 0

∞
αN

N ! exp( )- ||α 2 2 N-1 =
1
2 ( )1,1 α1 + 1, - 1 α-1

, (38)

然后利用(28~35)式展开(38)式可以得到

ξ(0) =∑
N = 0

∞
αN

2 N ! exp( )- ||α 2 2 æ

è
ç

ö

ø
÷

2
li,N, +

E+
i,N + 2

li,N, -
E-

i,N , (39)
再利用(39)式可以得到

ξ(t) =∑
N = 0

∞
αN

2 N ! exp( )- ||α 2 2 1
yi,N, + - yi,N, -

×
ì
í
î

é

ë
ê

ù

û
ú

-li,N, + yi,N, -
2 exp( )-iE+

i,N t/ℏ + li,N, - yi,N, +
2 exp( )-iE-

i,N t/ℏ × ( )1,1 N1 + 1, - 1 N-1 +

}[ ]li,N, + exp( )-iE+
i,N t/ℏ + li,N, - exp( )-iE-

i,N t/ℏ 1,0 N 0

, (40)

再利用(37)式的假设可得

ξ(t) =∑
N = 0

∞
αN

2 N ! exp( )- ||α 2 2 1
yi,N, + - yi,N, -

×
ì
í
î

é

ë
ê

ù

û
ú

-li,N, + yi,N -
2 exp( )-iE+

i,N t/ℏ + li,N, - yi,N +
2 exp( )-iE-

i,N t/ℏ ( )1,1 + 1, - 1 +

}[ ]li,N, + exp( )-iE+
i,N t/ℏ + li,N, - exp( )-iE-

i,N t/ℏ 1,0 N 0

, (41)

再利用算符 σ̂ z ( )σ̂ z e = e , σ̂ z g = - g 的本征态来展开(41)式 :
ξ(t) =∑

N = 0

∞
αN

2N ! exp(-|α|
2 2) 1

yi,N, + - yi,N, -
×

{éë ù
û( )2 - yi,N, - exp( )-iE+

i,N t/ℏ + (yi,N, + - 2 )exp( )-iE-
i,N t/ℏ e,e +

}é
ë

ù
û- ( )2 + yi,N, - exp( )-iE+

i,N t/ℏ + ( )yi,N, + + 2 exp( )-iE-
i,N t/ℏ g,g N 0

, (42)
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继续沿用文献 [40]中的假设 ω0 ≤ 0.25ω、β ∈ ( )0,0.25 和ΩN ≫ β2 ，在此限制的基础上，加上 (43)式的合理

假设 :
γi ∈ (-1,1),Ω ′

i,N ≫ β2 , (43)
这样可以得到 yi,N, ± = 2 。因此，(42)式可化简为

ξ(t) = 1
2 exp( )- ||α 2 2∑

N = 0

∞
αN

N ! [ ]exp( )-iE-
N t/ℏ e,e + exp( )-iE-

N t/ℏ g,g N 0 , (44)
为了研究两个原子之间纠缠的动力学问题，需要先对 (44)式对量子谐振腔求迹，以得到关于两个原子的约化

密度矩阵

ρ12
i (t) =∑

N

N 0 ξ(t) ξ(t)N 0 = 1
2 ( )ee ee + gg gg + 1

2
é
ë
ê

ù
û
ú∑

N = 0

∞
S(t,ω0 ,γi) gg ee + H.c. , (45)

式中

ì

í

î

ïï

ïï

S(t,ω0 ,γi) =∑
N

P(N )cos ω Ω ′
i,N

2 + 8Ω 2
N t

P(N ) = |α|2N
N ! exp( )- ||α 2

, (46)

当 t = 0 时，两个原子还处于纯态，随着时间的演化；当 t > 0 后，两个原子变为混合态。需要利用共生纠缠度

来描述混合态的纠缠特性随着时间的演化问题 [52-56]。 ρ12
i (t) 的共生纠缠度为

C(t,γi) = |

|
||

|

|
||∑
N = 0

∞
S(t,ω0 ,γi) . (47)

计算 S(t,ω0 ,γ1) 并讨论相互作用项 Ĥ I,1 = ℏω0γ1( )σ̂1
x σ̂

2
x + σ̂1

y σ̂
2
y 对系统纠缠的影响。需要计算的公式为

S(t,ω0 ,γ1) =∑
N

P(N )cos ω Ω ′
1,N

2 + 8Ω 2
N t ， (48)

式中泊松分布 P(N ) 的均值和方差为 α ，当 α 足够大时，可以用均值和方差也为 α 的高斯分布来代替泊松分

布，则有

P(N ) = ||α 2N

N ! exp( )- ||α 2 → 1
2π ||α 2

exp
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú- ( )N - ||α 2 2

2 ||α 2 ， (49)

由于拉盖尔多项式出现在 Ω ′
1,N ,ΩN 中，因此直接得到(47)式的解析形式非常困难。当 ||αβ ≪ 1时，可以只保留

拉盖尔多项式的前三项，可得

ì

í

î

ïï

ïï

ΩN ≈ 1
2
ω0
ω

exp(-x/2)é
ë
ê

ù
û
ú1 - Nx + N (N - 1)

4 x2

Ω ′
1,N ≈ 1

2
ω0
ω

γ1ω0 exp(-2x)[ ]1 - 2Nx + N (N - 1)x2
， (50)

这里的 x = β2 。同时由于 ΩN ≫ Ω ′
1,N ，对(48)式进行一阶的泰勒展开，并将(49)式和(50)式代入(48)式可以得到

S(t,ω0 ,γ 1
) = Re∑

N

P (N )expìí
î

ü
ý
þ

iτ é
ë
ê

ù
û
ú1 - Nx + N (N - 1)

4 x2 + iτ′
1[ ]2 + N (N - 1)x2 ， (51)

式中 τ = 2ω0 t exp(- x 2),τ'
1 = 1

8 γ
2
1 ω0 t exp(-3.5x) 。利用泊松求和公式可得

S(t,ω0,γ1) = Reé
ë
ê

ù

û
ú∑

k = -∞

∞
S
_
k(t,ω0,γ1) + 1

2 P(0)exp( )τ + τ′
1 ， (52)

这里

S
_
k(t,ω0,γ1) = ∫0∞ P(n)exp(2iπkn)expìí

î

ü
ý
þ

iτ é
ë
ê

ù
û
ú1 - nx + n(n - 1)

4 x2 + iτ′
1[ ]2 + n(n - 1)x2 dn ， (53)

对(53)式使用高斯积分公式可得
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S̄k(t,ω0,γ1) =
exp( )ΦRe1 + iΦ Im1

é
ë
ê

ù
û
ú1 + ( )yf/2 + 2y ′

1 f
2 1 4 ， (54)

式中

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

ΦRe1 = |α|2
2 é
ë
ê

ù
û
ú1 + ( )yf/2 + 2y ′

1 f
2 [ ]1 - g2

1 + ( )yf + 4y ′
1 f g1 - ||α 2

2

Φ Im1 = |α|2
2 é
ë
ê

ù
û
ú1 + ( )yf/2 + 2y ′

1 f
2
é

ë
ê

ù

û
ú( )1 - g2

1
æ
è
ç

ö
ø
÷

yf
2 + 2y ′

1 f - 2g1 - θ
2 + τ + 2τ'

1

， (55)

在这里定义

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

y = τx

y ′
1 = τ′

1x
f = |α|2 x
g1 = y + yx/4 + y ′

1x - 2πk
θ = tan-1( )yf/2 + 2y ′

1 f
2

， (56)

由于 x≪ 1 ，所以 τ′
1 = γ2

1 τ/16,y ′
1 = γ2

1
16 y 。因此当 y = 2kπ

1 - fγ2
1 /8 时，Sk

_ (t,ω0,γ1) 将取得最大值，与之对应的

S(t,ω0,γ1) 也会取得最大值。因此，可以忽略 ΦRe1 中的 yx, (y - 2πk) f 2, f 3, (y - 2πk)2 f 以及它们的更高次项，从

而得 ΦRel 化简后的形式

ΦRe1 = - ||α 2

2 é
ë

ê
ê

ù

û

ú
ú1 + æ

è
çç

ö

ø
÷÷

4 + γ2
1

8 - fγ2
1
2πkf

2
é

ë
êê

ù

û
úúy - 2πkæ

è
çç

ö

ø
÷÷1 + 4 + γ2

1
8 - fγ2

1

2

. (57)

利用相同的方法可以得到

Φ Im1 = -
tan-1æ

è
çç

ö

ø
÷÷

4 + γ2
1

8 - fγ2
1
2πkf

2

2 + 1
x

ì
í
î

ü
ý
þ

4 + γ2
1

8 - fγ2
1
2πkf - y[ ]1 + f (1 + γ1) , (58)

由此可得

S
_
k(t,ω0,γ1) = exp

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

ü

ý

þ

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

-(τ - τ1,k)2 ||α 2
x2

2 é
ë

ê
ê

ù

û

ú
ú1 + æ

è
çç

ö

ø
÷÷

4 + γ2
1

8 - fγ2
1
2πkf

2 + iΦ Im1
1

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú1 + æ

è
çç

ö

ø
÷÷

4 + γ2
1

8 - fγ2
1
2πkf

2 1 4 , (59)

式中

τ1,k = 2πkæ
è
çç

ö

ø
÷÷1 + 4 + γ2

1
8 - fγ2

1
/x , (60)

显而易见，S
_ (t,ω0,γ1) 的振幅远大于 P(0) ，所以在 (52)式中可以忽略 1

2 p(0)exp(τ + τ′
1) 项。因为研究的时间是正

值，所以(52)式中的 k ≥ 0 。最终得到了化简后的形式

S1(t,ω0,γ1) = Reé
ë
ê

ù

û
ú∑

k = 0

∞
S̄k( )t,ω0,γ1 ， (61)

将(61)式代入(47)式可以得到
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C(t,γ1) = |

|
||

|

|
||∑
N = 0

∞
S̄ k(t,ω0 ,γ1) ≈∑

k = 0

∞
|| S̄ k(t,ω0 ,γ1) ≈ exp

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

-(τ - τ1,k)2 ||α 2
x2

2 é
ë
êê

ù

û
úú1 + æ

è
ç

ö

ø
÷

4 + γ2
1

8 - fγ2
1
2πkf

2 × 1
é

ë
êê

ù

û
úú1 + æ

è
ç

ö

ø
÷

4 + γ2
1

8 - fγ2
1
2πkf

2 1 4 ， (62)

从 (62)式可以看出，由于指数部分的存在，共生纠缠度会出现所谓的死亡复生现象。第 k次复生的时间和最

大值是

trev1,k = πk
ω0 β

2
æ

è
ç

ö

ø
÷1 + 4 + γ2

1
8 - fγ2

1
||αβ 2

， (63)

h1,k = 1
é

ë
êê

ù

û
úú1 + æ

è
ç

ö

ø
÷

4 + γ2
1

8 - fγ2
1

2

4k2π2 ||αβ 4
1 4 ， (64)

k=0时，复生的持续时间为

δτ0 = 1
||α β2 ， (65)

当 k不为零时，复生的持续时间为

δτ1,k = δτ0 1 + æ
è
ç

ö

ø
÷

4 + γ2
1

8 - fγ2
1

2

4k2π2 ||αβ 4 . (66)
下面讨论相互作用项参数 γ1 对死亡复生现象的影响。通过 (63)式、(64)式和 (66)式可以看到，当相互作

用项参数 γ1 ∈ æ

è
çç

ö

ø
÷÷0, 2 2

αβ
以及 γ1 < - 2 2

αβ
时，第 k次复生的时间 trev1,k 和当 k不为零时，复生的持续的时间 δτ1,k 是

关于相互作用项参数 γ1 的增函数，第 k次复生的最大值 h1,k 是关于相互作用项参数 γ1 的减函数；当相互作用

项参数 γ1 ∈ æ

è
çç

ö

ø
÷÷- 2 2

αβ
, 0 以及 γ1 > 2 2

αβ
时，第 k次复生的时间 trev1,k 和当 k不为零时，复生的持续的时间 δτ1,k 是关

于相互作用项参数 γ1 的减函数，第 k次复生的最大值 h1,k 是关于相互作用项参数 γ1 的增函数。可以从图 1
中看到上述的讨论。

图 1 两个量子比特间的纠缠随时间演化的示意图。 系统的参数为 ω 0 = 0.15ω, β = 0.16,α = 3 , (a) γ1 = 0 , (b) γ1 = 0.5 , (c) γ1 = 1。

两个量子比特间的纠缠出现死亡复生的现象 , 并且相互作用参数影响复生的持续时间以及复生的纠缠度

Fig.1 Entanglement dynamics between the two qubits for ω 0 = 0.15ω,β = 0.16,α = 3 , (a) γ1 = 0 , (b) γ1 = 0.5 , (c) γ1 = 1 . Collapse and
revival of the entanglement in two qubits. The interaction parameters affect the duration time of revival and the entanglement degree

与上面类似的计算可以讨论当相互作用项为 Ĥ I,2 = ℏω0γ2 σ̂
1
z σ̂

2
z 时对系统纠缠的影响
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C(t,γ2) = |

|
||

|

|
||∑
k = 0

∞
S(t,ω0 ,γ2) ≈ exp

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

-(τ - τ2,k)2 ||α 2
x2

2 é
ë
êê

ù

û
úú1 + æ

è
ç

ö

ø
÷

1 + γ2
2

2 - fγ2
2
2πkf

2 × 1
é

ë
êê

ù

û
úú1 + æ

è
ç

ö

ø
÷

4 + γ2
2

8 - fγ2
2
2πkf

2 1 4 ， (67)

trev2,k = πk
ω0 β

2
æ

è
ç

ö

ø
÷1 + 1 + γ2

2
2 - fγ2

2
||αβ 2

， (68)

h2,k = 1
é

ë
êê

ù

û
úú1 + æ

è
ç

ö

ø
÷

1 + γ2
2

2 - fγ2
2

2

4k2π2 ||αβ 4
1 4 ， (69)

δτ2,k = δτ0 1 + æ
è
ç

ö

ø
÷

1 + γ2
2

2 - fγ2
2

2

4k2π2 ||αβ 4
， (70)

当相互作用项参数 γ2 ∈ æ

è
çç

ö

ø
÷÷0, 2

αβ
以及 γ1 < - 2

αβ
时，第 k次复生的时间 trev2,k 和当 k不为零时，复生的持续的时间

δτ2,k 是关于相互作用项参数 γ2 的增函数，第 k次复生的最大值 h2,k 是关于相互作用项参数 γ2 的减函数；当相

互作用项参数 γ2 ∈ æ

è
çç

ö

ø
÷÷- 2

αβ
, 0 以及 γ2 > 2

αβ
时，第 k次复生的时间 trev2,k 和当 k不为零时，复生的持续的时间 δτ2,k

是关于相互作用项参数 γ2 的减函数，第 k次复生的最大值 h2,k 是关于相互作用项参数 γ2 的增函数。可以从

图 2中看到上述的讨论。

图 2 两个量子比特间的纠缠随时间演化的示意图。 系统的参数为 ω 0 = 0.15ω,β = 0.16,α = 3 , (a) γ1 = 0 , (b) γ1 = 0.5 , (c) γ1 = 1。

两个量子比特间的纠缠出现死亡复生的现象 , 并且相互作用参数影响复生的持续时间以及复生的纠缠度

Fig.2 Entanglement dynamics between the two qubits for ω 0 = 0.15ω,β = 0.16,α = 3 , (a) γ1 = 0 , (b) γ1 = 0.5 , (c) γ1 = 1 . Collapse and
revival of the entanglement in two qubits. The interaction parameters affect the duration time of revival and the entanglement degree

根据 (63)式和 (66)式或 (69)式和 (70)式关于相互作用参数 γi 的单调性来控制每次复生持续的时间以及每

次复生的纠缠度。在量子信息处理和量子通信中，量子纠缠的保持和提高是及其重要的，上述的研究找到

了一种通过选择相互作用参数的大小来调节两个原子之间纠缠的方法。可以根据实际需求来调节相互作

用参数的大小，以便得到更好的纠缠度或者更好的延长两个原子之间的纠缠的方法。

对于相互作用项的引入对系统产生的影响，可以把它等同于失谐量对系统造成的影响 [58]，这里失谐量的

定义是 δ = ω - ω0 。在强耦合区间内，随着失谐量的增加，有利于保持原子之间的纠缠，反之会抑制原子之间
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的纠缠 [52]。以相互作用项为 ℏω0γ1( )σ̂1
x σ̂

2
x + σ̂1

y σ̂
2
y 时为例，讨论上面的结果。没有相互作用项时，原子本身能

级为 1，0，0，-1，平均每次跃迁的能量差为 ℏω0 ；加入相互作用项后原子的能级变为 1，r1 ，-r1 ，-1。当相互作

用参数 r1 ∈ ( )0,1 时，平均每次跃迁的能量差为
2ℏω0
3 ；当 r1 ∈ ( )1,1.5 时，平均每次跃迁的能量差为

2rℏω0
3 ，也

就是说在 r1 ∈ ( )0,1.5 这个区间上，平均每次跃迁的能量差在减小，可以等效成原子的频率 ω0 在减小，从而失

谐量 δ 在减小；当 r1 > 1.5 时，平均每次跃迁的能量差为
2rℏω0

3 ，也就是说在 r1 > 1.5 这个区间上，平均每次跃

迁的能量差在增加，可以等效成原子的频率 ω0 在增加，从而失谐量 δ 在增加。文献 [52]可以看出随着相互

作用参数的增加，系统的纠缠呈现先减小后增大的趋势，这与本文得到的结果一致。可以推断相互作用项

的引入对系统纠缠影响的一个原因是等效改变了原子的频率造成了失谐量的改变。当然为何极值点还与

耦合强度 β 以及与光场的粒子数 α 有关，还需进一步的研究。

4 总 结
在传统双比特拉比模型中加入了原子间的相互作用项，利用绝热近似的方法求解了系统的本征值谱，

并研究了系统纠缠的动力学问题。可以通过选择相作用参数来控制量子比特的纠缠时间和纠缠度，上述结

果可能应用到量子信息处理中。
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