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基于非负约束L１Ｇ范数正则化的乳腺扩散
光学层析成像重建方法
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摘要　在乳腺扩散光学层析成像中,L１Ｇ范数正则化的引入大幅改善了重建图像的质量,但目标函数的不可导性使

得最优化过程异常困难.提出了一种新的基于非负约束L１Ｇ范数正则化的重建方法.非负先验信息的引入使得目

标函数的一阶梯度变得简单易求,最优化过程得以简化和加速.数值模拟和仿体实验均表明,相对于传统正则化

重建方法,该方法可简单、快速地获得更高质量的重建图像.
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Abstract　Inbreastdiffuseopticaltomography theintroductionoftheL１Ｇnormregularizationgreatlyimprovesthe
qualityofthereconstructedimage敭However thenonＧdifferentiablepropertyoftheobjectivefunctionleadsto
exceedingdifficultyintheoptimizationprocess敭AnewreconstructionmethodbasedontheL１Ｇnormregularization
withthenonＧnegativerestrictionisproposed敭ToeasilysolvethefirstＧordergradientoftheobjectivefunction the
nonＧnegativepriorinformationisintroduced敭Theoptimizationprocessisthenwellsimplifiedandaccelerated敭Both
thenumericalsimulationsandthephantomexperimentsdemonstratethatthisnewmethodcanobtainmuchbetter
resultsthantheconventionalregularizationmethods anditsprocessismoresimpleandfaster敭
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１　引　　言
扩散光学层析成像(DOT)作为一种无创的功能性成像方法,广泛应用于乳腺肿瘤诊断、脑功能检测等
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领域[１Ｇ３].乳腺DOT图像重建的逆向问题不仅是病态的,而且是严重欠定的[４Ｇ５].临床研究表明,乳腺肿瘤

常表现为局部分布特性,即乳腺肿瘤只占整个乳腺的很小一部分,其余绝大部分乳腺组织都是健康的[３,５].
若把正常乳腺组织的光学参数作为背景值,光学参数的相对变化在空间分布上是稀疏的或是可压缩的[５Ｇ６].
近年来,研究者们开始使用稀疏先验信息对乳腺DOT图像重建过程进行稀疏正则化,这是一种获取稳定近

似解的有效方法[７].
在DOT图像重建中,L１Ｇ范数最早被用于描述稀疏性,之后出现很多基于L１Ｇ范数的重建算法,著名的

基追踪去噪法和套索法为出现较早的两种方法[８].此后,Beck等[９]提出了快速迭代收缩阈值法(FISTA)
法,将高维最优化问题简化为一系列分离的一维最优化问题,但是当矩阵维度很大时,很难在最优化过程中

对雅可比矩阵进行特征值分解以确定阈值;另外,该方法只利用了目标函数的部分梯度信息,求解速度比较

慢.Efron等[８]提出了同伦算法,通过计算所有非负正则化参数对应解的完整轨迹,寻求最优解.上述方法

中涉及的目标函数都不可导,因此逆向问题求解过程十分困难.
本文构造了一种目标函数可导的基于非负约束L１Ｇ范数正则化的梯度投影算法(NonＧNeg法),简单易

求的完整梯度信息可大幅简化并加速最优化求解过程.临床研究表明,与正常组织相比,乳腺肿瘤的血红蛋

白含量更高,乳腺肿瘤部位的吸收系数更大[３,５Ｇ６].将这一非负性的先验信息(即乳腺肿瘤部位吸收系数相对

于背景值的变化是非负的)应用于L１Ｇ范数稀疏正则化方法中,可使传统的基于L１Ｇ范数稀疏正则化方法中

的目标函数由不可导变为可导.另外,考虑到此问题中矩阵的维度较高,涉及二阶梯度信息的方法不适用.
本文采用基于一阶梯度信息的最速下降法对目标函数进行最优化.该方法的优点是不涉及矩阵求逆,占用

少量计算机内存,计算速度快;该方法存在的不足是在接近最优解的时候收敛速度减缓.分别使用数值模拟

和仿体实验验证该方法,并且将其结果与传统的L１Ｇ范数稀疏正则化方法所得结果作对比,证明该方法耗时

更短,重建图像质量更高.

２　基于非负约束L１Ｇ范数正则化的重建方法
在DOT中,常用扩散方程[２Ｇ３,５]描述光在组织中的传输规律,并使用有限元法求解扩散方程得到组织体

边界光流量Γ.当组织体内约化散射系数不变且吸收系数变化量δμa 足够小时,边界光流量的变化量δΓ 和

δμa 近似满足[２]

δΓ＝Jδμa＋n, (１)
式中δΓ∈Rm×１(R 为矩阵空间);δμa ∈RNn×１;雅可比矩阵J 为δΓ 相对于δμa 的敏感度,J ∈Rm×Nn

,

Ji,j ＝ δΓi( )/δμaj( ) ,m 和Nn 分别为测量数据的个数和有限元剖分节点的个数;n 为测量过程中引入的

测量误差(噪声).

DOT图像重建是对δμa 的求解过程[即求解(１)式],是一个不适定的逆问题.在传统的求解L１Ｇ范数稀

疏正则化问题的方法中,(１)式的求解常被转化为含有L１Ｇ范数正则化项的最优化问题:

δμ∗
a＝argmin

δμa
f(δμa)＝

１
２‖δΓ－Jδμa‖２２＋λ‖δμa‖１

é

ë
êê

ù

û
úú , (２)

式中λ为非负正则化参数.

根据(２)式,易求得保真项 １
２‖δΓ－Jδμa‖２２的一阶梯度为JT(Jδμa－δΓ),但是在求正则化项的梯度

▽λ‖δμa‖１＝λ ∂|δμa,１|
∂δμa,１

,􀆺,∂|δμa,j|
∂δμa,j
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T

时,梯度分量
∂δμa,j

∂δμa,j
在δμa,j ≥０处不可导,

因此正则化项的梯度不可得.引入非负先验信息可有效克服这一障碍.具体地说,假设δμa≤０,(２)式中

的正则化项λ‖δμa‖１可简化为λ∑
Nn

i＝１
δμa,i,从而求得正则化项的一阶梯度▽λ‖δμa‖１＝λ[１,１,􀆺,１]T.

(２)式可进一步简化为

δμ∗
a＝argmin

δμa≥０
f(δμa)＝

１
２‖δΓ－Jδμa‖２２＋λ∑

Nn

i＝１
δμai
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êê

ù
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úú . (３)
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　　(３)式中的目标函数为凸函数且为一阶可导函数,为利用完整的一阶梯度信息进行最优化处理提供了理

论基础.(３)式为有界约束的最优化问题,可采用最速下降法与有界约束相结合的梯度投影算法[８,１０]进行求

解.当约束优化问题中的约束条件为有界约束时,梯度投影算法非常有效.定义任意点δμa 在可行域[l,u]
中投影的第i个分量为

P (δμa,l,u)i＝
li,δμai ＜li

δμai,δμai ∈ [li,μi]

μi,δμai ＞μi

ì

î

í

ï
ï

ïï

. (４)

　　将沿着最速下降方向的点投影到可行域中,可以获取目标函数的分段线性路径,进而求得局部最优解.
由于基于非负约束L１Ｇ范数正则化的梯度投影算法的有界约束δμa≥０,因此下界l＝[０,０,􀆺,０]T ∈RNn×１,

上界μ＝[¥,¥,􀆺,¥]T ∈RNn×１. 这种算法实现过程简单,每次迭代所需的计算量小,适合计算量较大

(δμa的维度Nn 非常大)的最优化问题的求解. 如下使用伪代码描述的算法中,列出了NonＧNeg法的实现

方法.
外层迭代初始化:最大允许外层迭代次数 Nout＝２０,初始外层迭代次数m＝１,外层迭代相对误差限

εouter＝０．００１,计算吸收系数为μa 时所对应的雅可比矩阵J(μa)和边界光流量变化量δΓ＝Γo－F(μa)(其中

Γo 为放有目标体时测得的边界光流量),F(μa)为使用正向模型F 计算得到的边界光流量;

while(m≤Nout)
内层迭代初始化:初始内层迭代次数k＝０,δμa,k ＝０,设定内层迭代相对误差限δ＝０．００１、ε＝０．００１,最

大允许内层迭代次数Ninter＝１０００;

while(k＜Ninter)
将δμa,k 投影到可行域[l,u]中,δμa,k ＝P(δμa,k,l,u);
确定搜索方向:dk ＝Jδμa,k －δΓ(dk 为残余量),gk ＝JT∗dk ＋λINn

(INn
为包含 Nn 个１的列向量,

INn ＝[１,１,􀆺,１]T ∈RNn×１),gk 为梯度,pk 为搜索方向,pk ＝－gk;

if‖dk －dk－１‖２２/‖dk－１‖２２ ≤ε或者‖pk －pk－１‖２２/‖pk－１‖２２ ≤δ
停止内层迭代,返回δμa,k;

else

确定最优步长t＝－
gk( ) Tpk

pk( ) TJTJpk
;

更新重建结果:δμa,k＋１＝δμa,k ＋tpk;
更新迭代次数:k＝k＋１;

endif
endwhile;

μa,m ＝μa,m－１＋０．１δμa,k;

if‖δμa,m －δμa,m－１‖２２/‖δμa,m－１‖２２ ≤εouter

停止外层迭代,返回μa 作为最终结果;

elseif
更新边界光流量变化量δΓ＝Γo－F(μa,m)和雅可比矩阵J(μa,m);

m＝m＋１;

endif
endwhile;外层迭代停止.

３　数值模拟和仿体实验
３．１　数值模拟

为了验证提出的NonＧNeg法,进行如下数值模拟.构造如图１所示的二维圆形仿体,置入一个小圆形
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目标体(如图１中绿色部分)模拟乳腺肿瘤,剩余部分模拟健康的乳腺组织(即背景组织体).仿体直径

Φ＝８０mm,目标体直径φ＝１５mm,目标体与仿体的圆心距离d＝２１．５mm,目标体和仿体的圆心都在横轴

上.当波长为６７５nm时,背景的吸收系数μa,B＝０．００４mm－１,约化散射系数μ′s,B＝１mm－１,折射率为１．５６.
设置目标体的吸收系数为背景吸收系数的２倍(即μa,O＝０．００８mm－１),约化散射系数和背景保持一致(即

μ′s,O＝１mm－１).在距离仿体表面一个散射平均自由程(１mm)深度的地方放置光源点,在仿体表面放置探

测器,共形成１６个光源Ｇ探测对,它们均匀分布于圆形仿体的周围.
对于均匀背景和放置目标体的情形,逐次在１６个光源点施加激励,计算对侧１１个探测器测得的边界光

流量,并计算放置目标的仿体相较于均匀背景的边界光流量的变化量.实际测量中噪声是不可避免的,假定

测量过程中混入的噪声服从高斯分布,在数值模拟得到的纯净数据中引入高斯型噪声,得到的信噪比

为４０dB.

图１　仿体的结构示意图

Fig敭１　Schematicofphantomstructure

对于正向问题和逆向问题,分别采用精细程度不同的有限元剖分进行研究.在正向问题中,为了精确地

模拟光在仿体中的传输规律,对仿体进行精细的剖分(１２２９０个节点,２４０９８个三角形单元);在逆向问题中,
为了改善逆向问题的欠定性,在不影响空间分辨率的前提下,对仿体进行相对粗糙的剖分(４５２６个节点,

８７６２个三角形单元).
为了验证提出的NonＧNeg法的优势,将FISTA法[７]、MＧM法[２]、GPSR法[８]和NonＧNeg法作对比.为

了便于比较不同重建算法的性能,数值模拟和仿体实验中均采用相同的外层迭代终止条件,即εouter＝０．００１
和Nout＝２０. 图２(a)~(d)分别为采用FISTA法、MＧM法、GPSR法和NonＧNeg法进行数值模拟的重建结

果.每幅图中的红色虚线圆画出了真实目标体的位置和大小,以便比较不同方法重建结果的优劣.为了进

一步比较不同重建算法对锐利边沿信息的保护效果,沿着X 轴画出重建结果中吸收系数的一维空间分布

图,如图２(e)所示.
为了定量比较不同重建算法的性能,引入如下判断标准[１１]:

１)均方根误差ERMS＝ ∑
Nn

i＝１

(μai,rec－μai,true)２ ∑
Nn

i＝１

(μai,true)２,其中μai,true和μai,rec分别为真实的和重建

的吸收系数在二维空间的分布;

２)EL＝‖Ctrue－Crec‖２,其中Ctrue 和Crec 分别为真实的和重建的异质体形心坐标;

３)ES＝
|Atrue－Arec|

Atrue
,其中Atrue 和Arec 分别为真实的和重建的异质体面积;

４)吸收系数的一维空间分布曲线的半峰全宽(FWHM)为w.
一般地,ERMS、EL、ES 和ω 越小,对应的重建结果质量越高.表１为数值模拟中FISTA法、MＧM 法、

GPSR法和NonＧNeg法重建结果的定量分析数据.
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图２　数值模拟.(a)~(d)不同重建算法的重建结果;(e)吸收系数沿X 轴的一维空间分布图

Fig敭２　Numericalsimulations敭 a Ｇ d Reconstructedresultsofdifferentreconstructionalgorithms 

 e oneＧdimensionalspacedistributionofabsorptioncoefficientalongXＧaxis

表１　数值模拟中不同重建算法所得结果的定量分析参数

Table１　Quantitativeanalysisparametersofreconstructedresultsobtainedbydifferent
reconstructionalgorithmsvianumericalsimulations

Reconstructionalgorithm ERMS EL/mm ES/％ w/mm Durationtime/s Regularizationparameter
FISTA ０．１０３７ ０．２７２２ ０．０３５８ １８．２４００ ３９０．７５ １０－１２

MＧM ０．１０５８ ０．２７６１ ０．０３９５ １９．０４００ ３９３．８７ １０－１８

GPSR ０．１０３１ ０．２７６２ ０．０３８０ １８．２４００ ５０．７７ １０－２０

NonＧNeg ０．０９８８ ０．２６３５ ０．０２６３ １４．４０００ ４１．７８ １０－１６

　　从图２中可以看出,４种方法都可以正确重建目标体的位置,其中３种未利用非负先验信息的方法的重

建结果区别不大.由图２(e)可知,３种未利用非负先验信息的L１Ｇ范数稀疏正则化重建算法得到的吸收系数

沿X 轴的一维空间分布图之间没有明显区别,但NonＧNeg法重建结果的吸收系数沿X 轴的一维空间分布

图明显比其他３种方法的FWHM更窄.由表１可知,３种未利用非负先验信息的L１Ｇ范数稀疏正则化重建

算法的各项量化指标之间几乎没有区别;NonＧNeg法得到的结果最好,耗时最短.

３．２　仿体实验

图３　(a)仿体结构示意图;(b)仿体及光纤架的实物图

Fig敭３　 a Schematicofphantomstructure  b pictureofphantomandfiberframe

为了进一步考查提出的NonＧNeg法的重建效果,采用稳态DOT成像系统[１２]进行仿体实验.成像系统

中的１６根同轴源探测光纤均匀固定在仿体成像层面的周围(图３),６７５nm波长的稳态激光器通过光源光

开关(从１６个通道中选出１个导通的机械光开关)的切换分时逐次导通到仿体表面,同时通过２组探测光开

关(从８个通道中选出１个探测光开关)将１６根光纤分别与２个光电倍增管连通,再使用现场可编程门阵列
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对光电倍增管输出的单电子响应进行计数,给定时间内累积的单电子响应脉冲的个数即可反映对应位置的

边界光流量强度.需要注意的是,由于临近光源点的探测点处光强太强,可能会引起光电倍增管单电子脉冲

响应的堆叠效应,因此只采用光源点对侧的１１个点的数据作为重建数据(共１７６个).为了与３．１节中对仿

体几何形状和光学参数的设置保持一致,使用聚甲醛材料制作图３所示直径为８０mm、高为１００mm的圆柱

形仿体,并采用与数值模拟相同的二维剖分(４５２６个节点,８７６２个三角形单元).利用时域分辨反射测量系

统[１３]测得聚甲醛材料在６７５nm波长下的吸收系数μa,B＝０．００４mm－１,约化散射系数μ′s,B＝１mm－１,目标圆

孔与仿体圆心的距离为２１．５mm,目标圆孔直径为１５mm,使用英脱利比特和印度墨水混合溶液填充目标

圆孔和仿体,在６７５nm波长下,被填充的目标圆孔和仿体的吸收系数分别为μa,B＝０．００４mm－１(模拟健康

的乳腺组织)、μa,O＝０．００８mm－１(模拟乳腺肿瘤组织),目标体约化散射系数μ′s,O＝１mm－１.
图４为仿体实验的重建结果,表２为仿体实验中FISTA法、MＧM法、GPSR法和NonＧNeg法４种重建

算法重建结果的定量分析指标.由图４中可以看出,４种方法都正确地重建了目标圆孔的位置,重建结果中

目标圆孔面积都大于实际目标圆孔面积,NonＧNeg法的重建结果更接近实际目标圆孔的尺寸;NonＧNeg法

的重建结果中伪影比其他方法的重建结果中的伪影更微弱,说明NonＧNeg方法具有更好的噪声稳健性.由

图４(e)可知,３种未利用非负先验信息的L１Ｇ范数稀疏正则化重建算法得到的吸收系数沿X 轴的一维空间

分布图之间没有明显区分;NonＧNeg法的FWHM 明显比其他方法窄,且NonＧNeg法具有更好的噪声稳健

性.由表２可知,３种未利用非负先验信息的L１Ｇ范数稀疏正则化重建算法的各项量化指标之间没有明显区

别;NonＧNeg法得到的结果最好,耗时最短.实验结论与数值模拟得到的结论一致,进一步验证了NonＧNeg
法的优势.

图４　仿体实验.(a)~(d)不同重建算法的重建结果;(e)吸收系数沿X 轴的一维空间分布图

Fig敭４　Phantomexperiments敭 a Ｇ d Reconstructedresultsofdifferentreconstructionalgorithms 

 e oneＧdimensionalspacedistributionofabsorptioncoefficientalongXＧaxis

表２　仿体实验中不同重建算法所得结果的定量分析参数

Table２　Quantitativeanalysisparametersofreconstructedresultsobtainedbydifferent
reconstructionalgorithmsviaphantomexperiments

Reconstructionalgorithm ERMS EL/mm ES/％ w/mm Durationtime/s Regularizationparameter
FISTA ０．１０２２ ０．２８３７ ０．０４０７ １６．９６００ ３４９．６２ １０－１３

MＧM ０．１０４３ ０．２８２９ ０．０４５５ １７．２８００ ３６２．７４ １０－１８

GPSR ０．１０７０ ０．３１４４ ０．０６３９ １５．２０００ ５３．３２ １０－１８

NonＧNeg ０．０８８８ ０．２７３６ ０．０３１４ １４．７２００ ４０．８６ １０－１５

　　在数值模拟和仿体实验中,正则化重建算法的重建结果都与正则化参数的选取有关.因此,对每一种重

建算法进行多次实验以确定最佳的正则化参数,并选取与之对应的重建结果作为这种方法的最佳结果.此
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外,虽然提出的基于非负约束L１Ｇ范数正则化的重建方法充分利用了梯度信息,但是最速下降法在接近最优

解的时候,收敛速度减慢,因此有望提出具有更快收敛速度的最优化算法,以进一步改善重建效果.尽管本

文基于稳态DOT展开讨论,但是提出的NonＧNeg法很容易扩展到频域和时域的DOT,甚至可以扩展到荧

光分子层析成像领域,这是由于它们具有相似的线性数学模型和稀疏、非负的先验信息.

４　结　　论
通过数值模拟和仿体实验,分析和验证了提出的基于非负约束L１Ｇ范数正则化的乳腺DOT图像重建方

法的重建效果.结果表明,相对于传统的基于L１Ｇ范数的正则化方法(利用了稀疏先验信息但是没有利用非

负先验信息),结合了非负稀疏先验信息的NonＧNeg法完整、高效地利用了目标函数的一阶梯度信息,计算

速度更快,重建质量更高.
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