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摘要　基于统计相似理论,利用完全相干所隐含的两点处光场分量间的关系,分别对 Wolf和Setälä定义下完全相

干所对应的偏振特性进行研究.分析完全相干所包含的光场偏振度特性以及偏振部分的偏振态分布特征,并找出

光场分量间的线性特性与椭圆率和方位角之间的关联形式,最后进行了模拟仿真实验.结果表明,基于 Wolf定义

的完全相干,两点处光场的偏振度可以是任意的,但是这两点处的偏振度以及交叉偏振度绝对相等,且两点光场完

全偏振部分的偏振态也完全一致;基于Setälä定义的完全相干,对应着两点处的光场均是完全偏振的,但是这两点

光场的偏振态并不一致,而且它们的椭圆率以及方位角之间并无特定联系.
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Abstract　Basedonstatisticalsimilaritytheory thecorrespondingpolarizationpropertiesofcompletecoherence
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１　引　　言
统计相似这个概念由Verdet于１８６５年提出,可以看作是一致振动的精确数学意义.虽然相干的概念

是几十年后才被提出来的,但是基于统计相似理论,Verdet估算了太阳光照射到地面上光一致振动区域的
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大小,即太阳光在地球表面上的相干区域大小.近年来,Wolf[１]发现利用统计相似的概念可以对空间 时间

域中完全相干和完全偏振的物理意义给出清晰的说明,而且随机光束的偏振理论和相干理论之间存在值得

注意的极其相似的特性.但是在空间 时间域中处理光的传播和散射问题时,时间延迟因子的存在常常导致

结果比较复杂,因此在很多情况下难以得到有用的结果.而这个问题如果在空间 频率域内进行处理则会相

对简便,于是Lahiri等[２]将统计相似的概念推广到空间 频率域中,并且研究了标量理论框架下的完全相干

特性.基于上述研究并利用统计相似理论,Chen等[３Ｇ４]研究了矢量场中的完全相干特性.进一步地,２０１５
年,Voipio等[５]对空间 时间域和空间 频率域的完全相干特性之间的联系进行了研究.

另一方面,１９３８年,Zernike[６]在标量场中利用杨氏干涉实验中干涉条纹的可见度定义了标量理论框架

下的光场的相干度.但是对于矢量理论框架下相干度定义,至今依然存在着争议.Wolf[７]利用干涉现象对

部分偏振光的相干特性进行深入研究,从而建立了相干偏振统一理论,使相干度定义与杨氏干涉实验可见度

之间建立了密切的关系,该定义强调的是相干度在双缝实验中的可测量性,已经被广泛应用于光场相干特性

的研究中.随后Setälä等[８]报道了光场在空间 频率域中的另一个相干度定义,他强调电磁矢量框架下相干

条纹的可见度并不适合用来描述相干度,因而提出了包含交叉谱密度矩阵的非对角元素所定义的相干度,不
同于 Wolf所定义的仅仅包含了交叉谱密度矩阵对角元素的相干度定义.由于与 Wolf提出的定义不一致,
该相干度的定义一提出就引起了争议[９].MartínezＧHerrero等[１０]对 Wolf和Setälä定义的相干度之间的关

系进行研究,但此研究建立在光场需要满足三个条件的情况下.２０１２年Tervo等[１１]对矢量场中相干度定

义进行比较,依据于Zernike提出的论点:完全相干对应的是完全的相位依赖,完全不相干对应的是完全的

相位不依赖,但该研究是利用特例对以上相干度定义进行了比较.故现存相干度定义在全局及本质层面上

的内在关联机制还需要进一步研究.
针对于矢量场相干度定义的争论,本课题组曾对两种不同的相干度定义下的完全相干特性进行研究[３],

利用光场分量间的线性关系初步阐述了两种不同相干度定义之间的区别.该研究不需要借助特例,具有普

适性,并且研究成果简化了交叉谱纯光的描述并扩展了其应用[４].本文对课题组之前的研究成果进行拓展,
通过基于统计相似的处理方法,利用两种不同的光谱相干度定义下光场完全相干所隐含的两点处光场分量间

的关系,对光场的完全相干特性对应的偏振特性进行研究,分析完全相干所包含的光场偏振度特性以及偏振态

的分布特征,进一步揭示两种相干度定义之间的区别与联系以及相干特性与偏振特性的内在关联.

２　基本原理
电磁矢量场中光束的二阶相干特性可以通过２×２的交叉谱密度矩阵(CSDM)来表示[７]:

W ＝ Wij r１,r２,ω( )[ ] ＝ ‹U∗
i r１,ω( )Uj r２,ω( ) ›ω[ ] 　i,j＝x,y( ) , (１)

由 Wolf提出的矢量理论框架下空间 频率域中光谱相干度的定义表示为:

μW r１,r２,ω( ) ＝
TrW r１,r２,ω( )[ ]

TrW r１,r１,ω( )[ ]TrW r２,r２,ω( )[ ]
, (２)

式中,Tr表示矩阵的迹.点r１ 和r２ 处光场的横向分量Ui r１,ω( ) 和Uj r２,ω( ) 之间的相干度μij r１,r２,ω( )

的定义为:

μij r１,r２,ω( ) ＝
‹U∗

i r１,ω( )Uj r２,ω( ) ›ω
Si r１,ω( )Sj r２,ω( )

　i,j＝x,y( ) , (３)

在空间 频率域内,根据 Wolf提出的相干偏振统一理论,光场中一点处的偏振度计算公式为[７]:

Pr,ω( ) ＝ １－
４DetW r,r,ω( )[ ]

TrW r,r,ω( )[ ]{ }２
, (４)

式中,Det表示矩阵对应的行列式的值.
根据 Wolf提出的相干度定义,一个光场在点r１ 和r２ 处是完全相干的,其充分必要条件是这两点处对

应的随机场Ur,ω( ) 满足确定关系[３]:

Ur２,ω( ) ＝βr１,r２,ω( )Ur１,ω( ) , (５)
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式中,

βr１,r２,ω( ) ＝ Sr２,ω( )/Sr１,ω( )[ ] １
/２expiϕr１,r２,ω( )[ ] , (６)

式中,Srn,ω( ) 是点rn 处的光谱密度,ϕ r１,r２,ω( ) 等于幺模的光谱相干度μW r１,r２,ω( ) 的相位.故

βr１,r２,ω( ) 是确定的量,一般为包含振幅和相位的函数,而振幅和相位均是实验可测量的量.
另一方面,由Setälä提出的随机电磁场中光谱相干度的另外一个定义为[８]:

μ２
STFr１,r２,ω( ) ＝

TrW r１,r２,ω( )W r２,r１,ω( )[ ]

TrW r１,r１,ω( )[ ]TrW r２,r２,ω( )[ ]
, (７)

可知当且仅当这两点处对应的随机场Ur,ω( ) 分量之间满足如下确定关系的时候,点r１ 和r２ 处的光场是完

全相干的[３]:

Uj r２,ω( ) ＝βij r１,r２,ω( )Ui r１,ω( ) , (８)
式中,

βij r１,r２,ω( ) ＝ Sj r２,ω( )/Si r１,ω( )[ ] １
/２expiϕij r１,r２,ω( )[ ] , (９)

于是βij r１,r２,ω( ) 也是确定的,一般为复数,而且ϕij r１,r２,ω( ) 等于幺模相干度μij r１,r２,ω( ) 的相位.

３　Wolf定义下完全相干与偏振的内在关联
根据 Wolf定义的相干度,两点r１ 和r２ 处频率为ω 的光场完全相干的充分必要条件是这两点处对应的

随机电场满足统计相似特性,即(５)式.由基本理论公式(１)和(５)可以得出这两点处CSDM 分量也具有相

似的线性关系,即:

Wij r２,r２,ω( ) ＝ β ２Wij r１,r１,ω( ) , (１０)
式中,‖代表对复数取模,β 的数值由这两点处光谱密度的比值来决定,即(６)式.这说明两点间光谱相干

度分量所对应的关联,但此时,任一点处光场的x,y 分量之间并无关联,即点r１ 和r２ 处光场的横向分量

Ux rn,ω( ) 和Uy rn,ω( ) 之间是无关联的.根据偏振度的定义[即(４)式]可得:此时点r１ 和r２ 处光场的偏振

度取值范围是在０~１之间的任意值,即光场可能是部分偏振、完全非偏振或是完全偏振的.
当两点r１ 和r２ 处频率为ω 的光场完全相干时,利用(１０)式代入偏振度的定义,可得Pr２,r２,ω( ) ＝

Pr１,r１,ω( ) . 即 Wolf定义下的完全相干意味着这两点处光场的偏振度绝对相等.并且,根据与强度相关

直接关联的交叉偏振度Pr１,r２,ω( ) 的定义[１２],可得:

Pr２,r２,ω( ) ＝Pr１,r１,ω( ) ＝Pr１,r２,ω( ) , (１１)
由于光场可能是部分偏振、完全非偏振或是完全偏振的,因此若想对光场的偏振态进行研究,就必须将光场

分解为完全偏振部分以及完全非偏振部分分别进行研究.任一光场的CSDM 可以被唯一地分解成两个矩

阵W(u)r,r,ω( ) 和W(p)r,r,ω( )
[１３]:

W r,r,ω( ) ＝W(u)r,r,ω( ) ＋W(p)r,r,ω( ) , (１２)
式中,上标u和p分别代表完全非偏振部分和完全偏振部分,且:

W(p)r,r,ω( ) ＝
Br,r,ω( ) D r,r,ω( )

D∗ r,r,ω( ) Cr,r,ω( )

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
, (１３)

W u( ) r,r,ω( ) ＝
Fr,r,ω( ) ０

０ Fr,r,ω( )

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
, (１４)

利用CSDM分量分别描述(１３)、(１４)式,即[为了简便,CSDM分量的位置矢量表示r,r,ω( ) 均省略]:

Fr,r,ω( ) ＝ Wxx ＋Wyy － Wxx ＋Wyy( ) ２＋４ Wxy
２[ ]/２

Br,r,ω( ) ＝ Wxx －Wyy ＋ Wxx －Wyy( ) ２＋４ Wxy
２[ ]/２

Cr,r,ω( ) ＝ Wyy －Wxx ＋ Wxx －Wyy( ) ２＋４ Wxy
２[ ]/２

D r,r,ω( ) ＝Wxy

D∗ r,r,ω( ) ＝Wyx

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

, (１５)

进而可以得出完全偏振部分偏振椭圆的长短轴、椭圆率以及方位角,其中偏振椭圆的形状由椭圆率来表示,
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偏振椭圆的长轴方位由方位角来表示:

A１,２r( ) ＝
１
２

Br,r( ) －Cr,r( )[ ] ２＋４ D r,r( ) ２ ± Br,r( ) －Cr,r( )[ ] ２＋４Re D r,r( )[ ] ２{ }
１/２,

(１６)

εr( ) ＝A２r( )/A１r( ) , (１７)

φr( ) ＝
１
２arctan

２ReD r,r( )[ ]

Br,r( ) －Cr,r( ){ }, (１８)

式中,A１r( ) 和A２r( ) 分别对应着偏振椭圆的短轴和长轴,εr( ) 为椭圆率,φr( ) 为方位角.
在已经知道两点处光场的偏振度一致的情况下,对这两点处光场完全偏振部分的偏振态进行研究,利用

(５)式、(１０)式和(１５)式,得到:

Br１,r１,ω( ) ＝ Sx r１,ω( ) －Sy r１,ω( ) ＋ Sx r１,ω( ) －Sy r１,ω( )[ ] ２＋４ Wxy r１,r１,ω( ) ２{ }/２,

(１９)

Br２,r２,ω( ) ＝ β ２Sx r１,ω( ) － β ２Sy r１,ω( ) ＋[

β ２Sx r１,ω( ) － β ２Sy r１,ω( )[ ] ２＋４ β ４ Wxy r１,r１,ω( ) ２ ]/２, (２０)

利用同样的方法继续得到:

Br２,r２,ω( ) ＝ β ２Br１,r１,ω( )

Cr２,r２,ω( ) ＝ β ２Cr１,r１,ω( )

D r２,r２,ω( ) ＝ β ２D r１,r１,ω( )

ì

î

í

ï
ï

ïï

, (２１)

将(１９~２１)式代入偏振椭圆参量的计算公式,即(１６)~(１８)式中,可以得出:

A１,２r２( ) ＝ β ２A１,２r１( ) , (２２)

εr１( ) ＝εr２( ) ,　φr１( ) ＝φr２( ) . (２３)

　　于是,这两点处光场完全偏振部分偏振椭圆的椭圆率以及方位角完全一致.可以得出:若根据 Wolf定

义的相干度,当两点处光场完全相干时,对应着各点的偏振度以及这两点处的交叉偏振度是绝对相等的,而
且这两点光场完全偏振部分的偏振态也完全一致,只是其长短轴的绝对数值之此为 β ２.这个结论进一步

揭示了 Wolf的相干度定义与偏振特性的内在关联.

４　Setälä定义下完全相干与偏振的内在关联
４．１　内在关联分析

根据Setälä定义的相干度,两点处频率为ω 的光场完全相干的充分必要条件是这两点对应的随机光场

中任意两个分量之间均要满足一定的线性关系,即(８)式.对(８)式进行分析,可以得出:任一点处的光场的

x,y 分量之间也会随之满足一定的线性关系,根据偏振度的定义,若一点处的光场在频率为ω 的情况下是

完全偏振的,即Pr,ω( )＝１,那么从 (４)式很容易可以得到偏振度等于１所需要的条件为:

DetW r,r,ω( )[ ] ＝０, (２４)

　　因为CSDM的迹包含了光场所有分量之间的相干特性,对(２４)式进行计算,然后根据光场分量之间的

相干度μij r１,r２;ω( ) 的定义,即 (３)式,可得 (２４)式等同于:

μxy r,r;ω( ) ＝１, (２５)
故根据Setälä定义的相干度,两点处频率为ω 的光场完全相干所对应的点r１ 和r２ 处光场的偏振度均为１,
即两点 处 的 光 场 均 是 完 全 偏 振 的.进 一 步 考 虑 光 场 的 偏 振 态 分 布.此 时,两 点 处 的 光 场 均 满 足

W(p)r,r,ω( )＝W r,r,ω( ).即:

Br,r,ω( ) ＝Sx r,ω( )

Cr,r,ω( ) ＝Sy r,ω( )

D r,r,ω( ) ＝Wxy r,r,ω( )

ì

î

í

ï
ï

ïï

, (２６)

利用(２６)式以及两点处光场的关联式(８),并依据偏振椭圆长短轴的计算公式(１６),可以得出偏振椭圆长短
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轴与线性关系的关联表达式:

A１,２r１( ) ＝
１
２

Sx r１( ) ＋ βxy r１,r２,ω( ) ２

βyy r１,r２,ω( ) ２Sx(r１)±{

S２
x r１( ) １－ βxy r１,r２,ω( ) ２

βyy r１,r２,ω( ) ２
é

ë
êê

ù

û
úú

２

＋４ βxy r１,r２,ω( ) ２

βyy r１,r２,ω( ) ２cos
２ θxy r１,r１,ω( )[ ] }

１/２

,(２７)

A１,２r２( ) ＝
１
２

Sx r２( ) ＋ βxy r１,r２,ω( ) ２

βxx r１,r２,ω( ) ２Sx r２( ) ±{

S２
x r２( ) １－ βxy r１,r２,ω( ) ２

βxx r１,r２,ω( ) ２
é

ë
êê

ù

û
úú

２

＋４ βxy r１,r２,ω( ) ２

βxx r１,r２,ω( ) ２cos
２ θxy r２,r２,ω( )[ ] }

１/２

,(２８)

式中,βij r１,r２,ω( ) 由(９)式决定,θxy r１,r１,ω( ) 是r１ 点处xy 分量间幺模相干度μxy r１,r１,ω( ) 的相位,

θxy r２,r２,ω( ) 是r２ 点处xy 分量间幺模相干度μxy r２,r２,ω( ) 的相位.
令

αxy ＝ βxy r１,r２,ω( ) ２

βyy r１,r２,ω( ) ２＝
Sy r１,ω( )

Sx r１,ω( )

γxy ＝ βxy r１,r２,ω( ) ２

βxx r１,r２,ω( ) ２＝
Sy r２,ω( )

Sx r２,ω( )

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

, (２９)

利用 (２７)~(２９)式,两点处光场的偏振椭圆的椭圆率表示为:

εr１( ) ＝
１＋αxy － １－αxy( ) ２＋４αxycos２ θxy r１,r１,ω( )[ ]

１＋αxy ＋ １－αxy( ) ２＋４αxycos２ θxy r１,r１,ω( )[ ]
, (３０)

εr２( ) ＝
１＋γxy － １－γxy( ) ２＋４γxycos２ θxy r２,r２,ω( )[ ]

１＋γxy ＋ １－γxy( ) ２＋４γxycos２ θxy r２,r２,ω( )[ ]
. (３１)

　　因为参量αxy和γxy的数值分别与各点光场分量间光谱密度之比有关,所以这两个参量之间并无关联,
并且相位角θxy r１,r１,ω( ) 和θxy r２,r２,ω( ) 分别与各点光场分量间的相位差有关,同样这两个参量之间并无

关联,因此从(３０)、(３１)式可得,这两点处光场偏振态的椭圆率并不一致.这一点与 Wolf定义的完全相干

所蕴含的偏振特性不同.利用 (２６)式以及两点处光场的关联式(８),并依据偏振椭圆方位角的计算公式

(１６),可得偏振椭圆方位角的表达式为:

φr１( ) ＝
１
２arctan

２ αxycosθxy r１,r１,ω( )[ ]

１－αxy
{ }, (３２)

φr２( ) ＝
１
２arctan

２ γxycosθxy r２,r２,ω( )[ ]

１－γxy
{ }. (３３)

从(８)式和(１６)式,(３２)式和(３３)式同样可以得出,这两点处光场的偏振椭圆的方位角并不一致.因此,最终

得出结论:若根据Setälä定义的相干度,当两点处光场完全相干时,对应着各点的偏振度等于１,即这两点处

的光场均是完全偏振的.但是这两点光场的偏振态并不一致,无论是长短轴的绝对数值、偏振椭圆的椭圆率

或是偏振椭圆的方位角,并且它们的偏振态参量间并无关联.这个结论进一步揭示了Setälä的相干度定义

与偏振特性的内在关联.

４．２　模拟仿真与讨论

根据４．１节的分析得知,若是Setälä定义的相干度,其完全相干对应着两点光场的偏振态并不一致,并
且由(３０)~(３３)式可知偏振椭圆的椭圆率和方位角是由各点光场分量间的光谱密度之比αxy以及相位差决

定的.在相干光学理论中,相干与偏振统一归结于光场的二阶统计特性,通过对传输过程中任意一点的

CSDM测量,可以确定包含空间相干度、光谱密度、偏振度与偏振态等的一系列参数,这些表征光场性质的

参数在自由空间或传输介质中的变化规律是当前研究的一个重要方向[１４Ｇ１７].为了深入探寻偏振性质与相干

性质的内在联系,考察椭圆率和方位角随着光谱密度之比以及相位差的变化,仿真图如图１~４所示.
图１所示的是椭圆率与光场两分量间光谱密度之比的变化关系,图中点划线对应分量间相位差为π/３
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的情况;点线和虚线分别对应相位差为４π/３和π/２的情况,其中点线和点划线在图中是完全重合的,根据

(３０)式也很容易得出此结论;实线对应着相位差为３π/４的情形.图２所示的是在谱密度之比固定的情况

下,椭圆率与光场两分量间相位差的变化关系,其中点划线、虚线、点线和实线分别对应谱密度之比αxy为

０．１、０．５、５和１０的情况.由图１和图２可得:随着光谱密度之比的增大,偏振椭圆的椭圆率增大,直到光谱

密度之比为１,超过这个值后,随着谱密度之比的增大,偏振椭圆的椭圆率随之减小.并且椭圆率曲线只有

在相位差是π/２的奇数倍而且谱密度之比为１的时候,才可以取最大值１,这种情况恰好对应着圆偏振的情

况;而其他相位差以及其他谱密度之比的情况下,椭圆率的最大值一定小于１;并且随着相位差的变化,偏振

椭圆的椭圆率是周期性变化的,其周期是π.当两分量间相位差为π的整数倍,包括０的时候,此时无论谱

密度之比为多少,椭圆率恒为０,这种情况恰好对应着线偏振的情况[１４].

图１ 两分量间光谱密度之比与椭圆率的关系

Fig敭１ Relationshipbetweentheellipticityand
spectraldensitiesratiooftwocomponents

图２ 两分量间相位差与椭圆率的关系

Fig敭２ Relationshipbetweentheellipticityand

phasedifferenceoftwocomponents

图３所示的是方位角与光场两分量间光谱密度之比的变化关系,其中参量以及线型的设置与图１相同.
由图３可得:随着光谱密度之比的增大,偏振椭圆的方位角从０开始增大,也就是逐渐远离x 轴,直到光谱

密度之比为１,在这个过程中,若相位差位于 ０,π/２( ) 和 ３π/２,２π( ) 之间,那么此时方位角为正,即椭圆长轴位

于１、３象限,若相位差位于 π/２,３π/２( ) 之间,这时方位角为负,即椭圆长轴位于２、４象限.当光谱密度之比

增大到１的时候,方位角会发生突变,长轴方向由１、３象限转至２、４象限或者由２、４象限转至１、３象限.紧接

着,随着谱密度之比的增大,偏振椭圆的方位角又逐渐地靠近x 轴.而且从图中也可以看出,当两分量间相位

差等于π/２的时候,方位角恒为０,即此时为长短轴位于x 轴的正椭圆,若光谱密度之比为１时,对应着圆偏振.

图３ 两分量间光谱密度之比与方位角的关系

Fig敭３ Relationshipbetweenazimuthangleand
spectraldensitiesratiooftwocomponents

图４ 两分量间相位差与方位角的关系

Fig敭４ Relationshipbetweenazimuthangleand

phasedifferenceoftwocomponents

图４所示的是当谱密度之比固定的情况下,方位角与光场两分量间相位差之间的变化关系,其中参量以

及线型的设置与图２相同.由图４可得:随着相位差的变化,偏振椭圆的方位角的变化也是周期性的,只是

与椭圆率不同,其周期是２π.而且光谱密度限制的是方位角的最大值,并不限制方位角极值所对应的横坐标

的值.与图３的分析一致,当光谱密度之比小于１的时候,若相位差位于 ０,π/２( ) 和 ３π/２,２π( ) 之间,方位角为

正,若相位差位于 π/２,３π/２( ) 之间,方位角为负;当光谱密度之比大于１的时候,规律正好相反.最后,从图中
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可以看出,当相位差为π/２的奇数倍的时候,对应着方位角为０,也就是长短轴位于x 轴的正椭圆的情况.

５　结　　论
通过利用矢量光场两种不同的相干度定义下完全相干所对应的统计相似特性,分别对 Wolf定义下的

完全相干以及Setälä定义下完全相干特性与偏振特性的内在关联进行研究,包括其完全相干所对应的偏振

度以及完全偏振部分的偏振态分布特征.结果发现:１)根据 Wolf定义的相干度,当两点处光场完全相干

时,这两点处光场的偏振度是任意的,可以是完全偏振的、部分偏振的或者是完全非偏振的,但是它们的偏振

度以及这两点处的交叉偏振度完全相等,而且这两点光场完全偏振部分的偏振态也完全一致;２)根据Setälä
定义的相干度,当两点处光场完全相干时,对应着各点的偏振度均等于１,即这两点处的光场均是完全偏振

的,此时矢量光场下完全相干一定对应着完全偏振,但是这两点光场的偏振态并不一致,无论是长短轴的绝

对数值、偏振椭圆的椭圆率或是偏振椭圆的方位角,而且它们之间并无特定的联系;３)基于 Wolf的相干度

定义,光场空间两点间的完全相干与这两点间的“一致偏振”相对应,而基于Setälä的相干度定义,两点间的

完全相干则与这两点的“完全偏振”相对应.仿真实验证实了公式的正确性,且结论进一步揭示了矢量光场

中两种不同的相干度定义的区别与联系,以及其与偏振特性的内在关联.
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