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摘要　截断奇异值分解法能够反演纳米颗粒的粒度分布，但通常难以确定其最优截断参数。在分析截断奇异值算

法的基础上，提出非负迭代截断奇异值算法来获取纳米颗粒的粒度分布，并对选取截断参数的Ｌ曲线准则进行了

修正。实验结果表明，利用二次截断Ｌ曲线准则选取最优截断参数，使用非负迭代截断奇异值反演算法，能准确地

表征单峰分布的颗粒粒径大小及粒径分布，所求平均粒径相对误差小于３％。
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１　引　　言

动态光散射（ＤＬＳ）技术是一种有效的测量纳米颗粒粒径的光散射技术
［１－２］，其原理是：由于布朗运动，

纳米颗粒的散射光强随时间起伏波动，采用光电探测器测得散射光强，通过对散射光强数据的处理获取颗粒

粒度分布信息。从测量数据中获取纳米颗粒粒径分布信息，实际上是对第一类Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程的求解，

属于反演问题，此类方程是不适定方程，即病态方程。因此，如何准确求出纳米颗粒粒径分布是ＤＬＳ技术的

难点。目前，常用的反演算法有：ＣＯＮＴＩＮ算法
［３－４］、非负约束最小二乘法（ＮＮＬＳ）

［５－６］、截断奇异值分解法

（ＴＳＶＤ）
［７－８］、指数采样法［９］、最大似然法［１０］、神经网络法［１１］、Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化法

［１２］等。然而这些算法都有

一定的局限性。ＣＯＮＴＩＮ算法稳定性好，但由于非负和正则化两种约束同时作用使得程序较为复杂。神经网

ｓ１２９００３１
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络法收敛速度慢，且所要优化的目标函数十分复杂，计算起来非常耗时。ＴＳＶＤ抗噪能力较强，运算程序较为

简单，但得到的分布展宽较大。在求解粒度分布反演过程中，如何寻求最优正则解是解决问题的关键。为了快

速简便地获取较准确的颗粒粒度分布，本文采用非负迭代截断奇异值反演算法，并且结合二次截断Ｌ曲线准则

选取最优截断参数，通过求解真实解与反演结果间的偏差来求得最优近似解，获取颗粒粒度分布。

２　动态光散射颗粒测量基本原理

在动态光散射颗粒测量实验中，求得的归一化散射光电场自相关函数为

犵
（１）（τ）＝∫

!

０

犌（Γ）ｅｘｐ（－Γτ）ｄΓ， （１）

其中τ为相关延迟时间，犌（Γ）是归一化的衰减线宽分布，并且满足∫
!

０

犌（Γ）ｄΓ＝１。（１）式的解为衰减线宽分

布犌（Γ），依据ＳｔｏｋｅｓＥｉｎｓｔｅｉｎ关系式，可将（１）式转换成对颗粒粒度分布的直接求解，函数表达式变为

犵
（１）（τ）＝∫

!

０

犳（ ）犇 ｅｘｐ －犽τ／（ ）犇 ｄ犇， （２）

其中犳（犇）＝ （犽／犇
２）·犌（Γ）为颗粒粒度分布，犽为常数量，犇为球形颗粒粒径。

将（２）式离散化，然后再进行求解，离散化后的方程为

犵
（１）（τ犻）＝∑

犕

犼＝１

犳（犇犼）ｅｘｐ（－犽τ犻／犇犼），犻＝１，２，…，犖

∑
犕

犼＝１

犳（犇犼）＝１， 犼＝１，２，３，…，

烅

烄

烆
犕

， （３）

其中犕 为粒径，犖 为相关通道数。将 （３）式写成矩阵的形式：

犃狓＝犫， （４）

其中犃犻犼 ＝ｅｘｐ（－犽τ犻／犇犼），狓犼 ＝犳（犇犼），犫＝犵
（１）（τ犻）。

（４）式是不适定方程，此方程的最优正则解就是纳米颗粒粒度分布。

３　非负迭代奇异值分解法

３．１　截断奇异值分解

假设（４）式的系数矩阵犃∈犚
犿×狀（犿 ≥狀），犫∈犚

狀×１，则所求的解为狓∈犚
狀×１。对系数矩阵进行奇异值

分解：

犃＝犝Σ犞
Ｔ
＝∑

狀

犻＝１

σ犻狌犻狏
Ｔ
犻， （５）

其中左奇异向量狌犻和右奇异向量狏犻分别为左奇异矩阵犝 ∈犚
犿×狀 和右奇异矩阵犞 ∈犚

狀×狀 的正交列向量，

Σ＝ｄｉａｇ（σ１，σ２，…，σ狀）为狀个奇异值组成的对角矩阵，并且奇异值σ犻 是按从大到小的顺序排列，即σ１ ＞

σ２ ＞ … ＞σ狀 ＞０
［７］，如图１所示。（４）式的最小二乘解为：

狓ＬＳ＝∑
狀

犻＝１

狌Ｔ犻·犫

σ犻
狏犻， （６）

由（６）式可以看出，当σ犻很小，即σ犻→０时，小的奇异值会对误差进行放大，对最小二乘解的影响较大。

以标称直径为１５０ｎｍ颗粒样品的动态光散射数据为例，对其系数矩阵进行奇异值分解后得：

σ１ ＝８６．６９３６，σ１００ ＝２．８８６３×１０
－１５，　犚＝

σ１

σ１００
＝

８６．６９３６

２．８８６３×１０
－１５ ＝３．００３×１０

１６．

　　由此可以看出，第一个奇异值与最后一个奇异值之间的数量级相差１０
１６，最小奇异值接近于０，因此必须

对奇异值进行截断，截去小的奇异值。截断后（４）式的最优正则解可以表示为

ｓ１２９００３２
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图１ 奇异值分布图

Ｆｉｇ．１ Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｓｉｎｇｕｌａｒｖａｌｕｅ

狓ＬＳ＝∑
犽

犻＝１

狌Ｔ犻·犫

σ犻
狏犻， （７）

其中犽为截断长度，称为截断参数，起正则化参数的作用。

３．２　非负迭代奇异值分解法

理论上，（４）式的解是最小二乘解，即 ‖犃狓－犫‖２ ＝ ｍｉｎ，其值可正可负。但实际上，颗粒粒度分布其值

不能为负值，故求解必须满足的条件为狓≥０，因此要对求出的数值进行非负约束，即在非负约束条件下的

解才是需要的正则解。即

狓ＬＳ＝∑
犽

犻＝１

狌Ｔ犻·犫

σ犻
狏犻，

狓≥０．

（８）

　　由于对（４）式的求解是求病态方程的正则解，测量值犫的微小扰动会极大地影响解的稳定性。对真实解

与反演结果之间的偏差进行计算，通过求解两者之间的偏差Δ狓来获取最小二乘解。假设已知初始解为狓０，

并令犫０＝犃狓０，则（４）式可变形为

犃狓－犃狓０ ＝犫－犫０犃·Δ狓犻＝Δ犫犻

犃狓犻＋１－犃狓犻＝犫－犫犻犃·Δ狓犻＝Δ犫犻
（９）

　　 根据（９）式，对狓求解转化成对Δ狓求解，方程（９）的最优解Δ狓使得 ‖犃·Δ狓－Δ犫‖２＝ｍｉｎ。（９）式第

一次迭代结果为狓１＝狓０＋Δ狓０，并进行非负约束，将小于零的值变为零，并通过犃·Δ狓１＝犫－犃狓１求出Δ狓１，

比较 ‖Δ狓１－Δ狓０‖２与１０
－６之间的大小，若差值范数大于１０－６，则以狓２＝狓１＋Δ狓１（狓２≥０）进行第二次迭

代。以此类推求出Δ狓２，Δ狓３，…，继而求出狓２，狓３，…，直到满足条件ε＝ ‖Δ狓犾－Δ狓犾－１‖２≤１０
－６为止。则

狓犾 ＝狓犾－１＋Δ狓犾－１ 为 ‖犃狓－犫‖２ ＝ｍｉｎ时第犾次迭代的最优解，即

‖犃·Δ狓－Δ犫‖２ ＝ｍｉｎ

狓犾 ＝狓犾－１＋Δ狓犾－１，　　犾＝１，２，３，…

狓≥

烅

烄

烆 ０

． （１０）

　　 则非负迭代截断奇异值反演算法的步骤为：

１）对系数矩阵犃进行奇异值分解；

２）假设初始值狓０ ＝０，并计算Δ犫０ 的值；

３）计算Δ犫犾 ＝犫－犃·狓犾，犾为迭代的次数；

４）计算 ‖犃·Δ狓犾－Δ犫犾‖２ ＝ｍｉｎ，求出最优二乘解Δ狓犾，截断参数由Ｌ曲线准则确定；

５）计算狓犾 ＝狓犾－１＋Δ狓犾－１；

６）对狓犾进行非负约束；

７）判断是否满足条件ε＝ ‖Δ狓犾－Δ狓犾－１‖２≤１０
－６。若满足条件，狓犾即为 ‖犃狓－犫‖２＝ｍｉｎ的最优二

乘解，否则返回３）重新计算，直到满足条件为止。

ｓ１２９００３３
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４　截断参数的选取

不同的截断参数对应于不同的解，截断参数过大所取得的奇异值过小，影响解的稳定性。截断参数过小

得到的奇异值过大，反演得到的曲线分布过于平坦，与真实分布偏离也很大。不同的截断参数对解的稳定性

有不同的影响，截断参数过大或过小都会导致解与真实解之间的偏离，因此选取合适的截断参数是得到最优

解的关键。截断参数犽可以通过Ｌ曲线准则
［１３－１５］或者广义交叉验证 （ＧＣＶ）准则

［１６］选取。

ＧＣＶ准则源于统计估计理论中选择最佳模型的ＰＲＥＳＳ准则，属于后验选择策略，不需要数据的误差水

平。正则化参数的选取就是选取一个参数值，使得函数犌ＣＶ（λ）最小，本质是最小化问题。

犌ＣＶ（λ）＝狀
‖犐－犃（λ）犫‖

２

｛ｔｒａｃｅ［犐－犃（λ）］｝
２
， （１１）

其中犃（λ）＝犃（犃
Ｔ犃＋狀λ犐）－

１犃Ｔ，狀为矩阵的阶数，犃为系数矩阵，犐为单位矩阵，ｔｒａｃｅ为矩阵的迹，λ为奇异

值。若使函数犌ＣＶ（λ）最小的λ值为第犽个奇异值，则犽即为截断参数。

采用同样的１５０ｎｍ颗粒样品实验数据进行分析，通过图２可以看出，采用ＧＣＶ准则选取的截断参数

犽＝２８。当犽＝２８时，使用ＮＮＩＴＳＶＤ与ＴＳＶＤ反演算法均无法准确地表征单峰颗粒粒度的分布，所求解与

真实解存在巨大偏差，如图３所示。由此表明采用截断奇异值反演算法时，ＧＣＶ准则选取的截断参数过大，

截断处的奇异值过小导致解的不稳定。因此，对于截断奇异值分解法，ＧＣＶ准则无法准确有效地选出截断

参数。

图２ ＧＣＶ准则选取的截断参数

Ｆｉｇ．２ Ｔｒｕｎｃａｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｅｌｅｃｔｅｄｕｓｉｎｇ

ＧＣＶｃｒｉｔｅｒｉａ

图３ ＧＣＶ准则选取的截断参数得到的反演结果

Ｆｉｇ．３ Ｉｎｖｅｒｓｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｒｕｎｃａｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒ

ｓｅｌｅｃｔｅｄｕｓｉｎｇＧＣＶｃｒｉｔｅｒｉａ

图４ Ｌ曲线。（ａ）所有奇异作为参数得到的Ｌ曲线；（ｂ）二次截断后的Ｌ曲线

Ｆｉｇ．４ Ｌｃｕｒｖｅ．（ａ）Ｌｃｕｒｖｅｏｂｔａｉｎｅｄｗｉｔｈａｌｌｓｉｎｇｕｌａｒｖａｌｕｅｓａｓｐａｒａｍｅｔｅｒｓ；（ｂ）Ｌｃｕｒｖｅａｆｔｅｒｓｅｃｏｎｄａｒｙｔｒｕｎｃａｔｉｏｎ

Ｌ曲线准则是以双对数尺度描述残差范数 ‖犃狓－犫‖２与解的范数 ‖狓‖２的曲线，图形呈现“Ｌ”型，曲

率最大处的解即为最优解，拐角处所对应的犽值为第犽个奇异值，即为最优截断参数。

采用Ｌ曲线准则寻求截断参数，并在双对数坐标下画出残差范数‖犃狓－犫‖２与解范数‖狓‖２曲线，如

图４所示。图４（ａ）中，犽的变化范围为１～狀，由图可以看出，当奇异值较大时画出的曲线比较平滑，呈“Ｌ”
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型，并且有一个较明显的拐点。但在曲线的上端出现杂乱无章的分布。此时Ｌ曲线准则选取的曲率最大的

点为图４（ａ）中犽所处的位置，截断参数犽较大，对应的奇异值接近于０，并不是需要的奇异值，在此处截断无

法得到准确的粒度分布。因此，需对Ｌ曲线准则做相应的修正以便选出最优的截断参数。首先令１＜犽＜狀，

采用Ｌ曲线准则得到截断参数犽，犽将奇异值分成较大奇异值和较小奇异值两部分，定义为初次截断。然后

以初次截断获取的犽个较大的奇异值作为参数，即σ１＞σ１＞…＞σ犽，将参数的个数限定在较小的范围内，再

次采用Ｌ曲线准则选取最优截断参数，定义为二次截断。二次截断选取的最优截断参数即图４（ｂ）中犽所处

的位置。

５　模拟数据分析

模拟数据产生的条件如下：实验室温度为２１℃，入射光波长为６３２．８ｎｍ，水的折射率为狀＝１．３３１，粘滞

系数η＝９．７８×１０
－７Ｐａ·ｓ，散射角为９０°，相关延迟时间间隔为１μｓ，相关通道数为５１２。采用正态分布函数

模拟单峰颗粒粒度分布：

犳（犱）＝
１

σ ２槡π
·ｅｘｐ －

（犱－犇）
２

２σ［ ］２
， （１２）

其中犳（犱）为模拟的颗粒粒度分布，犱为离散的颗粒粒径，犇为设定的颗粒粒径，σ为标准偏差。则归一化的模

拟光强自相关函数表达式为

犵
（２）
＝犅＋β 犃·犳（犱［ ］）２

＋α·ε， （１３）

其中犅为基线，β为截距，系数矩阵犃＝ｅｘｐ（－犽τ／犱），ε为高斯随机噪声，α为噪声因子，改变α值可改变噪声

幅值的大小，噪声因子的选取范围一般为０～０．０５。

假设待测颗粒粒径犇＝２００ｎｍ，标准偏差σ＝２１ｎｍ，并且在噪声水平为０，０．０１，０．０２，０．０５的情况下得

到相关函数，图５为噪声水平为０．０１下的光强自相关函数。分别采用ＴＳＶＤ和ＮＮＩＴＳＶＤ反演算法进行

数据分析。当噪声水平为０时，ＴＳＶＤ和ＮＮＩＴＳＶＤ均可得到比较理想的颗粒粒度分布，其中ＮＮＩＴＳＶＤ

更接近于真实分布，如图６所示。在不同的噪声水平下，ＴＳＶＤ反演算法得到的反演分布明显变宽，如图７

所示。然而ＮＮＩＴＳＶＤ反演算法得到的颗粒粒度分布与真实分布基本保持一致，如图８所示。

图５ 噪声水平为０．０１下的光强相关函数

Ｆｉｇ．５ Ｉｎｔｅｎｓｉｔｙａｕｔｏｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎｗｉｔｈ

ｎｏｉｓｅｌｅｖｅｌ０．０１

图６ 噪声为０时，ＴＳＶＤ与ＮＮＩＴＳＶＤ反演分布

Ｆｉｇ．６ ＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆＴＳＶＤａｎｄＮＮＩＴＳＶＤｍｅｔｈｏｄｓ

ｗｉｔｈｎｏｉｓｅｌｅｖｅｌ０

分别采用（１４）式拟合ＴＳＶＤ法和ＮＮＩＴＳＶＤ法得到的颗粒粒度分布曲线，获得平均粒径和相对多分

散系数犘Ｉ＝（σ／犇
－
）×１００％。

犉（犇）＝犽·ｅｘｐ －
１

２

犇－犇
－

σ（ ）
Ｄ

［ ］
２

． （１４）

　　在噪声水平为０．０２时，ＮＮＩＴＳＶＤ反演算法得到的曲线，经高斯拟合后获得平均粒径犇
－

＝１９５．２ｎｍ，

标准偏差σＤ ＝３０．５ｎｍ，相对多分散系数为 犘Ｉ＝（３０．５／１９５．２）×１００％＝１５．８％，相对误差ε＝

（１９５．２－２００／２００）×１００％＝２．４０％。所有计算结果如表１所示。
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表１ 不同噪声水平下的反演结果

Ｔａｂｌｅ１ Ｉｎｖｅｒｓｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｏｉｓｅｌｅｖｅｌｓ

Ｓｉｚｅ／ｎｍ 犘Ｉ／％
Ｎｏｉｓｅ

ｌｅｖｅｌ

ＴＳＶＤｍｅｔｈｏｄ ＮＮＩＴＳＶＤｍｅｔｈｏｄ

犇
－
／ｎｍ Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒ／％ 犘Ｉ／％ 犇

－
／ｎｍ Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒ／％ 犘Ｉ／％

２００

σ＝２１
１０．５

０ １９０．６ ４．７０ ２３．２ １９７．３ １．３５ １６．４

０．０１ ２１０．７ ５．３５ ４２．７ １９４．６ ２．７０ １４．９

０．０２ ２１１．０ ５．５０ ４４．０ １９５．２ ２．４０ １５．６

０．０５ １９０．１ ４．９５ ４４．３ １９８．５ ０．７５ １６．５

　　通过对模拟数据的分析，在不同噪声水平下，验证了ＮＮＩＴＳＶＤ反演算法的有效性。从图７和表１可

以看出，采用ＴＳＶＤ反演算法得到的相对误差约为５％，多分散系数偏大，展宽比较严重。从图８和表１看

出，ＮＮＩＴＳＶＤ反演算法得到的颗粒粒度分布更接近真实分布，粒径相对误差与多分散系数都比较小，得到

的平均粒径更加接近于真实值。

图７ 不同噪声水平下ＴＳＶＤ反演结果

Ｆｉｇ．７ ＲｅｓｕｌｔｓｏｆＴＳＶＤｍｅｔｈｏｄｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｎｏｉｓｅｌｅｖｅｌｓ

图８ 不同噪声水平下ＮＮＩＴＳＶＤ反演结果

Ｆｉｇ．８ ＲｅｓｕｌｔｓｏｆＮＮＩＴＳＶＤｍｅｔｈｏｄｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｎｏｉｓｅｌｅｖｅｌｓ

图９ ６０ｎｍ颗粒粒度分布

Ｆｉｇ．９ Ｐａｒｔｉｃｌｅｓｉｚｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆ６０ｎｍ

图１０ １００ｎｍ颗粒粒度分布

Ｆｉｇ．１０ Ｐａｒｔｉｃｌｅｓｉｚｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆ１００ｎｍ

６　实验数据分析

实验装置为三维光散射仪３ＤＤＬＳ，激光波长６３２．８ｎｍ，使用ＯｐｔｅｋＯＰ９０Ｓ型光子相关器。实验温度为

２１℃，溶剂为水，当波长为６３２．８ｎｍ时，其折射率为狀＝１．３３１，粘滞系数η＝９．７８×１０
－７Ｐａ·ｓ，散射角为９０°。

本文对６０，１００，１５０，２００ｎｍ的四种标准样品颗粒，采用ＮＮＩＴＳＶＤ反演算法求得颗粒粒径分布，然后

采用（１４）式拟合，得到的高斯拟合曲线如图９～１２所示。以标准样品颗粒３０６０Ａ为例，得到的平均颗粒粒

径犇
－

＝６０．８ｎｍ，标准偏差σ＝１５．１ｎｍ。与标准颗粒粒径的相对误差ε＝（犇
－

－犇 ／犇）×１００％＝１．３３％，相

对多分散系数犘Ｉ＝（σ／犇
－
）×１００％＝２４．９％，如表２所示。
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图１１ １５０ｎｍ颗粒粒度分布

Ｆｉｇ．１１ Ｐａｒｔｉｃｌｅｓｉｚｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆ１５０ｎｍ

图１２ ２００ｎｍ颗粒粒度分布

Ｆｉｇ．１２ Ｐａｒｔｉｃｌｅｓｉｚｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆ２００ｎｍ

表２ 标准颗粒样品的实验结果

Ｔａｂｌｅ２ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆｓｔａｎｄａｒｄｍａｔｅｒｉａｌｓ

Ｎｏ． Ｄｉａｍｅｔｅｒ／ｎｍ σ／ｎｍ 犘Ｉ／％ 犇
－
／ｎｍ Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒ／％ 犘Ｉ／％

３０６０Ａ ６０±４ １０．２ １７ ６０．８ １．３３ ２４．９

３１００Ａ １０２±３ ５．２ ５．１ １０３．１ １．０７ １６．７

３１５０Ａ １４７±３ ４．３ ２．９ １４９．２ １．４９ １０．５

３２００Ａ ２０３±５ ４．７ ２．３ １９７．１ ２．９０ １１．９

　　通过对６０，１００，１５０，２００ｎｍ四种标准样品颗粒进行实验测量，得到的粒径相对偏差均小于３％。在实

际测量过程中，由于受到噪声、杂质等的影响，反演得到的结果与真实解存在一定的偏差，实际测得的多分散

系数比真实值偏大。

７　结　　论

详细阐述了用于纳米颗粒粒径测量的非负迭代截断奇异值反演算法的基本原理，并对以奇异值作为参

数，采用Ｌ曲线准则选取截断参数的方法进行修正，通过模拟数据和实测数据，对非负迭代截断奇异值反演

算法的稳定性，及二次截断方法选取最优截断参数的有效性进行了验证。实验结果表明，使用二次截断Ｌ曲

线准则选取最优截断参数，采用非负迭代截断奇异值反演算法能准确地表征单峰分布的颗粒粒径大小及粒

径分布，平均粒径相对误差小于３％，因此该方法能有效地应用于纳米颗粒粒径的测量。
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