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摘要　理论上详细推导了非线性亥姆霍兹方程的三个守恒量，其分别与傍轴近似下非线性薛定谔方程的三个守恒

量（功率，哈密顿量，动量）对应。形式上，当忽略非线性亥姆霍兹方程中的非傍轴项时，其守恒量可自洽的简化到

傍轴模型下的守恒量。另外，通过研究这些守恒量随着空间光孤子参数改变而变化特性，详细阐述了非傍轴非线

性亥姆霍兹模型与傍轴非线性薛定谔模型的差异。特别发现非傍轴模型的引入可以有效地抑制傍轴模型下空间

光孤子的哈密顿量与动量随着横向速度增大而发散的结果。
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１　引　　言

早期人们利用非线性薛定谔方程模型研究克尔介质中光束自聚焦过程，发现（２＋１）维光束自聚焦过程

会导致光束灾难性的塌缩（焦点光强趋向无穷大），然而这个结果与实验结果并不相符［１－３］。后来的研究表

明这个塌缩是个非物理过程，原因来自于非线性薛定谔方程的傍轴近似在光束聚焦到很窄的时候已失

效［４－６］。自Ｌａｘ等
［７］的关于非傍轴光传输的开创性工作以来，人们对非傍轴光束进行了深入研究。Ｌａｘ等

引入一个非傍轴参数（光波长与光束宽度的比值），通过其幂指数级数展开来研究非傍轴光传输问题。当光

束较宽时，可忽略此非傍轴参数，得到傍轴近似下的结果。而当光束的宽度与光的波长尺度相近似时候则将

出现明显的非傍轴效应。例如，光束横向电场分量耦合到纵向电场分量，二维光束自聚焦过程光束坍塌的抑

制等等。而近年来的研究发现，即使光束较宽，利用傍轴近似模型来研究非线性介质中光束以较大角度相互

ｓ１１９００１１
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碰撞时也出现与非傍轴模型结果差异较大的结果［８］。本文从非线性亥姆霍兹方程的守恒量出发，研究其大

角度孤子守恒量与傍轴模型的大角度孤子的特性差异，并分析产生此差异的物理背景。

２　理论推导

在基于窄光束的非傍轴修正可以忽略，即麦克斯韦方程组中的光电场散度项可以忽略的情况下，而光电

场对参考方向的二阶偏导项不忽略的情况下，便得到非线性亥姆霍兹方程［９－１０］，如下：

κ

２狌

ζ
２＋ｉ

狌

ζ
＋
１

２

２狌

ξ
２ ＋ 狌 ２狌＝０， （１）

式中ζ和ξ分别是光束传输的纵向狕和横向狓的归一化尺度，满足

ζ＝
狕
犔Ｄ

，　ξ＝
槡２狓
狑０

，　狌ζ，（ ）ξ ＝
犽狀２犔Ｄ
狀槡 ０

犈， （２）

狑０是参考光束的光斑半径，衍射长度犔Ｄ＝犽狑
２
０／２。波矢犽＝狀０２π／λ，狀０是介质的线性折射率，狀２是介质的克

尔系数，其中参数κ＝１／犽狑（ ）０
２
＝ λ／狑（ ）０

２／（４π
２狀２０），λ是光束的真空波长。可以看出非线性亥姆霍兹方程形

式上仅仅比非线性薛定谔方程多了第一项。

非线性薛定谔方程所描述的是无限维的可积哈密顿系统，对应的具有无穷多的守恒量（这里守恒量的概

念是光场的某个物理量不随着传输距离ζ的变化而变化），其中的最低阶的几个守恒量是
［１１］：功率：犘 ＝

∫
＋!

－!

狌 ２犱ξ，哈密顿量：犎 ＝
１

２∫
＋!

－!

狌

ξ

２

－ 狌（ ）４ ｄξ，动量：犕 ＝－ｉ２∫
＋!

－!

狌
狌

ξ
－狌
狌



（ ）ξ ｄξ。

这些守恒量在研究光传输过程中起着重要的作用，例如研究空间孤子的稳定性、孤子碰撞中动量交换情

况以及测试数值计算算法的稳定性等方面。

为了更深入理解非线性亥姆霍兹方程描述非傍轴光束传输的物理意义，首先研究在此模型下光束在传

输过程中的守恒量。为了得到其守恒量，需对（１）式进行一些变换：

首先利用 （１）×狌 －（１） ×狌可以得到［“（１）”表示（１）式，“”表示共轭］：

ｉ

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狌
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（ ）ξ ＝０， （３）

根据连续性方程理论，很容易知道

′犘 ＝∫
＋!

－!

κ
ｉ
狌
狌

ζ
－狌
狌



（ ）ζ ＋ 狌［ ］２ ｄξ， （４）

是方程的一个守恒量。因为光传输过程中，如果不考虑吸收、散射等因素的损耗，光功率犘理论上是严格守

恒的。这一点对于非线性薛定谔方程描述的很好，而对于非线性亥姆霍兹方程来说却是 ′犘 守恒。如果这种模

型仅有数学上的 ′犘 守恒，而物理上实际的守恒量犘不守恒，那么这种模型也是有缺陷的。为了更清楚地理解

新守恒量 ′犘，令狌＝ 狌ｅｘｐｉ（ ）φ ，得到 ′犘＝∫
＋!

－!

２κφ
ζ

＋（ ）１ 狌 ２ｄξ。明显的，如果κ＝０，′犘自动简化成犘。另外，

形式上 ′犘 中含有光传输方向坐标ζ的函数φ／ζ，所以如果非线性相移φ是传输方向坐标ζ的线性函数或常

函数，则 ′犘 的守恒同样可以得到犘 是守恒的。就目前发现的非线性亥姆霍兹方程的解析解来看，非线性相移

φ是ζ的线性函数。而对于其他形式的解是否存在暂时还不得而知，只有通过数值计算的方法来验证。

再利用（１）×
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同样根据连续性方程理论得到

′犎 ＝∫
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κ
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－
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２

ｄξ， （６）

也是方程的一个守恒量。
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最后利用（１）×
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再根据连续性方程理论得到

′犕 ＝∫
＋!

－!

κ
狌



ξ

狌

ζ
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同样是方程的一个守恒量。从三个守恒量 ′犘，′犎，（ ）′犕 的形式可以看出，积分项中都比傍轴模型下的守恒量

犘，犎，（ ）犕 中多了一部分；且当参数κ＝０时，可以自洽的简化到傍轴模型下的守恒量。另外，这个结果也表

明，即使选择参考光束较宽（参数κ较小）的比例尺，如果此时的传输光场狌的参数变化比较明显，同样会对

守恒量有着显著的影响。下面以孤子光束的结果来具体分析守恒量随着孤子参数变化而变化的特性。

非线性薛定谔方程的一个亮孤子解析解是

狌ξ，（ ）ζ ＝ηｓｅｃｈηξ＋犞（ ）［ ］ζ ｅｘｐ －ｉ犞ξ＋ｉ
η
２

２
－
犞２（ ）２［ ］ζ ， （９）

式中η，犞 分别是表示孤子的振幅和横向速度的参数（参数犞 取正，则孤子偏向ξ负半轴；反之则偏向其正半

轴。此坐标系下孤子传输方向与ζ轴角度满足ｔａｎθ＝犞）。非线性亥姆霍兹方程的一个亮孤子解析解是
［９］

狌ξ，（ ）ζ ＝ηｓｅｃｈ
ηξ＋犞（ ）ζ
１＋２κ犞槡

［ ］２ ｅｘｐｉ １＋２κη
２

１＋２κ犞槡 ２ －犞ξ＋
ζ
２（ ）［ ］
κ
ｅｘｐ －

ｉζ
２（ ）κ ， （１０）

当κ→０时，此亮孤子解可以自洽的过渡到非线性薛定谔方程的亮孤子解。通过直接把亮孤子解析解带入三

个守恒量 ′犘，′犎，（ ）′犕 中，验证了上面理论推导的正确性。下面对于傍轴近似的结果即κ＝０的情况，直接采

用非线性薛定谔方程来计算。通过计算非线性亥姆霍兹方程与傍轴近似的结果表明，即使基于窄光束的非

傍轴修正可以忽略，而光电场对参考方向的二阶偏导项不忽略的情况下，这种亥姆霍兹模型的非傍轴与傍轴

近似的差异也是明显的。

３　计算结果

图１ 犞＝０时，不同非傍轴参数κ对应的孤子振幅η与 ′犘 的关系

Ｆｉｇ．１ Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｓｏｌｉｔｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅηａｎｄ ′犘 ｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｏｎｐａｒａｘｉａｌｐａｒａｍｅｔｅｒκｗｈｅｎ犞＝０

从图１可以看出，当孤子光束横向速度为零，其沿着纵向光轴传输时，随着孤子振幅η的增大，孤子的功

率 ′犘 随之增大，而且非傍轴与傍轴模型（κ＝０）的差异也越来越大。由前面的理论分析知道，这种差异来自于

非线性亥姆霍兹模型中的光电场对参考方向的二阶偏导项，并不是来自于光束与ζ方向夹角偏大。具体在守

恒量 ′犘 中体现的就是 ′犘 的积分项中多了一项２κ狌
２
φ／ζ，它体现了孤子非线性相移φ纵向梯度对 ′犘 的贡

献。当参数κ选定以后，随着孤子振幅的增大，非线性相移的纵向梯度变大，非傍轴与傍轴孤子的功率大小的

差异也越来越明显。值得提出的是，从图１的结果也可以看出，如果κ→０，或者φ纵向变化足够慢，那么 ′犘 都
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将退化到犘，这与前面的理论分析是自洽的。另外，计算了不同孤子横向速度犞的结果，发现当其他条件相同

时，′犘 的值不随犞的变化而变化，即′犘／犞＝０。这个结论与傍轴模型的结果是一致的，这也体现了该守恒量

在物理上的正确性，光束整体功率不会随着光束传播方向的变化而改变。

图２ （ａ）犞 ＝０时，不同非傍轴参数κ对应的η与 ′犎 的关系；（ｂ）η＝１时，孤子横向速度犞 与 ′犎 的关系；（ｃ）η＝８时，

犞 与 ′犎 的关系；（ｄ）犞 ＝１０时，η与 ′犎 的关系

Ｆｉｇ．２ （ａ）Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎηａｎｄ ′犎 ｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔκｗｈｅｎ犞＝０；（ｂ）ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎ犞ａｎｄ ′犎 ｗｈｅｎη＝１；

（ｃ）ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎ犞ａｎｄ ′犎 ｗｈｅｎη＝８；（ｄ）ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎηａｎｄ ′犎 ｗｈｅｎ犞＝１０

从图２（ａ）可以看出，对于犞＝０的孤子光束，随着孤子振幅η的增大，孤子的哈密顿量 ′犎 也随之增大，

同样的，非傍轴与傍轴模型的差异也越来越大。非傍轴模型下的 ′犎 要大于傍轴模型下的结果。从守恒量

′犎 的形式分析看出，′犎 的积分项中多了一项κ狌／ζ
２。它体现了孤子光场的纵向梯度强度同时决定了对

′犎 的贡献。因为犞＝０，孤子振幅分布不随着传播方向改变，所以 狌／ζ
２ 项中，仅孤子非线性相移φ纵向

梯度强度对系统的哈密顿量 ′犎 有贡献，这个结果和图１的结果φ纵向变化对系统的功率 ′犘 贡献是类似的。

而当孤子光束与ζ方向呈一定夹角时，即犞≠０时，狌／ζ
２ 项中，孤子光场的纵向梯度强度（包括了场的振

幅和）同时起作用。从图２（ｂ）与（ｃ）可以看出，对于η＝１，η＝８的孤子，孤子光束偏离ζ方向很大角度，其

哈密顿量 ′犎 并没有像傍轴模型下那么明显的变化，而是随着犞 的增加，哈密顿量接近饱和。而傍轴模型的

情况，孤子的哈密顿量随着犞 的变化，接近二次变化关系。已验证不同振幅孤子，亥姆霍兹孤子的 ′犎 随着

犞 的增加均接近饱和趋势。另外，对于较大角度的孤子光束，随着孤子振幅η的增大，孤子的哈密顿量 ′犎 也

随之减小，但亥姆霍兹孤子的变化相对缓慢，如图２（ｄ）所示。这点与犞＝０的情况完全不同。

从图３（ａ）与（ｄ）可以看出，当横向速度参数犞＝－１时，随着孤子振幅η的增大，孤子的动量 ′犕 也随之

增大。同样的，非傍轴与傍轴模型的差异也越来越大，非傍轴模型下的 ′犕 要大于傍轴模型下的结果。从守

恒量 ′犕 的形式分析看出，′犕 的积分项中多了一项κ 狌
／ξ·狌／ζ＋狌／ξ·狌

／（ ）ζ 。另外，类似哈密顿量

的结果，从图３（ｂ）与（ｃ）中也可以看出，孤子光束偏离ζ方向很大角度，系统的动量 ′犕 并没有像傍轴模型下

那么明显的变化，而是随着犞 的增加，动量 ′犕 接近饱和。而傍轴模型的情况，孤子的 ′犕 随着犞 的变化，接

近线性变化关系。因动量 ′犕 有方向性，所以不同符号的犞 对应不同符号的 ′犕 值。也已验证不同振幅孤

子，非傍轴模型下孤子的 ′犕 随着犞 的增加均接近饱和趋势。
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图３ （ａ）犞＝－１时，不同非傍轴参数κ对应的η与 ′犕 的关系；（ｂ）η＝１时，犞 与 ′犕 的关系；（ｃ）η＝８时，犞 与 ′犕 的关系；

（ｃ）η＝８时，犞 与 ′犕 的关系；（ｄ）犞＝－１０时，η与 ′犕 的关系

Ｆｉｇ．３ （ａ）Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎηａｎｄ ′犕 ｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔκｗｈｅｎ犞＝０；（ｂ）ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎ犞ａｎｄ ′犕 ｗｈｅｎη＝１；

（ｃ）ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎ犞ａｎｄ ′犕 ｗｈｅｎη＝８；（ｄ）ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎηａｎｄ ′犕 ｗｈｅｎ犞＝１０

４　结　　论

理论上详细推导了非线性亥姆霍兹方程的三个守恒量，其分别与傍轴近似下非线性薛定谔方程的三个守

恒量（功率，哈密顿量，动量）对应。总结上述三个守恒量随孤子参数变换规律不难发现，对于非傍轴的亥姆霍

兹孤子，固定横向速度的孤子光束功率，动量均随着孤子振幅的增大而迅速增大，增长的速度明显与非傍轴参

数κ有正向关系［如图１，图３（ａ）、（ｄ）］。对于哈密顿量，其随孤子振幅变化的特性对于不同横向速度的孤子是

不同的，然而相同条件下，非傍轴参数越大的孤子光束，其哈密顿量越大［如图２（ａ）、（ｄ）］。另外，对于固定振幅

的亥姆霍兹孤子光束，其哈密顿量，动量均随着横向速度的增大而趋向饱和，而傍轴孤子光束则趋向发散［见图

２（ｂ）、（ｃ）与图３（ｂ）、（ｃ）］。这些守恒量变化特性对孤子传输及孤子碰撞的动力学特性具有一定的指导意义。
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