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光电器件的CRLB特性及定位技术的误差比较

张 俊 郝云彩 龙 也 刘 达
北京控制工程研究所 , 北京 100080

摘要 含有噪声的光电成像器件定位过程中，Cramer-Rao Lower Bound(CRLB)被用来计算器件的定位精度，作为任何

无偏估计的下限，CRLB可作为判据评估定位技术是否满足最小方差无偏(MVU)特性。本文给出了成像器件在泊松和

高斯噪声下的 CRLB特性，并据此研究质心法(COG)、迭代加权质心法(IWCOG)、最小二乘高斯拟合法(GLSF)的定位误

差。理论分析和仿真验证均表明，IWCOG和 GLSF定位误差与光电成像器件的 CRLB相同，满足MVU特性，而 COG定

位误差最大；COG耗时最少，GLSF最耗时不能在轨应用而 IWCOG用时仅比 COG高几倍。充分证明迭代加权质心法

具有低误差、实时和鲁棒特性，因而适用于星敏感器、Shack-Hartmann传感器波前定位等高精度定位场合。
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Abstract In the positioning procedure for point- like sources generated in optoelectronic devices, Cramer-

Rao Lower Bound (CRLB) is used to estimate the locating accuracy of the devices contaminated with noise. As

the lower bound of any unbiased estimator, CRLB is known as a criterion to assess whether an estimator meets

the characteristics of minimum variance unbiased (MVU). The CRLB characteristies on the performance of the

imaging device under both Poisson and Gaussian noise are given and accordingly the positioning error of three

current centroiding algorithms, center of gravity (COG), iteratively weighted center of gravity (IWCOG) and

Gaussian least squares fitting(GLSF), is investigated respectively. Theoretical analysis and simulation results

show that IWCOG and GLSF share the same position error and reach CRLB of optoelectronic imaging device,

thus meet MVU features. That is to say, COG makes the biggest positioning error, followed by IWCOG and

GLSF. And the computing time of IWCOG is just several times longer than COG algorithm, while GLSF

algorithm is certainly the time-consuming procedure to make it inapplicable on-board on star tracker. IWCOG

is proven to be as a method with low error, real- time and robust algorithm, making it possible for high-

precision condition such as star tracker, Shack-Hartmann sensor.
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1 引 言
高分辨率卫星遥感、深空探测、天文观测 [1]等航天任务对点源定位技术提出了更高要求。从产品看，国

际上星敏感器产品中的点源定位精度可达 0.02 pixel[2]，国内尚未有产品报道。从定位方法看，主要通过仿真
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手段研究定位技术和光电器件的噪声、离散采样、信号形貌等对定位误差影响等方面，较成熟的定位算法主

要有以下 2类：1) 直接法，直接用点源的像素灰度直方图研究定位误差 [3-4]。如质心法 (COG)及带阈值的质心

法，灰度平方加权法等，这类方法计算效率高，但最小均方误差 (MSE)在 0.1 pixel左右且存在周期性像素相位

误差。2) 间接法，以点源的像素灰度直方图为起点，采用形貌拟合方法提取质心 [5-7]。如研究的最小二乘高

斯曲面拟合法 (GLSF)[6]和抛物面拟合法，MSE比质心法有一定程度降低，但计算量大。自适应光学领域在研

究 Shack-Hartmann传感器波前定位中采用的加权迭代质心算法 (IWCOG)目前受到关注 [7-11]，研究表明，该算

法 MSE性能优异，在运行效率上接近直接法，且在星敏感器多星定位方面有统计优势 [7]。考虑成像器件存在

非均匀性响应 [12]、光学系统非理想性成像 [13]、含大量如读出噪声、光子散粒及不均匀噪声、暗电流及不均匀噪

声等因素，前述数值仿真手段虽能得到定性的结果，却难以定量估计定位误差来源于定位方法和噪声的程

度，更无法回答是否存在定位方法能够做到器件允许的精度。

对于含有泊松或高斯噪声的像元信号，统计数学领域 Cramer等[14-16]给出了 CRLB用于确定信号参数受噪声

的影响程度。CRLB既可以用于估计光电成像器件的定位误差[17]，又可以用于研究定位方法的无偏性、有效性。

当一个估计方法达到器件的 CRLB时，可认为其是最小方差无偏估计器(MVUE)。成像器件的定位误差方面，

Winick[17]最先利用 CRLB理论推出了 CCD类成像器件一维和二维高斯点源在泊松噪声情况下的 CRLB指标，但

未给出高斯噪声下的 CRLB。同样，前述文献大量报道了关于定位方法的误差研究，但其采用的数值仿真手段

难以确定算法是否具备 CRLB特性。结合以上成果，可知如下问题仍需要研究：1) 在理想成像模型下，含有噪

声的光电器件用于定位能做到多高精度；2) 不同的噪声模型，其光电器件的定位误差下限是否一致；3) 是否存

在定位方法能够实现光电器件的定位极限；4) 常规定位技术如质心法运算效率高、最小二乘高斯拟合算法定

位精度最好，二者能否用于高精度定位场合，满足器件定位极限实时性算法应该是什么。

本文将通过理论研究和仿真验证回答上述问题。通过星点信号建模研究光电成像器件在泊松和高斯噪

声下的定位精度即 CRLB指标，重点研究迭代加权质心法、最小二乘高斯拟合法、质心法的定位误差，将其与器

件的 CRLB指标进行对比，从理论层次上揭示了三种定位方法的优缺点，并通过仿真验证这一结论。

2 光电器件的 CRLB特性
2.1 CRLB和成像敏感器的点源信号模型

由文献[13-15]可知，若样本 p(s ; θ) 满足下式：
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∂θ = 0, (1)

则任何一个无偏估计器满足：
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(1)~(2)式中的 s 为样本点，θ 为样本待估计参数，p(s ; θ) 为样本估计的似然函数，E[] 表示求期望，I(θ)
为 Fisher信息量，表示样本的集中程度，var( θ̂ )为 θ 方差(variance)。

(2)式表明不论采用何种参数估计方法，由于噪声因素的影响，样本某参数的估计方差不小于 1 I(θ) ，
1 I(θ) 即是 θ 参数的 CRLB。当一种估计法所得参数 θ 的最小方差满足 var(θ̂) = 1 I(θ) 时，该估计方法对于参

数 θ 即为最小方法无偏估计 (MVUE)方法 [16,18]。这是本文对 IWCOG算法和 GLSF算法最优性的判定依据，也

是 COG算法不具备高精度的根本原因。

星敏感器采用 CCD、APS等光电成像器件作为图像传感器，存在的噪声类型和来源是多种多样的，器件

的定位误差下限与器件参数的关系只能通过对星点信号建模得到。

文献[15]中将光电成像敏感器的点源信号描述为理想二维高斯模型：

S(x,y,xc,yc) = (2πσ2
s )-1 expé
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由此可得相应的一维模型为：

ì
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s
,

(4)

为简化分析，采用一维模型，则第 i 个像元产生的光子数为：

gi(xc) = I0 ∫xi - Δx 2
xi + Δx 2

S(x,xc)dx ， (5)
xc 为点源真实坐标；σ s 为点源的尺度，Δx 为像元尺度，I0 为信号能量的归一化系数。

光电成像器件的噪声主要分泊松和高斯噪声两类，分别对像元采样进行噪声建模，分析成像器件的

CRLB特性。

2.2 泊松噪声下的CRLB指标

像元信号模型满足：

si = I0 gi(xc) + ei, (6)
式中 ei 为泊松噪声，满足：

E(ei) = λn ,E(ei e j) = λn δij ,E(si) = I0 gi(xc) + λn ， (7)
成像单元能量信号满足泊松分布，其似然函数为：

ln p(s ; xc) = ln∏
i

p(si ; xc) =∑
i

[ ]-I0 gi(xc) - λn +∑
i

si ln[ ]I0 gi(xc) + λn -∑
i

ln si !, (8)
由此可得，

Γ = ∂ ln p(s ; xc)
∂xc

=∑
i

I0 si g′(xc)
I0 g(xc) + λn

, (9)
由 (2) 式和(9)式可得：

E ( )Γ 2 =∑
i

[ ]I0 g
′
i( )xc

2 [ ]I0 gi( )xc + λn , (10)
又像元信噪比 S N 为：

R2 =∑
i

I 2
0 g

2
i ( )xc D(ei) ≈ I 2

0 ( )2 π λnσ s , (11)
式中 D(ei) 为像元噪声方差。

若 I0 gi(xc) λn ≪ 1，由 (2) 式和(10) 式化简可得 Fisher量 I(xc) 为，

I(xc) ≈ I 2
0 4 π λnσ

3
s , (12)

可以验证 (9) 式满足 (1) 式的定义，结合 (11) 式可得，

var(xc) ≥ 4 π λnσ
3
s I 2

0 = 2σ2
s R2, (13)

可得，

σxc
= 2 σ s R , (14)

若 I0 gi(xc) λn ≫ 1，则，

var(xc) ≥ 1 I(xc) = σ2
s I0. (15)

由 (13)~(14)式可知，在泊松噪声占主导地位时，定位误差的方差与信噪比的平方成反比，与点源的尺度

平方成正比，因而定位误差下限与信噪比成反比，与点源尺度成正比；由 (14)~(15)式可知，泊松噪声极小时，

定位误差的方差与像元能量和点源尺度大小有关，像元能量越大，尺度越小，则其 CRLB越小。

2.3 高斯噪声下的CRLB指标

像元信号模型同(6)式，ei 为高斯噪声，满足：

E(ei) = 0,E(ei e j) = σ2
n δij ,E(si) = I0 gi(xc), (16)
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成像单元能量信号满足高斯分布，其似然函数为：

ln p( )s ; xc = ln∏
i

p( )si ; xc = -∑
i

ln 2π σn -∑
i

[ ]si - I0 gi( )xc
2 2σ2

n , (17)
由此可得，

Γ = ∂ ln p(s ; xc)
∂xc

=∑
i

I0
σ2

n

[ ]si - I0 gi( )xc g′
i(xc), (18)

由(2)式和(18)式可得 Fisher量 I(xc) 为，

I ( )xc =∑
i

I 2
0 [ ]g′

i( )xc
2
σ2

n ≈ I 2
0 ( )4 π σ2

n σ
3
s , (19)

又信噪比 S/N定义同(11)式，可得，

R2 = I 2
0 2 π σ2

n σ s, (20)
可以验证(18)式满足(1)式的定义，结合(20)式可得，

var(xc) ≥ 4 π σ2
n σ

3
s I 2

0 = 2σ2
s R2 , (21)

σxc = 2 σ s R , (22)
由 (22)~(23)式可知，高斯噪声下定位误差的方差与信噪比的平方成反比，与点源的尺度平方成正比，因

而定位误差下限与信噪比成反比，与点源尺度成正比。这与泊松噪声较大时的 CRLB性能类似。

由上可知，要实现点源的定位精度 σxc 优于 0.02pixel，在 σ s = 1 pixel情况下，只需 R ≥ 70.71，考虑到离散

情况，从后续仿真图 1可以看出，只需 R ≥ 50 。CRLB指标反映了影响定位误差的核心参数，这一指标能够

用于器件选型。

3 三种定位技术的误差分析
质心法、最小二乘高斯拟合法是仿真最多研究最深入的两种常规定位方法，迭代加权质心算法是近几

年在自适应光学领域 Shack-Hartmann传感器波前定位正在研究的算法。三种方法的定位精度虽然可以通

过大量仿真近似得到，理论上确定三种算法的定位误差并相互比较更有必要。

3.1 迭代加权质心算法误差

由文献[7-11]可知，迭代加权质心算法满足：

μ =
∑

i

xi s iω i(xi,μ)
∑

i

s iω i(xi,μ) ， (23)

式中 μ 为算法迭代的终值，s i 为像素灰度值，ω 为加权函数，化简后可得公式：

∑
i

(xi - μ)s iω i(xi,μ) = 0, (24)
可知 (24) 式满足(7)式或(16)式的定义。令

T (xc) =∑
i

(xi - xc)I0 g iω i(xi,xc), (25)
可得 [18]，

T (xc) = T (μ) + ∂T
∂μ (xc - μ) + ο(Δ2), (26)

以下分别就泊松噪声和高斯噪声计算(26)式值，从而得到迭代加权质心算法的 var(xc) 。
1) 泊松噪声

当 I0 gi λn ≪ 1时，化简(26)式可得，

var(xc) = var(T )/( )∂T/∂μ 2 = 4 π σ3
sλn (λn + 1)
I 2
0

= λn + 1
I(xc) > 1

I(xc) , (27)
当 I0 gi λn ≫ 1时，同理可得，
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var(xc) < 4 π σ sλn (λn + 1)gi(xc)
I(xc)λn

≤ 2 2 (λn + 1)
I(xc) . (28)

2) 高斯噪声

高斯噪声满足(16)式定义，化简(26)式可得，

var(xc) = var(T ) ( )∂T ∂μ 2 = 4 π σ2
n σ

3
s

I 2
0

≡ 1 I(xc). (29)
由 (27)~(28)式可知，当存在泊松噪声时，迭代加权质心算法定位误差方差接近误差极限，泊松噪声极小

时，该算法定位误差的方差有上限，说明泊松噪声下该算法接近 MUVE算法。 (29)式表明高斯噪声下该算法

的定位误差等于 CRLB，是一种 MVUE方法。以上分析可认为迭代加权质心算法是一种最优估计方法，这也

从理论上证实了 Thomas等的论断 [11]。

3.2 最小二乘高斯拟合算法误差

由文献[6]可知，最小二乘高斯拟合算法满足下式：

xc = arg min
ì
í
î

ï

ï

ü
ý
þ

ï

ï
χ 2 =∑

i

[ ]si - I0Si( )xi,μ 2

σ2
i

, (30)

式中 argmin指求使 χ 2 取最小值时的 μ 值，σ2 = σ2
i = σ2

j 为像素噪声，Si(xi,μ) 满足(4)式定义。

(30)式的解满足 ∂χ 2 /∂μ = 0 ，即，

∑
i

[si - I0Si(xi,μ)]
σ2 I0S

′
i(xi,μ) ≈∑

i

(μ - xi)[si - I0Si(xi,μ)]
σ2

I0Si(xi,μ)
σ2

s

= 0, (31)
令 ω i(xi,μ) = Si(xi,μ) ，比较(24)式和(31)式可知，最小二乘高斯拟合算法多出了一项：

f (μ) =∑
i

(xi - μ)Si(xi,μ)ω i(xi,μ) ≈ 0. (32)
(32)式为奇函数，当信号 si 与 Si(xi,μ) 重合时值为 0。可见，最小二乘高斯拟合算法与迭代加权质心算法

定位误差近似等价。更深入的研究表明由于离散采样，迭代加权质心算法定位误差稍大于最小二乘高斯拟

合算法。

3.3 质心法定位误差

同比于(24)式，质心算法满足下式：

∑
i

(xi - μ)s i = 0, (33)
可知(33)式满足(7)式或(16)式的定义。

令 T (xc) =∑
i

(xi - xc)I0 g i . (34)
分别按 3.2节计算方法，重新计算质心算法的定位方差。

1) 泊松噪声

当 I0 gi λn ≪ 1时，化简(34)式可得，

var(xc) = Mλn (λn + 1)
I 2
0

≫ λn + 1
8·I(xc) ≫

1
8·I(xc) , (35)

当 I0 gi λn ≫ 时，同理可得，

var(xc) = Mλn (λn + 1)
I 2
0

≫ π σ3
sλn (λn + 1)
2I 2

0
= π σ sλn (λn + 1)

2I(xc)I0 , (36)
2) 高斯噪声

var(xc) = Mσ2
n I 2

0 ≫ 1 8·I(xc), (37)
式中 M =∑

i

(xi - μ)2.
从 (35)~(37)式可知，COG法随噪声和像元数呈大幅变化，不具备 CRLB性能，虽然计算简单，但并不是一
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种MVUE算法，这是其在成像器件点源定位中存在较大定位误差的主要原因。

需要指出的是，更精确的对比需采用离散形式 (10)式和 (19)式计算器件极限误差，然后研究上述三种定

位算法误差能否达到 CRLB性能，通常离散形式的 CRLB要稍小于本文推导的公式。

由以上理论分析可知，在考虑噪声误差情况下，最小二乘高斯拟合算法定位误差同于迭代加权质心算

法，低于质心算法，几乎不存在“S误差”[6]，但在窗口效应和采样作用下，最小二乘高斯拟合算法模型可等效

为无穷小像元采样，因而其定位精度应稍高于迭代加权质心算法，在星敏感器等应用场合该误差可忽略不

计。因而在器件噪声、采样窗口、光学参数等综合条件下，三种算法的定位精度为：GLSF与 IWCOG相同远高

于 COG。不难分析，反映器件硬件性能的 NEA误差应与此类似。而 IWCOG法作为高斯噪声下的 MUVE方

法，由于具有实时性，因而适用于更高精度的点源快速定位。

4 仿真验证
为保证仿真结果的可靠性、一般性，若不加说明，采用的仿真流程、方法、参数和参数取值同文献[7]，而最

小二乘高斯拟合法参见文献[6]，除采用绝对误差验证三种算法定位误差外，同时采用 NEA指标间接验证算法

性能。设算法在不同噪声下计算的星点质心为 μcalc, j ，本文 NEA指标的定义为 τ = 1
N

(μcalc, i -∑
i = 1

N

μcalc, i N )2 。

令 σ = 1 pixel 不变，用蒙特卡洛法随机给出 μ 模拟生成 10000个星点，改变M和 R值，按 (2)式和 (19)式计

算离散情况下不同 M 值的 CRLB，所得结果参见图 1，同时计算质心法、迭代加权质心法和最小二乘高斯拟

合算法计算绝对误差 δ ，并与图 1 M = 7 pixel 的 CRLB进行对比，所得结果参见图 2。再次计算质心法、迭代

加权质心法和最小二乘高斯拟合算法的 NEA误差，所得结果参见图 3。
图 1说明对于同一星点，窗口大小对 CRLB指标影响较小，第 2节推导的公式虽为理想情况，也是实际值

的高度近似，便于物理测试中的误差分析。由图 2可知，IWCOG算法的定位误差 ε 等同于最小二乘高斯拟

合算法，远低于质心法，接近器件的 CRLB指标；图 3说明 IWCOG算法在 NEA指标上也有优势。由于最小二

乘高斯拟合算法是目前研究精度最高的算法，这侧面印证了 IWCOG的 MVU特性，由于 IWCOG耗时仅比质

心法高 3~5倍 [7]，因而考虑误差和时间因素，IWCOG算法是最好的算法，能够广泛用于点源成像的定位工作。

图 1 高斯噪声下的定位误差( M =3、 5、 7 pixel )
Fig.1 position error under Gaussian noise (M=3、5、7 pixel)

5 结 论
从理论上推导了成像器件在泊松噪声和高斯噪声条件下像元的 CRLB指标，理论上证实迭代加权质心

算法和最小二乘高斯拟合法在高斯噪声下满足成像器件的 CRLB特性，在泊松噪声下接近 CRLB特性，因而

是一种MVUE方法，而质心法不满足 CRLB性能。同时给出的 CRLB指标可用于器件选型。仿真试验也验证

了质心法存在较大定位误差，说明迭代加权质心算法能够满足未来的高精度实时点源定位要求。
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图 2 不同算法下 M 和 R 对点源定位误差的影响(随机 μ 和 σ = 1 pixel )
Fig.2 Influence of M and R on positioning accuracy of point-like source by different algorithm(with random μ and σ = 1 pixel )

图 3 不同算法下 M 和 R 对点源 NEA误差的影响(随机 μ 和 σ = 1 pixel )
Fig.3 Influence of M and R on NEA error of point-like source by different algorithms (with random μ and σ = 1 pixel )
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