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非旋波近似下双光子 Jaynes—Cummings
模型的量子特性
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摘要 在非旋波近似下对双光子 Jaynes-Cummings（J-C）模型与单模相干态光场相互作用的量子特性进行了精确求

解。对双光子 J-C模型与单光子 J-C模型量子纠缠和原子布居数反转的演化特点进行了对比，讨论了平均光子数、

光场与原子之间的耦合强度以及失谐对量子纠缠以及原子布居数反转的影响，数值计算的结果表明，随着光场与

原子之间耦合强度的增大，量子纠缠的周期性逐渐消失，随着平均光子数的增加，纠缠达到较稳定的最大值所需时

间逐渐增大。无论耦合强度、平均光子数还是失谐的增大，由非旋波项产生的虚光子效应逐渐增强，量子纠缠演化

曲线和原子布居数反转的塌缩区出现小锯齿状振荡。
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Abstract Quantum properties of a two photon Jaynes-Cummings model (JCM) interacting with a single mode

coherent light field is calculated mechanically without rotating wave approximation. The evolution properties of

the two-photon JCM and JCM quantum entanglement and the atomic population inversion are contrasted. The

effects of the mean photon number, the atom- field coupling coefficient and the detuning on the quantum

entanglement and the atomic population inversion are studied. The numerical results indicate that, with the increase

of the atom-field coupling coefficient, the period of the entanglement evolution disappear gradually, and it takes

longer time for the mean entanglement to reach the maximum value with increasing of the mean photon number.

The little indentation oscillation appears in the evolution curves of quantum entanglement and the collapse regime

of the atomic population inversion, which is caused by virtual photon effect, weather increasing of the atom-field

coupling coefficient or the mean photon number and the detuning.
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1 引 言
Jaynes-Cummings (J-C)模型是描述单模光场与二能级原子相互作用的理想模型 [1]，在实验上人们可以用高

Q因子腔体和里德堡原子来实现这种模型 [2]，因此在探讨光场与物质相互作用时 J-C模型(JCM)受到了广泛关

注 [3-6]。随着研究的进展，由于双光子微波激射器成功运转和双光子过程中原子具有周期性量子力学通道的特

1



光 学 学 报

0727002-

性，因此双光子 J-C模型成为量子光学的重要模型 [7-8]。

量子纠缠作为量子力学最显著的特性之一，是量子通信、量子计算、量子信息传送和量子信息处理的重要

基础 [9-10]。Phoenix等 [11-12]首先用熵来度量光场与原子之间的量子纠缠，近年来人们对熵理论的研究高度重视并

做了大量的工作 [13-14]。随着实验技术的日趋完善，光场与原子相互作用的耦合强度达到超强数量级 [15-16]，在强

耦合情况下由非旋波项产生的量子噪声会对系统的动力学性质产生影响 [3-5]，在纠缠的制备过程中，不可避免

涉及环境、耗散以及噪声对量子系统的影响。因此在实际量子信息过程中需要从理论角度知道何种情况何时

具有较大的量子噪声，从而从实验角度进行抑制或者阻止此现象的发生，从而保持和提高量子纠缠度 [17-26]。本

文在非旋波近似下对双光子 J-C模型与相干态光场之间的量子纠缠以及原子布居数反转进行了精确求解，讨

论了平均光子数、光场与原子之间的耦合强度以及失谐对其演化的影响。

2 模型与求解
考虑二能级原子通过双光子跃迁与单模腔场发生相互作用，系统的哈密顿量在非旋波近似下可以写为 [20]

H = ω0
2 ( )E E - G G +ωa+a + g( )a+2 + a2 ( )E G + G E ， (1)

式中 ω0 和 ω 分别代表原子的能级间隔和腔场频率, Δ = 2ω - ω0 为光子跃迁失谐量，E 和 G 为原子的上下能

级，a 和 a+ 为玻色子的产生湮灭算符，g 为光场与原子的耦合强度。对（1）式做平移变化 e = ( E + G ) 2 ，

g = ( E - G ) 2 ，得

H = ω0
2 ( )e g + g e +ωa+a + g( )a+2 + a2 ( )e e - g g . (2)

系统的波函数为

ψ = ϕ1 e + ϕ2 g ， (3)
将(2)式和(3)式代入定态薛定谔方程，做 Bogoliubov变换，A = a cosh λ + a+ sinh λ，B = a cosh λ - a+ sinh λ后得

ω0
2 ϕ2 + ω1A

+ A ϕ1 - ω - ω1
2 ϕ1 = E ϕ1 ， (4)

ω0
2 ϕ1 + ω1B

+B ϕ2 - ω - ω1
2 ϕ2 = E ϕ2 ， (5)

式中 ω1 = ω2 - 4g2 ，ϕ1 和 ϕ2 可用一组完备基 n A 和 n B 展开

ϕ1 =∑
n = 0

N

cn n A =∑
n = 0

N

cn

(A+)n
n ! (1 - tanh2λ)14 expæ

è
ö
ø

- tanh λ
2 a+2 0 ， (6)

ϕ2 =∑
n = 0

N

dn n B =∑
n = 0

N

dn

(B+)n
n ! (1 - tanh2λ)14 expæ

è
ö
ø

- tanh λ
2 a+2 0 . (7)

n A ，n B 分别是 A空间和 B空间的压缩数态，且满足正交归一性，将 (6)、(7)式代入 (4)、(5)式后分别左乘

A m 和 B m ，得

ω0
2∑n = 0

N

dn A m|n B + (ω1m - ω - ω1
2 )cm = Ecm ， (8)

ω0
2∑n = 0

N

cn B m|n A + (ω1m - ω - ω1
2 )dm = Edm . (9)

式中

A m|n B =
( g
ω
)n2

m !n !
ω1
ω∑k = 0

[n2 ] (-1)k n !
k !(n - 2k)! (

ω2
1

gω
)n - 2k( g

ω
)m - n + 2k

2 m !
(m - n + 2k

2 )!
， (10)

B m|n A =
( g
ω
)
m
2

m !n !
ω1
ω∑k = 0

[m2 ] (-1)km !
k !(m - 2k)! (

ω2
1

gω
)m - 2k( g

ω
)
n - m + 2k

2 n !
( n - m + 2k

2 )!
. (11)
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求解(8)和(9)式可得系统的能量本征值 { }E（ i） [20]和对应的本征波函数 { }c
(i)
n 和 { }d

(i)
n 。

3 演化问题

若初始时刻原子处于激发态，光场处于相干态 α = exp(αa+ - α2

2 ) 0 ，其中 n̄ = α2 是初始时刻的平均光子

数，则初始时刻波函数为：

ψ(0) = 1
2 expæ

è
ç

ö
ø
÷αa+ - α2

2 0 ( )e + g =∑
i = 0

2N
ki[∑

n = 0

N (c(i)
n n A e + d

(i)
n n B g ] . (12)

将(12)式分别左乘 A m ，B m 得到

∑
i = 0

3N
ki c

(i)
m =

é

ë
êê

ù

û
úú1 - æ

è
ç

ö
ø
÷

ω - ω1
2g

2 1
4
expé

ë
ê

ù

û
ú- α2

2
æ
è
ç

ö
ø
÷1 - ω - ω1

2g
2m !

æ
è
ç

ö
ø
÷

ω - ω1
4g

m
2∑

k = 0

[m2 ] ( )-1 k
m !

k !( )m - 2k !
æ

è
çç

ö

ø
÷÷α

2ω1
g

m - 2k

, (13)

∑
i = 0

3N
kid

(i)
m =

é

ë
êê

ù

û
úú1 + æ

è
ç

ö
ø
÷

ω - ω1
2g

2 1
4
expé

ë
ê

ù

û
ú- α2

2
æ
è
ç

ö
ø
÷1 - ω - ω1

2g
2m !

æ
è
ç

ö
ø
÷

ω - ω1
4g

m
2∑

k = 0

[m2 ]
m !

k !( )m - 2k !
æ

è
çç

ö

ø
÷÷α

2ω1
g

m - 2k

. (14)
通过求解(13)和(14)式组成的非齐次线性方程组可得 { }ki ，任意时刻的波函数为：

ψ(t) =∑
i = 0

2N
ki exp( )-iEi t

æ
è
ç

ö
ø
÷∑

n = 0

N

c
(i)
n n A e +∑

n = 0

N

d
(i)
n n B g . (15)

原子处于激发态时的布居几率为：

P = 1
2∑i, j = 0

2N
ki k j exp[ ]-i( )Ei - Ej t

é

ë
ê

ù

û
ú∑

m = 0

N

( )c
( j)*
m cim + d

( j)*
m di

m + ∑
n,m = 0

N

( )c
( j)*
m c

(i)
m A m|n B + d

( j)*
m d

(i)
m B m|n A . (16)

原子布居数反转为：W (t) = 2P - 1, 利用场 (原子)熵来定义原子与场相互作用时产生的量子纠缠。冯诺依曼熵

定义为 S = -Trρ ln ρ [21]，ρ = ψ(t) ψ(t) ，原子的约化密度矩阵为

ρa(t) = Trf ρ =∑
ij = 0

2N
k*

j ki exp[ ]-i( )Ei - Ej t

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê
ù

û

ú

ú
úú
ú

ú∑
m = 0

N

c
(i)
m c

( j)*
m ∑

nm = 0

N

c
(i)
n d

( j)*
m B m|n A

∑
nm = 0

N

d
(i)
n c

( j)*
m A m|n B ∑

m = 0

N

d
(i)
m d

( j)*
m

. (17)

如果选择 (12)式给出的初态，则初始光场和原子均处于纯态，那么光场与原子相互作用的整个系统的熵

为零。根据熵的 Arake - Lieb不等式 [21]

|| Sa - S f ≤ S ≤ || Sa + S f ， (18)
可知，在 t≥ 0 的任意时刻，光场与原子的熵相等。因此可利用原子约化密度矩阵得到量子系统的场(原子)熵。

S f (t) = Sa (t) = -Tr{ ρa (t)ln ρa (t)} = -∑
k

λk lnλk ， (19)
式中 λk (k = 1,2) 为原子约化密度矩阵的本征值。

4 结果与讨论
图 1为双光子 J-C模型和 J-C模型的量子纠缠以及原子布居数反转的演化图。从双光子纠缠的演化中

可以看到，原子和光场的纠缠具有明显的周期性（周期为 π g）和规则的振荡性。随着纠缠的演化，在

t = nπ/g 时量子纠缠变为零，此时光场与原子的纠缠最小，表现为退纠缠现象。通过双光子纠缠与双光子布

居数反转的演化对比可以看出，退相干现象的时间正是布居数反转的回复时间。而原子布居数反转在

t = (2n + 1)π/2g,n = 0,1,2,⋯ 时出现塌缩现象，但量子纠缠达到最大值 ( )ln 2 ≈ 0.7 。在 J-C模型演化规律中，布

居数反转的塌缩区，正好对应量子纠缠的最小值，并且 J-C模型也无退纠缠现象出现。这与双光子 J-C模型
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图 1 (a) 双光子纠缠随时间的演化；(b)双光子原子布居数反转随时间的演化 ; (c)单光子纠缠随时间的演化 ;
(d)单光子原子布居数反转随时间的演化。图中取 n̄ = 25 ，双光子 g = ω 0 /2000 = ω/1000 ; 单光子 g = ω 0 /2000 = ω/2000
Fig.1 (a) Entanglement evolution of the two photon JCM; (b) atomic population inversion evolution of the two photon JCM; (c)

entanglement evolution of the JCM; (d) atomic population inversion evolution of the JCM.
In Fig. 1, n̄ = 25 ，two photon JCM g = ω 0 /2000 = ω/1000 ；JCM g = ω 0 /2000 = ω 2000

得到的结论正好相反。

图 2 为平均光子数 n̄ = 25 ，耦合强度取不同值时双光子布居数反转随时间的演化。如图 1(b)所示，当耦合

强度较小时布居数反转的塌缩区能够完全塌缩，随着耦合强度的增大，如图 2所示，可以明显看出原子布居数

反转塌缩区不能够完全塌缩，出现了小锯齿状的振荡。这主要是由于非旋波项的贡献 [19]。非旋波项跃迁所产

生光子的寿命很短，称为虚光子，根据海森堡能量—时间不确定关系，非旋波项对应的跃迁过程导致系统能量

改变很大，因此在光场与原子相互作用系统中，虚光子对光场与原子相互作用系统具有很大的影响，也就是图

中所看到的小锯齿状的振荡，即所谓的量子噪音 [3-5]，说明耦合强度较大时非旋波项的贡献不可忽略。

图 2 n̄ = 25 时双光子原子布居数反转随时间的演化。 (a) g = ω 0 /500 = ω/250 ；(b) g = ω 0 /200 = ω/100
Fig.2 Atomic population inversion evolution of the two photon JCM with n̄ = 25. (a) g = ω 0 /500 = ω/250 ; (b) g = ω 0 /200 = ω/100

图 3为平均光子数 n̄ = 25 时，耦合强度取不同值时双光子纠缠随时间的演化。当耦合强度较小时，如图 1
(a)所示，纠缠演化曲线呈现明显的周期性，随着耦合强度的增大，如图 3(a)~(d)所示，纠缠演化的周期性逐渐消

失。其次，从双光子纠缠演化图中可以发现，随着耦合强度的增大，光场与原子相互作用产生的纠缠从零演化

到稳定的最大值的时间逐渐减小，如图 3(d)所示，纠缠在很短的时间便达到最大值，且纠缠一旦达到最大值就

会始终保持在最大值附近演化下去。另外，如图 1(a)和 3(a)所示，当耦合强度比较小时，纠缠演化曲线比较光滑。

随着耦合强度的增大非旋波效应逐渐增强，如图 3(b)~3(d)所示，纠缠演化曲线呈现出小锯齿状的振荡。

图 4为 g = ω0 /2000 = ω/1000 ，平均光子数 n̄ 取不同值时，双光子纠缠随时间的演化。通过对比图 1(a)和图 4
可以发现，当耦合强度和平均光子数都较小时，纠缠的演化具有较强的周期性。随着平均平均光子数的增
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图 3 n̄ = 25 时双光子纠缠随时间的演化。 (a) g = ω 0 /200 = ω/100 ; (b) g = ω 0 /100 = ω/50 ; (c) g = ω 0 /50 = ω/25 ; (d) g = ω 0 /20 = ω/10
Fig. 3 Entanglement evolution of the two photon JCM with n̄ = 25. (a) g = ω 0 /200 = ω/100 ; (b) g = ω 0 /100 = ω/50 ;

(c) g = ω 0 /50 = ω/25 ; (d) g = ω 0 /20 = ω/10
大，如图 4(b)中小图所示，纠缠演化曲线在较短的时间内依然保持较好的周期性，在 t = nπ/g 时量子纠缠不为

零。从图 4(b)中可以发现随着演化时间的增加，量子纠缠周期性消失，且纠缠达到较稳定的最大值所需时间

明显增加。随着平均光子数的增加，非旋波效应也随之增强，双光子纠缠曲线小锯齿状的振荡也逐渐增强。

图 4 g = ω 0 /2000 = ω/1000 时双光子纠缠随时间的演化。 (a) n̄ = 5 ；(b) n̄ = 35
Fig. 4 Entanglement evolution of the two photon JCM with g = ω 0 /2000 = ω/1000. (a) n̄ = 5 ; (b) n̄ = 35

图 5为 g = ω0 /100 ，n̄ = 10 时失谐对双光子纠缠特性的影响。对比图 5(a)和图 5(b)可以发现，当失谐较小时，纠

缠演化周期性显著，随着失谐的增大，量子纠缠周期性消失且经过较长时间纠缠依然能够达到较稳定的最大值。

从图 5中可以发现随着失谐的增加，双光子纠缠曲线小锯齿状的振荡也逐渐增强，说明了非旋波效应不可忽略。

图 5 g = ω 0 /100 ，n̄ = 10 时双光子纠缠随时间的演化。 (a) Δ = 0.01；(b) Δ = 0.8
Fig.5 Entanglement evolution of the two photon JCM with g = ω 0 /100 , n̄ = 10 . (a) Δ = 0.01 ; (b) Δ = 0.8
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5 结 论
在非旋波近似下精确求解了双光子 J-C模型与相干态光场相互作用时量子纠缠和原子布居数反转随时

间的演化。数值计算的结果表明，随着耦合强度的增大，非旋波效应逐渐增强，纠缠的周期性逐渐消失，纠

缠和原子布居数反转的塌缩区，出现小锯齿状振荡。随着平均光子数的增加，非旋波效应也随之增强，量子

纠缠周期性消失，且纠缠达到较稳定的最大值所需时间明显增加。双光子纠缠曲线小锯齿状的振荡也逐渐

增强。随着失谐的增大，双光子纠缠周期性消失，非旋波效应逐渐增强。
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