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正弦振动下动态调制传递函数分析与研究
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摘要 振动导致航空相机成像分辨率下降，常采用动态调制传递函数（MTF）评价振动对成像质量的影响。根据线

性光学系统的传递函数理论，针对任意频率的正弦振动，提出一种基于第一类贝塞尔函数的动态 MTF计算方法，并

以奈奎斯特频率处动态 MTF不小于 0.9为条件，得出低频振动的振幅容限随频率增加而减小，高频振动的振幅容限

为 0.2 pixel。通过对刀口靶标进行正弦振动下动态成像实验，得出理论计算结果与实验结果间相对误差小于

4.25%，相比以往相关文献的分析结果，计算精度最大可提高 18.5倍，因此该方法可用于预估和评价振动环境下航

空相机的成像质量，对视轴稳定系统的设计具有指导意义。
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Abstract The image resolution of aerial camera declines resulting from vibration and the dynamic modulation

transfer function(MTF) is used to evaluate the impact of vibration on image quality. In accordance with the transfer

function theory of linear optical system, a formula based on Bessel function of the first kind is established to

calculate dynamic MTF for sinusoidal vibration at any frequency. The tolerance of vibration amplitude is calculated

with the restriction that dynamic MTF at Nyquist frequency is no less than 0.9. For low-frequency, the amplitude

tolerance declines as frequency rises. And the tolerance of high- frequency is 0.2 pixel. The dynamic imaging

experiment of the edge target under sinusoidal vibration is carried out. The experiment shows that the relative error

between the MTFs calculated from the derived formula and the MTFs obtained by slanted-edge method from the

practical degraded image is less than 4.25%. The accuracy rises 18.5 times compared with other relevant literature.

Therefore, the proposed formula can be used to estimate and evaluate the image quality of aerial camera under

vibration and is significant for the design of the line-of-sight stabilization system.
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1 引 言
随着航空相机技术的发展，对光学成像系统的成像分辨率要求越来越高，此时振动已成为限制其高分

辨成像的重要因素。动态调制传递函数 (MTF)能够客观地反映振动对成像系统像质的影响，被广泛地用于
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评价系统的动态成像能力 [1,2]。

目前关于动态 MTF的研究，国内外学者已做了很多工作，但大多局限于匀速运动和高频正弦振动，而且

高频正弦振动也仅限于曝光时间为振动周期整数倍的情况，对于低频正弦振动以及曝光时间不为振动周期

整数倍的高频正弦振动，相关文献则很少涉及。廖静宇等 [3]针对低频正弦振动，提出基于离散相位区间的动

态 MTF计算方法，计算动态 MTF的期望值作为低频正弦振动下成像质量的评价指标。孙崇尚等 [4]指出曝光

时间不为振动周期整数倍的一般情况下，高频正弦振动对成像质量的影响也具有随机性，但没低频正弦振

动下随机性明显。正弦振动作为航空相机像点运动的基本形式，需要建立更全面、准确的动态 MTF计算模

型，以评价振动对航空相机成像质量的影响。

本文根据线性光学系统的传递函数理论，针对正弦振动，推导出一种计算动态 MTF的一般性公式，而不

必再按低频、高频分开讨论。为验证动态 MTF计算模型的正确性，设计了动态成像实验，理论计算出的动态

MTF与实验结果间相对误差小于 4.25%，相比以往相关文献的分析结果，具有更好的计算精度，因此该方法

可用于预估和评价振动环境下成像质量的优劣，在航空相机视轴稳定系统设计中具有指导意义。

2 光学成像系统动态调制传递函数
在理想光学成像系统中，物与像成共轭关系，对于一维运动，其线扩散函数 (LSF)为 δ(X) 。振动会引起成

像时刻被照物影像相对光学系统焦平面发生运动，假设像点位移为 x(t) ，则 LSF变为 δ[X - x(t)] 。光学系统实

际的成像结果为曝光时间内能量的叠加，LSF应为归一化的能量分布 [5]，公式为

F LS (X) = 1
te
∫tsts + te

δ[ ]X - x( )t dt, (1)
式中 ts 为初始曝光时刻，te 为曝光时间。动态光学传递函数(OTF)为 LSF的傅里叶变换，即

FOT ( f ) = ∫-∞+∞F LS (X)exp(-2jπfX)   dX, (2)
式中 f 为空间频率，将(1)式代入(2)式，经计算可得

FOT ( f )   = 1
te
∫tsts + te exp[ ]-2jπfx( )t dt , (3)

进而求出MTF
FMT ( f )   = |

|
||

|

|
|| 1
te
∫tsts + te exp[ ]-2jπfx( )t dt , (4)

由 (4)式可知，可直接由像点位移函数计算光学成像系统的动态 MTF。相比基于空间域的计算方法，这种计

算方法无需分析曝光时间内像点位移的概率密度函数，来等价于成像系统的 LSF，分析方法简单。在后续分

析中，以此研究正弦振动下动态MTF的计算。

3 正弦振动下动态MTF分析
对于正弦振动，在振动幅值一定的情况下，其成像质量的退化取决于曝光时间 te 与振动周期 T 之比以

及初始曝光时刻 ts 。目前大多根据 te /T 的大小而将正弦振动分为低频正弦振动 ( te /T < 1 )和高频正弦振动

( te /T > 1 )两类 [6]。

3.1 低频正弦振动下动态MTF分析

低频正弦振动主要由载机飞行中低频姿态变化引起的，由于曝光时间仅为振动周期的一部分，曝光时

间内像移的大小随着初始曝光时刻的不同而不同，因此低频正弦振动对成像质量的影响表现为随机性，如

图 1所示。其中 d为任意曝光时刻下的像移大小，像移最小值 dmin发生在曲线斜率较小的地方，像移最大值

dmax发生在曲线斜率最大处。

为计算低频正弦振动下动态 MTF，Rudoler等 [7-8]认为在很短的曝光时间内像移速度变化不大，可用匀速

运动近似，故动态 MTF可用 sinc 函数表示，即 FMT = ||sinc(πfdmax) 。然而当曝光时间不远小于振动周期时，这

种近似将带来较大的计算误差。根据动态 MTF的一般性计算公式，推导出一种基于第一类贝塞尔函数的动

态MTF计算方法。假设像点位移函数为
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图 1 低频正弦振动下不同曝光时刻对应的像移

Fig.1 Image motion of different exposure time for low-frequency vibration
x(t) = D sinæ

è
ö
ø

2π
T

t , (5)
将(5)式代入(4)式中得正弦振动下动态MTF

FMT ( f, ts) = |

|
||

|

|
|| 1
te
∫tsts + te expé

ë
ê

ù
û
ú-2jπfD sinæ

è
ö
ø

2π
T

t  dt , (6)
式中被积函数可写为第一类贝塞尔函数级数的形式 [9]，即

exp[-2jπfD sinæ
è

ö
ø

2π
T

t = J0(2πfD) + 2∑
k = 1

+∞ J2k(2πfD)cosæ
è

ö
ø

4kπ
T

t - 2j∑
k = 1

+∞ J2k - 1( )2πfD sin é
ë
ê

ù
û
ú

(4k - 2)π
T

t , (7)
将(7)式代入(6)式可得

FMT ( f, ts) =
|

|
||

|

|
||
1
te
∫tsts + te é

ë
ê

ù
û
úJ0(2πfD) + 2∑

k = 1

+∞ J2k(2πfD)cosæ
è

ö
ø

4kπ
T

t dt   - j 1
te
∫tsts + teì

í
î

ü
ý
þ

2∑
k = 1

+∞ J2k - 1(2πfD)sin é
ë
ê

ù
û
ú

(2k - 1)2π
T

t dt , (8)
式中两无穷级数在区间 [0, +∞) 均一致收敛 [10]，即

J0(2πfD) + 2∑
k = 1

+∞ J2k(2πfD)cosæ
è

ö
ø

4kπ
T

t →t ∈ [0, +∞)cosé
ë
ê

ù
û
ú2πfD sinæ

è
ö
ø

2π
T

t , (9)

2∑
k = 1

+∞ J2k - 1(2πfD)sinæ
è

ö
ø

4kπ - 2π
T

t →t ∈ [0, +∞)sin é
ë
ê

ù
û
ú2πfD sinæ

è
ö
ø

2π
T

t , (10)
于是(8)式中可交换积分与求和顺序得

FMT ( f, ts) =
|

|
||

|

|
|| J0(2πfD) + 2∑

k = 1

+∞ J2k(2πfD) 1
te
∫tsts + te cosæ

è
ö
ø

4kπ
T

t dt   - 2j∑
k = 1

+∞ J2k - 1(2πfD) 1
te
∫tsts + te sin é

ë
ê

ù
û
ú

(4k - 2)π
T

t dt , (11)
而(11)式中两积分项积分后得

1
te
∫tsts + te cosæ

è
ö
ø

4kπ
T

t dt = sin cæ
è
ç

ö
ø
÷2kπ te

T
cosæ

è
ç

ö
ø
÷2kπ 2ts + te

T
, (12)

1
te
∫tsts + te sin é

ë
ê

ù
û
ú

(4k - 2)π
T

t dt = sin cé
ë
ê

ù
û
ú(2k - 1)π te

T
sin é

ë
ê

ù
û
ú(2k - 1)π 2ts + te

T
, (13)

将(12)式、(13)式代入(11)式中，得动态MTF

FMT ( f, ts) =
|

|

|

|

|
||
|
|

|
|

|

|

|

|
||
|
|

| J0(2πfD) + 2∑
k = 1

+∞ J2k(2πfD)sin cæ
è
ç

ö
ø
÷2kπ te

T
cosæ

è
ç

ö
ø
÷2kπ 2ts + te

T

-2j∑
k = 1

+∞ J2k - 1(2πfD)sincé
ë
ê

ù
û
ú(2k - 1)π te

T
sin é

ë
ê

ù
û
ú(2k - 1)π 2ts + te

T

. (14)

可见动态 MTF是振动幅值 D 、曝光时间与振动周期之比 te /T 和初始曝光时间 ts 的函数。当 D 、te /T 一

定时，可绘制出不同初始曝光时刻下的动态MTF曲线 (取前 50阶贝塞尔函数近似计算，下同)，如图 2所示，可

见动态MTF随着初始曝光时刻的不同存在很大差异。

3.2 高频正弦振动下动态MTF分析

由载机发动机、电机转动引起的高频正弦振动是另外一种形式，一般认为曝光时间内至少包括一个振
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图 2 D = 15 μm    ,     te /T = 0.25 时动态MTF曲线

Fig.2 Dynamic MTF curves with D = 15 μm    ,     te /T = 0.25
动周期，如图 3所示，这种情况下，曝光时间内像点运动的幅值范围始终为 2D 。

1) 当曝光时间与振动周期之比为整数时，动态MTF为

FMT ( f ) = |

|
||

|

|
|| 1
te
∫tsts + nT expé

ë
ê

ù
û
ú-2jπfD sinæ

è
ö
ø

2π
T

t dt = || J0(2πfD) , (15)
此时动态 MTF仅与振动幅值有关，而不随曝光时刻的变化而不同，图 4绘制出不同振动幅值下对应的动态

MTF曲线。

2) 当曝光时间不为振动周期整数倍时，动态MTF为

FMT ( f, ts) = |

|
||

|

|
|| 1
te
∫tsts + nT + Δtexpé

ë
ê

ù
û
ú-2jπfD sinæ

è
ö
ø

2π
T

t dt = |

|
||

|

|
|| nT
te

J0(2πfD) + 1
te
∫tsts + Δtexpé

ë
ê

ù
û
ú-2jπfD sinæ

è
ö
ø

2π
T

t dt , (16)

此时动态 MTF 分为两项，第一项为在曝光时间 nT 内对应的动态光学传递函数，仅与振动幅值有关。由

0 < Δt < T ，第二项可看作低频正弦振动下动态 OTF，除与振动幅值有关外，还与初始曝光时刻有关，因此高

频正弦振动下动态MTF也表现出随机性，动态MTF的计算公式为

FMT ( f, ts) =

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|||
|

|

|

|

|

|

|
|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|||
|

|

|

|

|

|

|
J0(2πfD) + 2∑

k = 1

+∞ J2k(2πfD)cosé
ë
ê

ù
û
ú2kπ 2ts + Δt

T

sin é
ë
ê

ù

û
ú2kπæ

è
ç

ö
ø
÷

te
T

- n

2kπ te
T

-2j∑
k = 1

+∞ J2k - 1(2πfD)sin é
ë
ê

ù
û
ú(2k - 1)π 2ts + Δt

T

sin é
ë
ê

ù

û
ú(2k - 1)πæ

è
ç

ö
ø
÷

te
T

- n

(2k - 1)π te
T

. (17)

图 5给出了振动幅值 D = 10 μm 时，不同 te /T 下的动态 MTF曲线。可见相比低频正弦振动，高频正弦振

动下动态MTF曲线随机性不明显，而且随着 te /T 的增大，随机性减弱，与文献[4]中给出的实验结果一致。

图 3 高频正弦振动

Fig.3 High-frequency sinusoidal vibration
图 4 te /T = n 时高频振动下的动态MTF曲线

Fig.4 Dynamic MTF curves of high-frequency
vibration with te /T = n
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图 5 不同曝光时间下动态MTF曲线。（a）te /T = 1.5 ；（b）te /T = 5.5
Fig.5 Dynamic MTF curves with different exposure time. (a) te /T = 1.5 ；(b) te /T = 5.5

3.3 动态MTF截断误差分析

在计算低频和高频正弦振动下动态 MTF时，由于 (14)式与 (17)式均为无穷级数求和，当取有限项计算时

会存在截断误差。下面以 (14)式为例对其截断误差进行理论分析。假设取前 2N 阶贝塞尔函数计算时，其截

断误差为 E rr (N )

E rr (N ) ≤ 2
é

ë
êê

ù

û
úú∑

k = N + 1

∞ J2k( )2πfD sincæ
è
ç

ö
ø
÷2kπ te

T
cosæ

è
ç

ö
ø
÷2kπ 2ts + te

T

2

+ìí
î

ü
ý
þ

∑
k = N + 1

∞ J2k - 1(2πfD)sincé
ë
ê

ù
û
ú( )2k - 1 π te

T
sin é

ë
ê

ù
û
ú(2k - 1)π 2ts + te

T

2 , (18)

根据基本不等式，(18)式可进行如下缩放后得

E rr (N )   ≤ 2
ì

í

î

ï
ï

ï
ï

ü

ý

þ

ï
ï

ï
ï

∑
k = N + 1

∞ |

|
||

|

|
|| J2k(2πfD)sin cæ

è
ç

ö
ø
÷2kπ te

T
cosæ

è
ç

ö
ø
÷2kπ 2ts + te

T

+∑
k = N + 1

∞ |

|
||

|

|
|| J2k - 1(2πfD)sin cé

ë
ê

ù
û
ú(2k - 1)π te

T
sin é

ë
ê

ù
û
ú(2k - 1)π 2ts + te

T

≤ 2{ }∑
k = N + 1

∞
|| J2k(2πfD) + ∑

k = N + 1

∞
|| J2k - 1(2πfD) , (19)

合并整理后可得

E rr (N ) ≤ 2 ∑
k = 2N + 1

∞
|| Jk(2πfD) , (20)

而第一类整数阶贝塞尔函数可写为无穷级数的形式 [9]

Jk(2πfD) =∑
m = 0

∞ (-1)m 1
m !(m + k)! (πfD)2m + k , (21)

将(21)式代入(20)式中得

E rr (N ) ≤ 2 ∑
k = 2N + 1

∞ é
ë
ê

ù
û
ú∑

m = 0

∞ 1
m !(m + k)! (πfD)2m + k ≤ 2 ∑

k = 2N + 1

∞ é

ë
ê

ù

û
ú

(πfD)k
k ! ∑

m = 0

∞ 1
m ! ( )πfD 2m = 2 exp[ ]( )πfD 2 ∑

k = 2N + 1

∞ (πfD)k
k ! , (22)

由 exp(πfD) 在 πfD = 0 处作泰勒展开

exp(πfD) =∑
k = 0

∞ (πfD)k
k ! =∑

k = 0

2N (πfD)k
k ! + ∑

k = 2N + 1

∞ (πfD)k
k ! , (23)

而将 exp(πfD) 在 πfD = 0 处作泰勒展开写成含有余项的形式 [11]

exp(πfD) =∑
k = 0

2N (πfD)k
k ! + exp(ξ)

(2N + 1)! (πfD)2N + 1 , (24)
式中 ξ ∈ (0,πfD) ，于是可得动态MTF计算的截断误差为

E rr (N ) ≤ 2 exp[(πfD)2 + ξ]
(2N + 1)! (πfD)2N + 1 . (25)

以图 2中的参数为例，πfD = π × 50 × 0.02 = π 计算，取前 50阶贝塞尔函数，即 N = 25 计算时，动态MTF的

截断误差 E rr (N ) ≤ 1.31 × 10-35 ，可见其截断误差很小，满足计算要求。
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3.4 正弦振动振幅容限计算

在实际工程应用中，为了保证任意曝光时刻均成像清晰，仅需分析正弦振动下成像模糊最严重时的动

态 MTF即可 [6]。通过对比低频正弦振动和高频正弦振动下动态 MTF的计算公式，当曝光时间以正弦振动曲

线零点为中心，即 ts = (T - te)/2 时，模糊最严重，其动态MTF为

FMT ( f ) =
|

|

|

|
||
|

|
|

|

|

|
||
|

| J0(2πfD) + 2∑
k = 1

+∞ J2k(2πfD)
sin(2kπ te

T
)

2kπ te
T

, (26)

此时动态MTF仅与振动幅值、曝光时间和振动周期之比有关。图 6给出了不同 D 和 te /T 的正弦振动下动态MTF
曲线，从图中可看出在振动频率一定时，降低振动幅值和减小曝光时间可有效提高动态MTF，减小振动对成像

质量的影响。目前常通过设计两轴稳定框架或反射镜来补偿振动引起的像移，保证航空相机成像质量。

但在视轴稳定系统设计中，完全消除振动对成像的影响是不可能的，往往需要给出合适的振幅容限。

通常以奈奎斯特频率处动态 MTF不小于 0.9为约束条件 [12]，由 (26)式可计算出不同 te /T 下的振幅容限，计算

结果如图 7所示，其中横轴采用对数坐标，纵轴采用线性坐标。当 te /T < 0.5 时，振幅容限随着 te /T 的增大而

逐渐降低，当 0.5 < te /T < 5 时，振幅容限随着 te /T 的变化而有一定的波动，而当 te /T > 5 时，振幅容限基本保持

不变。可见振幅容限仅与曝光时间和振动周期的比值有关，各振动频率下的振幅容限视曝光时间的长短而

定。当曝光时间一定时，对于低频正弦振动，随着振动频率的增加，振幅容限减小，而对于高频正弦振动，允

许的振幅最大值为 0.2 pixel。根据像点运动的振幅容限，可求出所允许的角振动幅值容限，为视轴稳定系统

的设计提供参考。

4 动态成像实验
为验证上述动态MTF分析方法的正确性，进行了动态成像实验，实验原理如图 8所示。相机安装在振动

台上，振动台为相机提供正弦振动，刀口靶标经平行光管和成像物镜后，成像于探测器上。当无正弦激励

时，刀口靶标成清晰图像，而当施加正弦激励时，刀口靶标成模糊图像。根据倾斜刃边法，通过对退化刀口

图像分析可得到动态MTF[13-16]。

选择相机的焦距为 75 mm，探测器的像元尺寸为 3.65 μm ，设定相机曝光时间为 20 ms，正弦振动的幅值

为 10 mm，振动频率为 25 Hz下动态成像，得到退化的刀口图像，如图 9所示，可见由于初始曝光时刻的不同，

刀口图像模糊的程度不同，图 9(b)~(f)分别表示模糊由轻到重。图 9(g)给出由退化刀口图像分析得到的模糊

最严重时的动态 MTF曲线以及两条理论计算曲线，可以看出，相比用 sinc 函数近似计算，通过 (26)式计算得

到的动态MTF曲线与由退化刀口图像分析得到的动态MTF更吻合。

为验证在任意振动频率下，推导的计算方法均具有很好的计算精度，分别在振动频率为 10、15、20、…、

300 Hz下动态成像。同样对退化刀口图像分析，绘制出空间频率为 25 lp/mm处的动态 MTF曲线，如图 10(a)

图 6 不同 D 和 te /T 的正弦振动下动态MTF曲线

Fig.6 Dynamic MTF curves of sinusoidal vibration
with different D and te /T

图 7 像移振幅容限

Fig.7 Amplitude tolerance of image motion
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图 8 动态成像实验原理图

Fig.8 Sketch of dynamic imaging experiment

图 9 te /T = 0.5时退化刀口图像和动态MTF曲线。(a) 无振动时图像 ; (b)~(f)模糊由轻到重图像 ; (g) 模糊最重时MTF曲线

Fig.9 Degraded image and dynamic MTF due to vibration when te /T = 0.5 . (a) Image without vibration;
(b)~(f) images with minimum to maximum blurring; (g) MTF curves of the most blurred image

所示，图 10(a)还给出计算曲线以及以往相关文献 [17]的理论计算结果。并以实验结果为真值，给出两种理论

计算结果的相对误差曲线，如图 10（b）所示。可见根据以往相关文献计算的动态 MTF 相对误差较大，在

te /T = 0.7 处相对误差达到 78.5%，而本文方法在任意振动频率处动态MTF相对误差均小于 4.25%，具有更好的

计算精度，在 te /T = 0.7 处，计算精度提高 18.5倍，因此可更好地预估和评价振动环境下航空相机的成像质量。

图 10 实验结果

Fig.10 Experimental results

5 结 论
振动导致航空相机成像模糊，成像分辨率降低，动态 MTF被广泛地用于评价振动对成像质量的影响。

正弦振动作为影响成像质量的基本运动形式，需要建立更全面、准确的评价模型。采用线性光学系统传递

函数理论，推导出计算任意振动频率下动态调制传递函数的一般性公式，并通过对刀口靶标进行动态成像

实验，验证了理论分析的正确性。相比以往相关文献的分析结果，本文方法具有更高的计算精度，可更准确

地预估和评价振动环境下航空相机的成像质量，对视轴稳定系统的设计具有重要指导意义。
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