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基于直线段对应的相机位姿估计直接最小二乘法
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摘要 为了实现高精度的基于直线段对应的相机位姿估计，提出一种直接最小二乘法。通过提出并利用一种直线

段之间的距离测度，将原问题转化为最小化一个姿态旋转矩阵的二次目标函数，该距离测度综合考虑了线段的端点

距离、中点距离、夹角和线段的长度，通过旋转矩阵的 CGR参数表达获得一个修正的目标函数，此修正目标函数的

最优解条件组成了一个三元三次方程组，利用代数多项式方法在不需要迭代的情况下直接求解这个方程组，从而得

到了旋转矩阵的全局最优解。该算法的计算复杂度为 O(n)。仿真和真实实验验证了该方法的有效性和高精度。
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Abstract In order to estimate the camera pose from straight line segment correspondences in high precision, a

direct least squares solution is proposed. A straight line segment distance measurement which integrates distance

between endpoints，midpoints, angle and lengths of two line segments is proposed and used to transform the original

problem into minimize a quadratic cost function of pose rotation matrix. A modified cost function based on the CGR

parameters of rotation matrix is minimized, which the optimality conditions form a system of three third-order

polynomial equations. Algebraic method is used to solve this system directly without requiring iterations, and the

globally optimal solution of rotation matris is obtained. The complexity of proposed method is O(n). The efficiency

and high precision are demonstrated by synthesized and real data experiments.
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1 引 言
相机位姿估计问题是指在给定相机内参数，已知 3D模型特征和其在像面上的投影，求解相机位置和姿

态的问题 [1]。若采用点特征，则称为 n点透视 (PnP)问题；若为直线特征，则称为 n线透视 (PnL)问题。PnP问题

已经在近些年得到了显著的发展 [2-6]。而对 PnL问题，由于直线特征能够更加稳健的提取，并且更多的反映

参考模型的结构信息，能够较少的受噪声和遮挡影响，因此，近些年也得到了广泛的研究。
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通常，求解 PnL问题的算法分为线性算法和迭代算法。线性算法速度较快，但精度不高。而迭代算法对

某个目标函数进行迭代优化，一般精度较高，但计算量大。

PnL问题所需要的最少线数为 3(P3L)。文献 [7-10]均得到了基于直线方向约束的 8次多项式方程，也就

是 P3L问题最多有 8组解。当 n>3时，Ansar等 [11]通过线性求解旋转矩阵的各个元素，其计算复杂度为 O(n2)，
且其精度对图像噪声很敏感。Mirzaei等 [12]提出了利用代数多项式方程方法求解一个修正的方向误差函数，

从而确定了旋转矩阵的全局最优解，之后线性求解平移向量。Zhang等 [10]参考了 RPnP[2]的方法，提出一种稳

健高效的方法，选择一个旋转轴，把问题转化为 3条直线一组的情况。每一组都存在一个 8次多项式，然后

组合起来求解一个 15阶次的方程来求解这个旋转轴，建立线性方程组求解剩余的旋转参数和平移向量，采

用绝对定向规范相机的位姿。Liu等 [13]利用了一种角度深度信息求解相机姿态。张跃强等 [14]提出了结合粒

子滤波跟踪和 E-估计优化的位姿跟踪估计算法。

迭代算法通常要最小化某种代价函数。通常代价函数可以选择在像方，也可以选择在物方。针对此，Kumar
等[15]提出了多种不同的代价函数，并提出一种能够同时求解旋转和平移的迭代算法。Taylor等[16]定义了一种二维

(2D)线段和2D直线的距离后，首次给出了PnL问题的重投影像方误差目标函数，并且给出了一种优化策略。Christy
等[17]提出一种针对仿射(弱透视或参数弱透视)相机模型的迭代方法，该方法需要较好的初值，否则计算量很大。

针对未知 2D直线与三维 (3D)直线对应的情况，很多文章都采取了类似文献 [18]方法的思想，依次迭代求

解位姿关系和对应关系。David等 [19]根据弱透视相机模型提出了 SoftPOSIT算法。Zhang等 [20]也提出了一种

同时求解位姿和对应关系的算法，针对位姿求解的部分，其最小化直线方向误差与线上某个点的共面误差

的加权和，迭代方法参考了文献[5]，提出直线对应的正交迭代方法。

本文针对在对应关系已知的情况下如何求解相机位姿的问题，提出一种直线段之间的距离测度，该距离

测度综合考虑了线段的端点距离、中点距离、夹角和线段的长度。利用此将原问题转化为最小化一个旋转矩

阵的非线性目标函数，利用旋转矩阵的 CGR参数表达修正目标函数，用代数多项式方法线性求出其全局最优

解。虽然与文献[12]使用了相同的代数多项式方法，但提出了更加合理的距离测度和目标函数。文献[12]先求

旋转后求平移，势必使得旋转矩阵的求解误差传递到平移的误差，而本文方法由于定义了合理的距离测度，并

推导出旋转矩阵已经确定的情况下平移向量存在最优线性解，从而将原问题转化为最小化一个旋转矩阵的二

次目标函数。本文算法具有：1) 可以保证获得全局最优解且精度高；2) 不需要初值；3) 计算复杂度为 O(n)。

2 观测模型和目标函数
2.1 观测模型

位姿估计的目标就是为了获得相机坐标系相对于世界坐标系的变换关系。观测量为已知模型 3D直线

在图像上的 2D投影直线。由于模型一般为有限大，且图像像面也有限，所以，此处 3D和 2D直线实际上是有

限的 3D和 2D直线段。

图 1 模型 3D直线透视投影

Fig.1 Perspective projection of 3D model line
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如图 1所示，世界坐标系 OW - XWYWZW 建立在模型上，且已知模型直线在世界坐标系下的坐标。 L 为

3D模型直线段，P s 、P e 为两个端点坐标。相机坐标系 OC - XCYCZC 则建立在相机上，原点在相机光心，ZC 轴

沿光轴指向相机前方，R, t 为相机坐标系的旋转矩阵和平移向量。由于相机内参已知，则对线段的提取结果

可以认为是在归一化像面上，归一化像面指相机坐标系 ZC = 1的平面。 l 为对应的投影在归一化像面上的

2D直线段，p s 、pe 为两个端点坐标。 π 表示 l 与光心确定的平面，N 表示该平面法向单位矢量。

在没有噪声的情况下，两组对应端点应该满足共线方程，但是通常直线段提取时，端点沿着直线方向的

定位误差较大 [15]，因此实际中使用的是共面方程，即相机光心、图像 2D直线和模型 3D直线三者在同一平面

内。可以表示为

N
T (RP + t) = 0 , (1)

式中 P 为 3D直线上的任意一点在世界坐标系下的坐标。由于 2D直线段两个端点在相机坐标系下的坐标

分别为 [pT
s 1]T 、[pT

e 1]T ，则
N = [pT

s 1]T × [pT
e 1]T

 [pT
s 1]T × [pT

e 1]T . (2)
两点确定一条直线，因此只需要把 3D直线的两个端点代入 (1)式中即可对共面性完全描述。由于直线

也可以使用直线上的任意一点加直线的方向进行描述，因此共面描述还有其他形式，如关于 3D直线的方向

的观测方程为

N
T
Rn = 0 , (3)

式中 n = (P e - P s)  P e - P s 为 3D直线在世界坐标系下的方向矢量。

2.2 直线段之间距离测度

为了建立直线段测量位姿估计的目标函数，需要定义一种直线段之间的距离测度。

每一条线段存在两个端点，设其是有方向的，也就是定义了一个端点为起点，另一个端点为终点。设线

段 LS1 表示为 x = (x s,xe) ，其中 xs 为起点，xe 为终点。线段 LS2 表示为 y = (y s,ye) ，其中 y s 为起点，ye 为终点。

则线段 LS1 、LS2 上的参数化的一般点为

x(t) = x s + t(xe - x s) = txe + (1 - t)x s, t ∈ [0,1] , (4)
y(t) = y s + t(ye - y s) = tye + (1 - t)y s, t ∈ [0,1] , (5)

图 2 两条直线段上的对应点

Fig.2 Point correspondence between two straight line segments
则两个有向直线段之间的距离定义为

d(LS1,LS2) = ∫01 y(t) - x(t) 2dt . (6)
假设两条有向线段内部的点存在对应关系，并且是按照其距离两个端点的长度比例对应的，也就是说

x(t) 与 y(t) 对应，若 t = 0 ，则表示起点对应起点，若 t = 1，则终点对应终点，然后取对应点欧式距离平方的平均

值的 2次根。将(4)式和(5)式代入(6)式，得到

d2 (LS1,LS2) = ∫01 (y(t) - x(t)) 2dt = ∫01(at2 + bt + c)dt = 1
3 a + 1

2 b + c , (7)
式中 a =  [ ]ye - xe - (y s - x s) 2 , b = 2[ ]ye - xe - (y s - x s) T (y s - x s), c =  (y s - x s) 2

。若设 δ s = y s - x s, δe = ye - xe , δ = [δT
s δT

e ]T ,
则容易推导出

d2 (LS1,LS2) = 1
3 ( δ s

2 + δT
s δe +  δe

2) = δTBδ =  Aδ
2 , (8)
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，I 为线段所在维度的单位矩阵。从 (8)式可以看出，此处定义的线段

距离实际上是一种马氏距离。

若考虑两条线段的中点，xm = (x s + xe) 2 ，ym = (y s + ye) 2 ，且 δm = ym - xm ，则也容易得到

d2 (LS1,LS2) = 1
6 ( δ s

2 + 4 δm
2 +  δe

2) . (9)
可见，两条线段之间的距离为起点、中点和终点三个距离加权和，且中点的权重最大。这与传统的只考

虑两个端点的距离 [15, 21]的情况不同，且直观理解，考虑中点更符合实际。

若设 S x =  x s - xe 、S y =  y s - ye 分别表示两条线段的长度，n x = (xe - x s)/Sx 、ny = (ye - y s)/Sy 分别表示两条

线段的指向，θ 表示夹角。则

d2 (LS1,LS2) = 1
6 ( δ s

2 + 4 δm
2 +  δe

2)= 1
6
é

ë
êê

ù

û
úú4 δm

2 + 






xm - Sx

2 nx - (ym - Sy

2 ny )
2

+ 






xm + Sx

2 nx - (ym + Sy

2 ny )
2

=

 δm
2 + 1

12 (S2
x + S2

y ) - 1
6 SxSy cos θ

. (10)

从 (10)式可以得到，两条线段中点距离越小、长度越小、夹角越小，则距离越小。为了更好的理解此处线

段的距离的定义，比较图 3三种情况下的两条线段的距离。

图 3 两条线段距离的三个例子

Fig.3 Three examples of distance of two straight line segments
图 3(a)中，两个线段长度相同且平行，且 δ s = δe ，得到 d2

a =  δ s
2
。图 3(b)中，两个线段长度相同且中点交

叉，则 δ s = -δe ，得到 d2
b = 1

3 δ s
2
。图 (c)中，δe = 0 ，则 d2

c = 1
3 δ s

2
。因此有 d2

a = 3d2
b = 3d2

c 。针对图 3(a)，即使这

两条线段平行，但是其沿垂直线段方向的距离却很大。直观上，把直线段当作点集，那么此处两个直线段之

间的距离就是两个点集之间对应点的距离的一种平均，因此认为图 3(a)的距离相对较大。

若使用传统的仅用两个端点的距离 [15]表示，则图 3(a)与图 3(b)的两条线段之间的距离相同，显然不合理，

并没有考虑两条线段之间的夹角情况。另外，若使用指向误差与某一点 (一般取中点)误差的和 [20]，显然其并

没有考虑线段的长度的影响。

从上述分析可以看出，此距离定义本身综合考虑了两条线段的端点距离、中点距离、夹角和长度，更加

符合实际，并且形式上也较为简洁，方便后续列写统一的目标函数。

2.3 目标函数

在定义了直线段距离的情况下，只需要最小化模型线段到其在相机坐标系下的估计线段之间的距离，

就可以对相机进行位姿估计。

图 4 空间直线段在平面上的投影

Fig.4 Projection from line segment to plane
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如图 4所示，定义 L̂ 为直线段 L 在平面 π 上的估计。满足 L̂ 的两个端点是 L 的两个端点在平面 π 上的

投影，此时也称 L̂ 为 L 在平面 π 上的投影。很容易得到，在上一节线段距离的定义下，L̂ 是在平面 π 上所有

线段中与 L 距离最小的线段。

容易证明，任意一个点 P 在平面 π 上的投影点为 (I - NN
T)P ，从而得到这个点与其投影点的距离为

N
TP 。因此，在上一节的距离定义下，参考(9)式，原位姿估计问题可以转化为最小化下面的目标函数：

J(R, t) =∑
i = 1

n

d2 (Li, L̂i) = 1
6∑i = 1

n

{ }[ ]N
T
i (RPsi + t) 2 + 4[ ]N

T
i (RPmi + t) 2 + [ ]N T

i (RPei + t) 2 , (11)
式中 Psi 、Pei 表示第 i 条 3D模型线段的两个端点，Pmi = (Psi + Pei) 2 为中点，且共有 n 条模型线段。

显然，目标函数(11)式是 t 的二次函数。若 R已知，则可以得到最优 t为

t(R) = -(∑
i = 1

n

N iN
T
i )-1∑

i = 1

n

N iN
T
i RPmi . (12)

注意，此处最优 t的表达式只与中点相关，可以参考（10）式，因为在 R确定的情况下，夹角是固定的，且

线段的长度也是不变的，所以线段之间的距离就只与中点距离相关。

将(12)式代入目标函数(11)式，可以得到目标函数实质是旋转矩阵 9个元素的二次函数。这样，目标函数

(11)式转化为

J(R) = r
TC9 × 9 r , (13)

式中 r = vec(R) 为将 R 矩阵按列堆栈成一个列向量。 C 矩阵的具体计算可以参考文献 [6,22]对 PnP问题的处

理方法。

2.4 修正目标函数

旋转矩阵 R 用其 CGR参数 s = [s1 s2 s3]T 表达为

R = R

1 + s
T
s
, R̄ = (1 - s

T
s)I3 + 2[s]× + 2ssT , (14)

式中 I3 为单位矩阵，[s]× 为反对称矩阵。将(14)式代入目标函数(13)式，得到

J(s) = r̄
T
Cr̄

(1 + s
T
s)2 , (15)

式中 r̄ = vec(R̄) 。设其分子部分为修正的目标函数

J′(s) = r̄
T
Cr̄ . (16)

从（14）式可以看出 R̄X 的每一个元素均为 s 的二次多项式。修正的目标函数 J′为 s1 ，s2 ，s3 的四次多项

式，且阶次与线段数目无关。为了对其进行最小化，只需要取其导数为零，也就是最优条件为

∂J′
s1

= 0, ∂J′
s2

= 0, ∂J′
s3

= 0 . (17)
由于 J′的最高阶次为四次，因此，最优条件 (17)式的最高阶次为 3次。也就是原问题转化为求解三元三

次方程组的问题。一旦获得了此方程组的根，也就得到了最小化修正目标函数的全局最优解，代入（14）式

获得旋转矩阵的解，再根据(12)式得到平移向量的解。

此处，之所以选择修正的目标函数 (16)式，而不是原目标函数 (15)式，因为最小化 (15)式的最优条件阶次

为 7次，会使得后续的计算复杂度很大，同时，根据文献 [4, 12]以及后续实验，最小化修正目标函数求解的相

机位姿精度也很高。

3 多项式方程组求解
用结式方法求得多项式方程组的解，具体可以参考文献[4,12,23,24]。

3.1 构造麦考利矩阵

定义 n 变量单项式为 x
γ = x

γ1
1 x

γ2
2 ⋯x

γn

n ，γi ∈ Z≥ 0 ，和一个包括 n 个变量的多项式为 f =∑
i

ci x
γ
，ci ∈ C 。单

项式的阶次为∑
i = 1

n

γi ，而多项式的阶次则是其包含的单项式中的最高阶次。

5
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假设一个方程组有 n 个多项式，表示为 fi = 0 ，i = 1,⋯,n 。其中对应每个方程的阶次为 di 。再定义一

个辅助多项式：u-多项式，为 f0 = u0 + u1x1 + ⋯ + un xn ，其中 ui 为任意随机数。那么，一般情况下，方程组的解

会使得 f0 ≠ 0 。

定义包含辅助多项式的整个方程组的阶次为

d =∑
i = 0

n

di - n = 1 +∑
i = 1

n

di - n . (18)
定义包含所有阶次等于或低于 d阶的单项式集合为 S ={xγ:∑γi ≤ d} 。可以得到 S的元素个数为 Cn

n + d 。

为了更好的描述，举一个 n = 2 的例子：

f1 = x1 + 2x2 + 5 ，f2 = x2
1 + 2x2

2 - 10 . (19)
在这个例子中，d1 = 1 ，d2 = 2 ，加入辅助多项式 f0 = u0 + u1x1 + u2 x2 后的总的阶次为 d = 2 。阶次小于或

等于 2的单项式集合为 S ={1,x1,x2,x1x2,x2
1 ,x2

2} 。
将 S分解为 n+1个子集：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

Sn ={xγ:xγ ∈ S ; xdn

n |xγ}
Sn - 1 = {xγ:xγ ∈ S, ∉ Sn ; xdn - 1

n - 1|xγ}
⋮
S0 = {xγ:xγ ∈ S, ∉ Sn ,⋯ ∉ S1}

, (20)

式中 | 表示整除。针对上面的例子，则 S2 = {x2
2} ，S1 = {x2

1 ,x1x2 ,x1} ，S0 = {1,x2} 。
在 对 集 合 的 分 解 中 ， || S0 = d1d2⋯dn ，其 中 ||∙ 表 示 取 集 合 的 基 数 ，可 以 认 为 是 集 合 元 素 的 个 数 。

x
di

i , i = 1,⋯,n 不能整除 x
γ ∈ S0 ，因此，在 x

γ = x
γ1
1 x

γ2
2 ⋯x

γn

n 中的每一个 γi 都必须满足 0 ≤ γi < di 。所以，在这种条

件下，会有 d1d2⋯dn 种可能性，也就是 S0 中不同单项式的个数。另外，当 || S0 > n ，集合 S0 中将包含 1和所有

的一阶单项式 x1,x2 ,⋯,xn ，后面将利用特征向量求解方程组。

基于 S0 ,⋯,Sn ，定义单项式集合：

S′
i = ì

í
î

ü
ý
þ

x
γ

x
di

i

:xγ ∈ Si ，i = 1,⋯,n ，S′
0 = S0 . (21)

用 S′
i 中的每一个单项式乘以多项式 fi ，得到扩展的多项式集合：

ì

í

î

ïï

ïï

g0, j = x
γj
f0 , [ j = 1,⋯, || S′

0 ], [xγj ∈ S′
0]

⋮
gn, j = x

γj
fn , j = 1,⋯, || S′

0 , xγj ∈ S′
n

. (22)

从集合构造关系可以看出，所有的 Si 之间不相交，且 || S0 ⋃ ⋯ ⋃ Sn = || S = Cn

n + d ， || S′
i = || Si ，所以有

∑
i = 1

n

|| S′
i = Cn

n + d . (23)
也就是扩展的多项式将会有 Cn

n + d 个。针对例子(19)式，有 S′
2 = {1} ，S′

1 = {1,x1,x2} ，S′
0 = {1,x2} ，从而得到扩展

的多项式集合：

ì

í

î

ï

ï

ïïï

ï

ï

ï

ïïï

ï

g0,1 = u0 + u1x1 + u2 x2

g0,2 = u0 x2 + u1x1x2 + u2 x
2
2

g1,1 = x1 + 2x2 + 5
g1,2 = x2

1 + 2x2 x1 + 5x1

g1,3 = x1x2 + 2x2
2 + 5x2

g2,1 = x2
1 + 2x2

2 - 10

. (24)

因为集合 Si 中单项式的阶次都小于等于 d，所以 S′
i 中单项式的阶次都小于等于 d - di ，这样，所有的 gi, j 的

阶次都小于等于 d。而集合 S 包含了所有阶次小于等于 d的单项式，因此 gi, j 可以写成这些单项式的线性组
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合：

gi, j = x
γj

fi = cTi, j-x
γ ，i = 1,⋯,n ，j = 1,⋯, || S′

i , (25)
式中 ci, j 为对应的系数向量，-x

γ = [xγ1 x
γ2 ⋯ x

γl]T ，x
γi ∈ S ，l = || S = Cn

n + d 。将所有的 gi, j 列写在一起，并用矩

阵表示：

é

ë

ê

ê

ê

êê
ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

úú
ú

ú

ú
g0,1
g0,2

⋮
g1,1

⋮
=
é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

cT
0,1
cT
0,2

⋮
cT
1,1

⋮
-x

γ =M -x
γ =M

é

ë
ê
ù

û
ú-x
α

-x
β , (26)

式中 -x
α 表示属于 S0 中的单项式，-x

β 表示剩下的其他单项式。 M 称为麦考利矩阵，其是具有 || S = Cn

n + d 阶次

的方阵。这个矩阵在多项式代数中具有重要的作用。针对(19)式，则(26)式具体表达为

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

g0,1
g0,2
g1,1
g1,2
g1,3
g2,1

=
é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

u0 u2 0 0 u1 0
0 u0 0 u1 0 u25 2 0 0 1 00 0 1 2 5 00 5 0 1 0 2-10 0 1 0 0 2

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú
}1

x2 -x
α

ü

ý

þ

ïï

ïï

x2
1
x1x2
x1
x2

2

-x
β

. (27)

3.2 求解方程组

假设存在一个解 p = [p1 ⋯ pn]T ，那么其满足 f1(p) = ⋯ = fn (p) = 0 。则有 g1,1(p) = ⋯ = g
n, ||S'

n

(p) = 0 。由于 u

为随机数，所以 f0 (p) 和 g0, j (p) 一般不等于 0。用
-
p

γ 表示 -x
γ 在解 p 处的表达。将其代入(26)式得到

é

ë

ê

ê

ê

ê

êêê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

úúú

ú

ú

ú
g0,1(p)

⋮
g0, || S0

(p)
0
⋮
0

=M
é

ë
êê

ù

û
úú-

p
α

-
p

β . (28)

根据 gi, j 的定义，同时对M矩阵进行分块，可以将(28)式变为

é
ë
ê

ù
û
ú

f0(p)-p
α

0 =M
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

-
p

α

-
p

β
= é
ë
ê

ù
û
ú

M 00 M 01
M10 M11

é

ë
êê

ù

û
úú-

p
α

-
p

β , (29)

式中 M 00 为 || S0 × || S0 的方阵。利用 M 矩阵的 Schur补，可以得到

f0(p)-p
α = M͂

-
p

α , (30)
式中 M͂ =M 00 -M 01M

-1
11 M10 ，为 || S0 × || S0 的方阵。

从 (30)式可以看出，
-
p

α 为 M͂ 矩阵的特征向量，f0(p) 为对应的特征值。因此
-
p

α 可以通过特征分解再加

上一个尺度缩放(因为 S0 中总存在单项式 1)求解出来，其最多有 || S0 个解。

针对例子(19)式，S0 = {1,x2} ， || S0 = 2 。设此时 M͂ 的两个特征向量为 v1,v2 ，则可以的到 x2 的两个解分别为

x*1
2 = v1(2)

v1(1) ,x
*2
2 = v2(2)

v2(1) , (31)
式中 v·( j) 表示取 v· 向量的第 j 个元素。一旦 x2 求得，则例子(19)式很容易得解。

3.3 具体实现

针对原问题(17)式，其为三个三次方程。容易得到 d = 7 。则

S ={sγ = s
γ1
1 s

γ2
2 s

γ3
3 :γ1 + γ2 + γ3 ≤ 7} , (32)

可以得到 S 集合中元素的个数为 C3
3 + 7 = 120 。且 || S0 = 27 > n = 3 ，则集合 S0 中将包含 1和所有的一阶单

项式 s1, s2, s3 。具体的有
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S0 = {1, s1, s21 , s2, s1s2, s21 s2, s22, s1s22, s21 s22, s3, s1s3, s21 s3, s2 s3, s1s2 s3, s21 s2 s3, s22 s3,
s1s

2
2 s3, s21 s22 s3, s23 , s1s23 , s21 s23 , s2 s23 , s1 s2 s23 , s21 s2 s23 , s22 s23 , s1 s22 s23 , s21 s22 s23}

, (32)
注意到，S0 中第 2，4，10个元素分别对应着 s1, s2, s3 。
根据 (30)式，通过构造 M͂ ，求其特征向量，得到了 S0 集合的 27个解，也就得到了最优条件 (17)式中未知

数 s1, s2, s3 的 27个解。

实际具体实现中需要注意的有：

1) (26) 式中麦考利矩阵 M 的构造，可以采用参数形式构造，再将具体数字代入得到矩阵的具体值。这

样，整个问题只需要构造一次 M 矩阵，以后再使用时，直接代入具体数值即可。

2) 27个候选解中，虚数解可以直接舍掉。因为 CGR参数一定是实数。实验中，发现最多只有 4组解为实

数。

3) 可以从候选解中求出使得代价函数（16）式最小的全局最优解。

4) 当 u-多项式 f0 在最优解处接近零时，则求解时数值不稳定，此时，只需要再重新随机生成一个 u-多
项式即可。

5) 当旋转矩阵的旋转角接近 180°的时候，CGR参数将会非常大，导致求解的数值不稳定，此时，只需要

将原旋转矩阵随机旋转为另一个新的旋转矩阵，当新的旋转矩阵求解结束时再旋转回来即可。

4 实 验
4.1 数字仿真实验

默认的仿真条件为：相机的等效焦距为 1024，半视场角为 25°，2D直线段的两个端点在图像上随机生成，

对应的 3D直线段的端点的深度为 [10,20]区间均匀随机数。由于直线段的端点沿直线方向定位误差较大，因

此，参考文献 [15]中直线段噪声的添加方法，沿直线方向，加入 [0,20%]均匀分布的长度比例噪声，沿直线垂直

方向，两个端点分别加入独立的方差为 1 pixel的高斯噪声。相机的姿态旋转矩阵 R 随机生成，平移 t 的 3个

分量分别按照 N (0,100) 随机生成。进行位姿估计的线段对数为 10。每一种配置仿真 1000次，统计旋转误差

及平移误差的平均值。旋转矩阵的误差用两个旋转矩阵之间的夹角表示，平移向量的误差用距离表示：

ER = cos-1é
ë
êê

ù

û
úú

tr(RT
R g) - 1
2 , (34)

Et =  t - tg , (35)
式中 R g 、tg 为对应的真值。

在计算精度和计算时间上，比较下列六种算法：

1) RPnL，文献[10]提出的利用 P3L的组合，将旋转的求解转化为求解一个 15次方程的稳健高效线性算法。

2) Ansar, 文献 [11]提出的用新参数表达使得多项式方程组变为线性方程组的线性算法，其计算复杂度

为 O(n2)。
3) Mirzaei,文献[12]提出的使用直接最小二乘方法先求旋转再求平移的线性算法。

4) RpnL+Kumar, 以 RPnL为初值的、文献[15]中的 R_and_T迭代算法。

5) RPnL+LOI, 以 RPnL为初值的、文献[20]中的直线对应正交迭代算法。

6) DLSPnL, 本文提出的直接最小二乘法。

图 5、6分别给出了噪声水平从 0.5 pixel逐渐增加到 5 pixel、直线段数目从 4增加到 20得到的相机位姿的误

差统计结果。可以看出，DLSPnL算法精度不仅是线性算法中精度最高的，还略高于两种迭代方法。

图 7给出了在目前常用配置 PC机上使用 Matlab软件实现，获得的六种算法随直线段对数目增加所需要

的计算时间，其中图 7(a)是较少直线段数的情况，图 7(b)为大量数目的情况。注意，Ansar算法的复杂度为 O

(n2),因此图 7(b)并没有画出，再者，两种迭代算法的时间需要加上求解初值的时间。可以看出，在直线段数较

少时，本文算法计算时间并不占优势，但仍然很快。本文算法与Mirzaei算法都需使用代数多项式方法，因此
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图 5 六种算法随着噪声增加的平均位姿误差

Fig.5 Mean pose errors with respect to varying noise levels of six algorithms

图 6 六种算法随着线数增加的平均位姿误差

Fig.6 Mean pose errors with respect to varying number of lines of six algorithms

图 7 六种算法随着线数增加的平均计算时间

Fig.7 Mean computational time with respect to varying number of lines of six algorithms
两者计算时间接近。由于求解多项式方程组的时间可以认为是固定的，而系数矩阵的构造随着直线段数的

增加所增加的计算量是缓慢的，因此，在直线段数较大时，本文算法相对于除 Mirzaei算法外的其他 4种算

法，在计算速度上具有明显的优势。

4.2 真实图像实验

为了验证提出的直接最小二乘法的有效性，分别对一组仿真生成的卫星图像序列和一组真实卫星模型图

像序列进行处理。直线特征采用文献[25]的方法检测。首帧手动确定 2D图像线段与 3D模型线段之间的对应

关系，之后则采用最近邻方法确定对应关系。真实图像相机的内参提前使用 Zhang[26]的方法标定。利用直接最

小二乘法对相机进行位姿估计，并针对仿真生成的图像，将模型重投影到图像上，针对真实图像，将可见的模

型线段重投影到图像上。如图 8所示，红线表示重投影线，第一行为 4幅仿真生成的图像重投影模型的结果，

第二行为 4幅真实图像重投影结果，可以看出，重投影结果与图像中的模型符合的很好，表明本算法是有效的。
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图 8 真实图像实验结果

Fig.8 Experimental results in real images

5 结 论
为了高精度的利用直线段对应进行相机位姿估计，提出一种直接最小二乘法。提出了一种直线段距离

测度，该距离测度综合考虑了线段的端点距离、中点距离、夹角和长度，利用此距离测度将原问题转化为最

小化一个姿态旋转矩阵的二次目标函数，通过旋转矩阵的 CGR参数表达，获得一个修正的目标函数，此修正

目标函数的最优解条件组成了一个三元三次方程组，利用代数多项式方法直接求解这个方程组，从而得到

了旋转矩阵的全局最优解。仿真和真实实验验证了该方法的有效性和高精度。

后续的工作有：1) 将直线段之间的距离测度推广到一般曲线之间的距离的情况；2) 利用代数方法求解

位姿的方法可以推广到别的需要求解位姿的情况。
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