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全变分约束迭代滤波反投影CT重建
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摘要 重建算法是计算机断层成像（CT）技术的核心。在解析法 CT重建过程中，结合先验信息和引入优化约束条件

较为困难。通过对滤波反投影 (FBP)原理及其重建图像与理想 CT图像差值关系的分析，构造了以 FBP为基础的迭

代循环，解决了解析重建过程中先验信息的利用和优化约束条件的引入问题。为抑制迭代 FBP产生的图像伪影，

将全变分 (TV)模型引入重建过程，建立了 TV约束迭代滤波反投影 CT重建方法。在数值模拟中，针对完善投影数

据、稀疏投影数据、含金属投影数据和有限角投影数据等不同情况，重建出了与原始模型高度一致的 CT图像，研究

表明 TV约束迭代滤波反投影方法是一种精度高、适应性较强的 CT重建方法。
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Abstract Reconstruction algorithm is the core technology in computerized tomography (CT). It is intractable

to utilize priori information and constraint condition in analytical CT reconstruction algorithm. To resolve the

problem, by analyzing the principle of the filtered backprojection (FBP) reconstruction algorithm, the

relationship between the ideal CT image and the reconstructed CT image is proposed, an iterative method

based on FBP is put forward. To suppress the spot artifacts induced by the iterative algorithm, a total variation

(TV) model is introduced into the procedure and a TV constrained iterative filtered backprojection is built. In

numerical simulation, images reconstructed by this method show high consistency with the ideal image,

whether the sinograms are ideal, sparse, metal or limited angle. The results indicate that it is an adaptable and

high precision CT reconstruction method.
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1 引 言
计算机断层成像（CT）的核心是图像重建。对此类求反问题，尤其当投影数据不完备时，常通过引入先
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验信息和优化约束条件来弥补基础数据的不足，使求解更准确和可靠 [1]。CT重建算法可分为解析类和迭代

类 [2]。其中迭代类算法速度慢、重建质量高，易与已知成像条件和检测对象的先验信息结合 [3]，但在应用更广

的解析类算法中引入先验信息和优化约束条件仍是一个难题，如滤波反投影、反投影滤波、Feldcamp-Davis-
Kress算法 [4-6]等。

全变分（TV）是 CT重建中非常重要的优化约束条件，被广泛研究和应用。1992年，Rudin等 [7]介绍了 TV
约束在最小化问题中的应用，1999年，Panin等 [8-13]将 TV约束用于单光子发射断层图像重建 [8]，但很长时间内

TV约束算法的研究主要集中在图像去噪和复原方面。2006年，Candes等 [14-17]提出压缩传感理论，并证明稀

疏信号可由远小于采样定理要求的数据精确恢复，极大促进了 TV约束在 CT重建尤其是稀疏投影数据 CT重

建中的研究和应用。2006年，Sidky等 [18]提出了可用于少投影和有限角投影 CT重建的凸集投影自适应最速

下降（ASD-POCS）法，2008年，Sidky等 [19]将 TV约束最小化用于锥束 CT重建，2011年，Yan等 [20]将最大似然方

法和 TV约束结合起来用于稀疏投影数据 CT重建，均取得较好效果。TV约束 CT重建算法的主要问题是重

建速度慢。2010年，Johnston等 [21]提出采用图形处理单元（GPU）进行辅助计算，2014年，Hu等 [22]提出采用预

扫描 CT图像或解析重建图像作为迭代初始条件，提高了 TV约束重建的速度。

本文实现了 TV约束和解析类重建算法的结合。首先构建了以滤波反投影（FBP）重建算法为核心的迭

代循环，并在此基础上引入 TV约束条件，提出了 TV约束迭代滤波反投影（TV-iFBP）CT重建方法，在角度稀

疏、有限角和含金属等非完备投影数据 CT重建中表现较好。

2 迭代滤波反投影方法
2.1 滤波反投影

滤波反投影是应用最广的 CT重建算法。数学连续形式为 [23]

f (x,y) = ∫
0

π
g( )t,θ dθ , （1）

其中

g( )t,θ = p( )t,θ ·h( )t , （2）
h( )t = ∫

-∞

+∞
||ω exp(j2πt)dω, （3）

式中 g( )t,θ 为投影 p( )t,θ 的滤波投影，滤波器 h( )t 的频率特性为 ||ω 。重建输出 f ( )x,y 为通过 ( )x,y 点的所

有滤波投影的累加，其实现具体分为 3步 [24] ：

1）对各视角 θ 下测得的投影 p( )t,θ 进行滤波，得到滤波投影数据 g( )t,θ ；

2）把各滤波投影 g( )t,θ 反投影于对应 θ 角投影线上的所有像素点；

3）各像素对来自 0 < ϕ ≤ π 范围内所有角度的反投影值进行累加（积分），得到重建图像。

2.2 迭代滤波反投影

在 CT成像系统中，投影矩阵是已知和固定的，则理想重建 CT图像的再投影数据应与原始投影数据一

致，再投影数据与原始投影数据的差值可作为迭代重建算法的收敛条件和算法优劣的判据。

FBP 算法是一种近似重建算法。重建结果 f ( )x,y 与理想 CT 图像 I ( )x,y 存在差值 df ( )x,y 。对 f ( )x,y
的再投影数据 p′( )t,θ ，与原始投影数据 p( )t,θ 存在差值 dp′( )t,θ 。关系为

||dp′( )t,θ = || p( )t,θ - p′( )t,θ > 0. （4）
若对 dp′( )t,θ 进行滤波反投影重建，虽然由于重建算法的近似性，重建结果 df′( )x,y 不等于 df ( )x,y ，但

df′( )x,y 可弥补 f ( )x,y 与 I ( )x,y 的部分差距。如下关系成立

df ( )x,y ≠ df ′( )x,y , （5）
|| I ( )x,y - f ( )x,y > || I ( )x,y - [ f ( )x,y + df′( )x,y ] . （6）

因此，通过反复进行滤波反投影和再投影，并将每次求得的 df ′( )x,y 累加到 f ( )x,y 上，可以使其向理想
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CT图像收敛。

以滤波反投影 CT重建算法为核心的迭代循环，实现步骤如下

1）对 CT投影数据 p( )t,θ 进行滤波反投影重建，得到图像 f ( )x,y ；

2）对 f ( )x,y 执行再投影，得到投影数据 p′( )t,θ ；

3）用 p( )t,θ 减去 p′( )t,θ ，得到投影差值 dp′( )t,θ ；

4）对 dp′( )t,θ 执行滤波反投影 CT重建，得到图像 df′( )x,y ；

5）将 df′( )x,y 加到 f ( )x,y 上，结果仍记为 f ( )x,y ；

6）重复步骤 2）~5），直至 dp′( )t,θ 足够小。输出 f ( )x,y 为重建结果。

对如图 1（a）所示的 128 pixel×128 pixel的修正 Shepp-Logan数字模体，其 180°投影数据如图 2（a）所示。

FBP和迭代滤波反投影重建结果分别如图 1（b）~（c）所示。在图 1（a）~（c）中分别取各自的第 60列数据进行

比较，如图 1（d）所示。需要说明，图 1（d）中曲线数据均对应图像中的纵线所示，本文所有曲线数据来源位置

均按此法标识。

图 1 FBP和迭代 FBP重建比较。(a) Shepp-Logan数字模体 ; (b) FBP重建 ; (c)迭代 FBP重建 ; (d)图像灰度曲线

Fig.1 CT image reconstructed by FBP and iterative FBP. (a) Shepp-Logan model; (b) FBP reconstruction; (c) iterative FBP
reconstruction; (d) gray curves

图 2 完全投影数据重建。（a）投影数据；（b）TV-iFBP重建；（c）图像灰度曲线

Fig.2 CT reconstruction from ideal sinogram. (a) Ideal sinogram; (b) TV-iFBP reconstruction; (d) gray curves
由图 (1)可知，单纯的迭代滤波反投影虽然明显改善了重建图像的边界锐度，但图像星状伪影同时增

强。因此，还需对迭代滤波反投影算法进行改进。

3 TV约束迭代滤波反投影方法
多数医学和工业检测对象，材质构成多具有分块特性，其理想 CT图像应是由代表不同材质、内部灰度

均匀、相互边界清晰的分区构成。TV模型基于有界全变分函数空间，其不连续性对应图像中物体的边缘 [25]。

因此，TV约束方法最适于处理 CT图像这种呈分片常数特征的灰度图像 [26]，能够在保持图像内外边界锐度的

同时对分片区域进行有效平滑。

图像的 TV即其梯度图像的 1-范数 [27]，数学表达式为
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 fx,y TV
=∑

x,y
||∇fx,y =∑

x,y
æ
è
ç

ö
ø
÷( )fx,y - fx - 1,y

2 + ( )fx,y - fx,y - 1
2 1/2

, （7）
式中 fx,y = f ( )x,y ，∇ 为梯度算子。

TV约束平滑就是要求图像的全变分最小。TV约束迭代滤波反投影 CT重建可表示为

Mf = p，f≥ 0，且 min f TV, （8）
式中 f 为图像函数，p 为投影数据，M 为投影系统矩阵。 (8)式即 TV约束迭代滤波反投影方法可通过以下

过程实现：

1）对 CT投影数据 g( )t,θ 进行滤波反投影重建，得到图像 f ( )x,y ；

2）执行滤波反投影算法的 2）~5）步；

3）对 f ( )x,y 进行正约束和 TV约束平滑处理；

4）重复步骤 2）和 3)，直至 dp′( )t,θ 足够小，输出 f ( )x,y 为重建结果。

对于步骤 3）的 TV约束平滑，采用 Rudin等的正则化模型求解 [7,28]，其 Euler-Lagrange方程表示为

∇∙
æ

è

ç
çç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷∇f

ε2 + ||∇f 2 - λ( )f0 - f = 0, （9）

式中 ε 为特别引入的极小非零数，主要作用是避免数值计算中出现分母为零的现象，ε 值为 10-6；λ > 0 为拉

格朗日乘子。

对(9)式离散化，并用 Gauss-Seidel迭代方法求解，可得以下迭代式 [28]：

fx,y = f0x,y + 1
λh

fx + 1,y - fx,y

ε2 + æ
è
çç

ö

ø
÷÷

fx + 1,y - fx,y
h

2
+ æ
è
çç

ö

ø
÷÷

fx,y + 1 - fx,y - 1
h

2 - 1
λh

fx,y - fx - 1,y

ε2 + æ
è
çç

ö

ø
÷÷

fx,y - fx - 1,y
h

2
+ æ
è
çç

ö

ø
÷÷

fx - 1,y + 1 - fx - 1,y - 1
h

2 +

1
λh

fx,y + 1 - fx,y

ε2 + æ
è
çç

ö

ø
÷÷

fx + 1,y - fx - 1,y
h

2
+ æ
è
çç

ö

ø
÷÷

fx,y + 1 - fx,y
h

2 - 1
λh

fx,y - fx,y - 1

ε2 + æ
è
çç

ö

ø
÷÷

fx + 1,y - 1 - fx - 1,y - 1
h

2
+ æ
è
çç

ö

ø
÷÷

fx,y - fx,y - 1
h

2 ,
(10)

式中 h为谱朗克常数。将 CT图像 f ( )x,y 代入式（10）进行有限次迭代即可实现 TV平滑处理。

4 模拟重建与分析
采用图 1（a）所示的修正 Shepp-Logan数字模体，生成不同条件的投影数据，再用 FBP方法和 TV约束迭

代滤波反投影方法分别重建，比较评估重建效果。本文所有计算程序均采用 Matlab软件编写，并由 CPU主

频为 3 GHz、内存为 3 GB、WinXP操作系统的台式计算机执行。

4.1 完全投影数据重建

对 Shepp-Logan模型进行 180°扫描投影，角度间隔为 1°，投影数据如图 2（a）所示，FBP重建结果如图 1
（b）所示。设定 TV约束平滑处理的迭代计算次数为 10，经 100次 TV约束迭代滤波反投影计算的输出结果基

本稳定，如图 2（b）所示，重建耗时约 9 s。在图 1（a）、1（b）、2（b）中分别取各自的第 60列数据进行比较，如图 2
（c）所示。

完全投影数据重建结果表明，FBP重建存在明显的图像模糊，TV约束迭代滤波反投影方法重建图像细

节清晰、边沿锐利，图像灰度曲线与原始图像高度一致。

4.2 角度稀疏投影数据重建

取投影角度间隔为 3°，投影正弦图如图 3（a）所示，FBP重建结果如图 3（b）所示。设定 TV约束平滑处理

的迭代计算次数为 10，经 300次 TV约束迭代滤波反投影计算的输出结果基本稳定，如图 3（c）所示，重建耗

时约 10 s。在图 1（a）、3（b）、3（c）中分别取知自的第 60列数据进行比较，如图 3（d）所示。
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图 3 角度稀疏投影数据重建。（a）稀疏投影数据；（b）FBP重建；（c）TV-iFBP重建；（d）图像灰度曲线

Fig.3 CT reconstruction from sparse sinogram. (a) Sparse sinogram; (b) FBP reconstruction; (c) TV-iFBP reconstruction; (d) gray curves
在 60个角度的稀疏投影数据重建中，FBP重建在存在图像模糊的同时出现了明显的射线伪影，TV约束

迭代滤波反投影方法仍给出了与原始图像近似一致的重建图像。

4.3 含金属投影数据重建

在 Shepp-Logan模型中嵌入两个高密度的金属区域，1°角间隔下的扫描投影数据如图 4（a）所示，FBP重

建结果如图 4（b）所示。设定 TV约束平滑处理的迭代计算次数为 10，经 1000次 TV约束迭代滤波反投影计

算的输出结果基本稳定，如图 4（c）所示，重建耗时约 100 s。在图 1（a）、4（b）、4（c）中分别取各自的第 70列数

据进行比较，如图 4（d）所示。

图 4 含金属投影数据重建。(a)含金属投影数据 ; (b) FBP重建 ; (c) TV-iFBP重建 ; (d)图像灰度曲线

Fig.4 CT reconstruction from metal sinogram. (a) Metal sinogram; (b) FBP reconstruction; (c) TV-iFBP reconstruction; (d) gray curves
由于高密度锐利边界金属区的存在，FBP重建存在明显的混淆伪影，并辐射到了全图像区域，这是金属

伪影的一种表现形式。TV约束迭代滤波反投影方法重建结果除在金属区边沿仍存在个别像素缺陷外，基本

没有了金属伪影的影响，取得了较好的重建结果。

4.4 有限角投影数据重建

在图 2（a）中选取 0°~120°的投影数据，以此模拟有限角CT重建问题，如图 5（a）所示，FBP重建结果如图 5（b）
所示。设定 TV约束平滑处理的迭代计算次数为 10，经 30000次 TV约束迭代滤波反投影计算的输出结果基

图 5 有限角投影数据重建。(a)有限角投影数据 ; (b) FBP重建 ; (c) TV-iFBP重建 ; (d)图像灰度曲线

Fig.5 CT reconstruction from limited sinogram. (a) Limited sinogram; (b) FBP reconstruction; (c) TV-iFBP reconstruction; (d) Gray
curves
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本稳定，如图 5（c）所示，重建耗时约 2000 s。在图 1（a）、5（b）、5（c）中分别取各自的第 60列数据进行比较，如

图 5（d）所示。

在 1 3角度投影数据缺失的情况下，FBP重建出现了严重的截断伪影。TV约束迭代滤波反投影方法仍给

出了完整的 CT重建图像，图像清晰、分区平滑度高。图像灰度曲线表明了重建效果与原始图像的一致性。

5 结 论
在滤波反投影算法基础上实现了迭代重建，解决了滤波反投影算法重建中利用图像先验知识和引入优

化约束条件较困难的问题。在此基础上，将 TV约束平滑融入迭代滤波反投影重建过程，提出了 TV约束迭

代滤波反投影 CT重建算法。不同条件模拟投影数据的重建测试表明，TV约束迭代滤波反投影算法的重建

效果（空间分辨、伪影抑制等）明显优于常用 FBP重建算法，且对完全投影、稀疏投影、有限角投影和含有金

属伪影的投影数据均有优异的重建效果。
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