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基于多毛细管X光透镜的数值模拟
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摘要 为了优化多毛细管 X光透镜的设计，利用旋转坐标系的方法建立子管方程，根据光线追迹原理建立了 X射线

在导管中传输的模型，直接求解一元四次方程得到 X射线每次反射时与管壁的交点，从而追踪单根 X射线的运动轨

迹，并由大量 X射线的总的运动规律得到 X射线在单根导管中的传输规律，再由单根导管拓展到整个透镜。在此基

础上编写程序，实现了对 X光透镜的传输效率和光斑的模拟计算。为了验证模拟的准确性，对两个平行束透镜分

别进行了实验测试和模拟。在 8.05 keV下，所测的传输效率为 13.0%，模拟计算结果为 14.2%。在对光斑的模拟中，

模拟所得的光斑也与实验结果相符合。结果表明，模型的建立是合理的，在类似透镜的设计制造中有着潜在应用。
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Abstract To optimize the design and fabricate the X- ray lens, the method of rotating coordinate system is

used to establish the equation of the tubes. Some mathematical transformations and formulae are used instead

of iterative method to find out the intersection of the X- ray and the wall of the capillary, so that X- ray′ s

trajectory can be traced. The transmission rule of the X- ray propagation in the X- ray lens can be got, after

tracing a large number of X- ray beams. A program based on ray- tracing method is designed to simulate the

transmission efficiency of the X- ray lens and the light spot gained from it. Two parallel lenses are tested to

verify the rationalization of the model. As to the transmission efficiency, the experimental result is 13.0% and

the simulation result is 14.2% when the energy of the photon is 8.05 keV. And there is a notable similarity

between optical and simulated images of the light spot. The results show that the mathematical model is

reasonable, and it has the potential of designing and fabricating X-ray lenses.
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1 引 言
自 X射线被发现以来，人们对 X射线的认识不断加深，X射线也在许多领域得到了广泛的应用 [1-3]，X光

透镜也应运而生。随着研究的不断深入，人们对 X光透镜的性能要求也不断提高，透镜也逐渐向着大型化

的方向发展。通过研究 X射线在导管中的传输规律，来研究 X光导管的性能，从而改进 X光透镜的制造工

艺，成为了 X光学的一个重要研究方向 [4-8]。

关于 X射线在玻璃毛细管中传输理论计算模拟，有几种不同的典型算法 [9-13]。美国的 Ullrich等 [14]提出的

赝重力加速模型，实质是将 X射线在三维毛细管中的传输，近似为 X射线在毛细管子午面上的传输。比利时

的 Vincze等 [15]和日本的 Furuta等 [16]分别提出基于光线追踪理论的计算模型，但他们建立的毛细管内壁方程和

本文所提出的不同。例如，Vincze小组把弯管的曲面方程写成极坐标的形式。北京师范大学林晓燕等 [17-18]

也建立过自己的理论模型，但之前所建立的理论模型中，子管的方程式较为复杂，计算光线与毛细导管的交

点时，使用的是迭代法，运算速度慢，效率低，无法支持子管数量较多的透镜的模拟。本文利用旋转坐标系

的方法建立子管方程，用直接解方程的方法求交点，大大地减少了运算的时间，提高了运算效率，同时也为

进行层数较多，子管数量较为庞大透镜的模拟提供了可能。

2 X射线的传输理论
2.1 X射线的全反射

X射线是一种电磁波，它在物质的界面上会发生反射和折射。但由于 X射线波长很短，能量很高，在掠射

角较大的情况下，它都会穿过界面，不发生反射。但当掠入射角小于某一临界值时，X射线在界面就会发生反

射，而且能量损失较小，此时，可以近似认为 X射线发生了全反射，而这个角度则被称为临界角，用 θc 表示。

临界角的大小与 X射线的能量(Ek)、介质的成分等因素都有关，但一般可以近似地认为 [19]

θc = 30
Ek

m rad . (1)
2.2 光线追迹原理

已知入射光线的传播方向 u和反射面的外法矢量 n，如图 1所示，可以得到反射光线的传播方向 r。

图 1 光线追迹原理 θ < θc, θ′ > θc
Fig.1 A diagram of ray-tracing method θ < θc, θ′ > θc

入射光线与管壁切面的夹角大小为 θ = sin-1(n·r) ，若 θ ≤ θc ，则光线在管壁发生全反射，反射光的传播方

向 r = u - 2n sin θ ，若 θ > θc ，则 X光被吸收，传播截止。再把 r当作入射光线方向，迭代循环，即可得到光线的

传播路径，实现光线追迹。

3 数学模型的建立
X光透镜是由许多玻璃毛细管按一定规律排列后拉制而成的，其中的每根管都可以看成是中心线服从

二次曲线规律的弯管。要研究 X光在透镜中的传输规律，就先要研究 X光在单根弯管中的传输规律。

3.1 单根弯管的模拟

3.1.1 光线追迹的数学模型

为方便后续的计算工作，此处单根弯管的横截面考虑为圆形，而同一截面处所有弯管直径近似相等，且
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所有弯管内外径比都恒为 0.8。由于在整个透镜中玻璃毛细管都是紧密排列的，如图 2所示，而透镜的尺寸

是在不断变化的，因而其中单根弯管的外径也是随着 z的变化而变化的。

先将 x轴上的一排毛细管单独考虑来计算管径的变化情况，排列情况如图 3所示。

设透镜入口截面处玻璃毛细管外径为 R0，x轴上总共有 n+1根管，其中最外层管的中心线可拟合成二次

曲线，方程为 f ( )z = a0 z
2 + b0 z + c0 ，在任意 z处，此根弯管的横截面中心坐标在 x=f(z)处。又因为同一横截面

上各管管径相等，可得：

Rout( )z = f (z)
2n = a0 z

2 + b0 z + c0
2n , (2)

而在入口截面处，同理可得 :
R0 = f (0)

2n = c0
2n , (3)

将(3)式代入(2)式可得 :
Rout( )z = R0

a0 z
2 + b0 z + c0

c0
. （4）

如图 4所示，建立坐标系，光源到管入口长度为 D，管长 L，设 x轴上任意管的中心线方程为 x = f(z) = az2 +
bz + c。又由于管内外径比为 0.8，可得管内壁方程为

[ ]x - f ( )z
2 + y2 = [0.8 × R out( )z ]2, （5）

即

图 2 X射线透镜截面示意图

Fig.2 Cross-section view of X-ray lens
图 3 z=z1处透镜横截面 x轴上管子排布

Fig.3 Cross-section view of the capillaries on the x-axis（z=z1）

图 4 X射线单根弯管中传输的示意图

Fig.4 Diagram of X-ray transmission in a bended capillary
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[ ]x - (az2 + bz + c) 2 + y2 = 0.64·R0
2·æ
è
ç

ö
ø
÷

az2 + bz + c
c

2
. (6)

在光源上任选一点(xs, ys)，在入口截面上任取一点(xp, yp)，由这两点确定入射光线方向向量 :
u = ( )ux, uy , u z = (xp - xs, yp - ys, zp - zs)

d0
, (7)

式中 d0 = (xp - xs)2 + (yp - ys)2 + (zp - zs)2。
由管壁(4)式可得，弯管的外法线为

n = ( )nx, ny , n z =
æ

è

ç
çç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷mx

mx
2 + my

2 + mz
2 ,

my

mx
2 + my

2 + mz
2 ,

mz

mx
2 + my

2 + mz
2 , (8)

式中 mx = 2(x - az2 - bz - c)，my = 2y，mz = 2( )x - az2 - bz - c ( )-2az - b - 2·R0
2

c2
( )az2 + bz + c ·(2az2 + bz) 。入射线与弯

管的夹角为

θ = sin-1( )u·n = sin-1(uxnx + uyny + u zn z), (9)
由此可得，反射光线的方向向量为

r = ( )ux - 2nx sin θ, uy - 2ny sin θ, u z - 2n z sin θ , (10)
再令 r为新的入射方向，由此迭代循环，便可追踪任意一条光线的传输路径。

3.1.2 光线和管壁交点的求法

在整个模拟过程中，最关键的部分是求光线与管壁的交点。只有精确快速地求出入射光线与管壁的交

点，才能得到准确的管壁外法线方向向量，进而求出反射光的方向。设入射光线的起始点为(xs, ys, zs)，光线与

管壁的交点为(xc, yc, zc)，可知入射光线所在的直线方程为

x - xs
ux

= y - ys
uy

= z - zs
u z

, (11)
与管壁方程(6)式联立可得

é

ë
ê

ù

û
úxs + ux

u z

( )z - zs - (az2 + bz + c)
2
+ [ys +

uy

u z

( )z - zs ]2 = R0
2

c2
(az2 + bz + c)2, (12)

化简可得一个一元四次方程：

z4 + bp z
3 + cp z

2 + dp z + ep = 0. (13)
现有的数学公式尚无法求解一元四次方程，但是可以利用配方法将一元四次方程转化为一元二次方程

与一元三次方程求解。

(13)式移项后可写为

z4 + bp z
3 = -cp z

2 - dp z - ep, (14)
引入一个新参数 t，(10)式等号左右两边同时加上 1

4 b
2 z2 + æ

è
ö
ø

z2 + 1
2 bp z t + 1

4 t
2 ，整理得 :

é
ë
ê

ù
û
úæ

è
ö
ø

z2 + 1
2 bp z + 1

2 t
2
= æ
è

ö
ø

1
4 b

2
p - cp + t z2 + æ

è
ö
ø

1
2 bp t - dp z + 1

4 t
2 - ep, (15)

令：

f ( )z = æ
è

ö
ø

1
4 b

2
p - cp + t z2 + æ

è
ö
ø

1
2 bp t - dp z + 1

4 t
2 - ep, (16)

再令(14)式的判别式Δ=0，即：

æ
è

ö
ø

1
2 bp t - dp

2 - 4æ
è

ö
ø

1
4 b

2
p - cp + t æ

è
ö
ø

1
4 t

2 - ep = 0, (17)
这样，便可将等式右边 f(z)也配成完全平方式，进而可以将 (15)式化简为两个一元二次方程进行求解。易知，
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(17)式为一元三次方程，其解法详见参考文献 [20-21]。光线在管中传输时，光线所在的直线至少与管壁有两

个交点，也就是说一元四次方程式至少有两个解。从理论上来讲，只有大于光路起点 zs的 z值，才有可能是光

线的终点。由于入射光所在的直线与管壁相交，有些交点是直线穿透管壁而形成的，如图 5所示，因而所有

大于 zs的 z值中，最小值才是光线与管壁的实际交点。

图 5 交点取舍示意图

Fig.5 Demonstration of the intersection
3.1.3 传输效率与光斑模拟

在光源内和透镜入口截面上分别随机取 N个点，把它们一一对应相连得到方向和位置都任意的 N条入

射光线，那么进入弯管的总的光线数为 N，假设每条光线的光强归一化为 1，则进入弯管的总光强为

I0 = N, (18)
经过 N次上述追迹过程，可得，出射光光强为

I1 =∑
1

N ∏
1

M [1 × Rm ( )θm ], (19)
式中M表示反射次数，R( )θm 表示第m次反射时的反射系数。传输效率可表示为

η = I1
I0
. (20)

要模拟光斑，就需要计算每一条光线的传输路径，根据全反射条件判断它最终能否出管，打在屏上。记

光线在管内的最后一次反射的反射光方向向量为 un，起点为 (xsn, ysn, zsn)，屏到管出口端的距离为 f，可以得到

光线打在屏上的坐标为

x f = xsn + unx

unz

[( )L + f - zsn],

y f = ysn +
uny

unz
[ ]( )L + f - zsn ,

(21)

un可由(9)式和(10)式计算得到。

3.2 透镜的模拟

透镜是由许多弯管按一定规律排布起来的，一般子管都是按六边形分布。并不是所有的导管中心都在

图 6 坐标变换示意图

Fig.6 Demonstration of spinning the coordinate axis
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x轴上，也就是说，不是所有导管的管壁方程都满足 (4)式。但是，如图 6所示，可以通过坐标变换的方法将管

道沿着坐标原点旋转到 x轴上，同时将光源上所选取的点也沿着同样的方向旋转相同的角度。这样就能保

证每根管都能满足（4）式，简化了计算。在得到最终的(xf , yf)之后，再将该点以相反的方向转回原位置即可。

六边形为一个旋转对称图形，因而只需要计算出如图 7所示的一个三角形区域的管中心坐标，使其旋转

j· 3π 角度，即可得到所有的子管中心坐标。设中心管为第 0级管，外面每一层管分别为第 1级、第 2级以此

类推，每一层管中 x轴上的管为第 0根。

图 7 透镜子管中心坐标及每根管的 abc值

Fig.7 Center coordinates and values of abc of each tube
易知，第 k级第 i根管中心坐标为

xki = (2k - i)R0,
yki = - i 3 R0, (22)

管中心到原点的距离为

rki = x2
ki + y 2

ki , (23)
中心和原点的连线与 x轴之间的夹角为

α = arctan yki

xki

. (24)
子管旋转到 xoz平面上后，需要知道它的中心线二次方程的系数，才能进行进一步的计算。易知，常数

项系数 cki=rki，而 aki = cki
c0

a0 ，bki = cki
c0

b0 。a0、b0如之前所述，都是 x轴上最外层管中心线方程的系数。得到了每

根管的中心线方程系数，代入(4)式就可以得到管壁方程，继而模拟光线在其中的传播。

3.3 运算时间

在每根子管模拟光线数恒定的情况下，子管的根数直接决定了运算的次数和模拟计算的时间。而一个

透镜的子管数 n直接取决于透镜的层数 k（同样假定中心单管为第 0层），并与层数有着如下的关系：

n = 1 + k·k + 1
2 ·6. (25)

通常情况下，一个透镜内有 20~60万根子管，如果使用迭代法求交点，运算速度会非常慢。如果使用本

文中所述的数学变换直接求交点，运算速度会大幅提升，运算时间也会相应地缩短。

4 结果和讨论
4.1 传输效率理论值和实验结果比较

在北京师范大学低能核物理研究所 X 光学实验室，进行了平行束透镜的传输效率的实验测量。实验使用

铜靶微焦斑光源，实验条件如下：X射线能量 E=8.05 keV，透镜入口端尺寸 6.4 mm，出口端尺寸 8.1 mm，透镜长

L=46.4 mm，子管层数为 285层（子管总数有 244531根），入口焦距 66.5 mm。得到传输效率的理论值为 14.2%，
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通过实验，得到该透镜传输效率的实验值为 13.0%。可以看出理论结果和实验结果非常接近。

4.2 光斑的模拟结果和实验结果比较

为了验证模拟的准确性，除了对比传输效率的理论值和实验值之外，还对透镜所形成的光斑进行了模拟

验证。实验使用的是铜靶微焦斑光源，实验条件为 9 kV，200 μA，照射胶片 25 min；为了使光斑的清晰可分辨

在光斑的实验和模拟中使用层数较少的透镜，模拟光斑所用的透镜及实验条件为：X射线能量E=8.05 keV，透镜入

口端尺寸 6.24 mm，出口端尺寸 7.16 mm，透镜长 L=52.1 mm，子管层数为 24层（透镜子管数为 1801根），每根单

管模拟 200个光子。图 8给出了在上述实验条件下，出口截面上，光斑的模拟结果，和用 X光胶片拍照所得的

实验结果。可以看出，模拟结果与实验结果符合得比较好。

图 8 (a)模拟结果与(b)实验结果对比图

Fig.8 (a) Simulation results and (b) experimental results

5 结 论
虽然 X射线是电磁波，但透镜中子管的内径远远大于 X射线的波长，满足了几何光学的近似条件。本文

经过几何光学近似，用光线追迹的方法，建立了大型毛细管 X光透镜的数值模型，模拟了 X光通过透镜后的

光斑并得到了传输效率的理论值。理论结果和实验结果符合，说明数学模型的建立是合理的，另外，利用四

次方程计算交点的方法所得结果优于以往的迭代法，使得计算速度更快，精度更高，也使得在普通的计算机

上实现更大型更复杂的透镜的模拟成为可能。
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