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非线性圆态及其非经典性质

方 旭 王中结
安徽师范大学物理与电子信息学院 , 安徽 芜湖 241000

摘要 为了研究非线性和叠加效应对量子态的影响，采用理论分析和数值计算相结合的方法，研究了一种新的量子

态 , 即非线性圆态。分析了该态的平均光子数分布、亚泊松分布、压缩效应等非经典性质，同时计算了它的维格纳

(Wigner)函数。数值模拟结果表明：随着 Lamb-Dicke参数和叠加态数目的增大，非线性圆态的平均光子数增加，而

由该态描述的光场的亚泊松分布和压缩效应受到减弱。表征非线性效应的 Lamb-Dicke参数和叠加态数目对该态

的非经典特性有明显的影响。
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Abstract In order to study the influence of nonlinearity and superposition on quantum state, by applying

theoretical analysis and numerical computation, a new quantum state, namely nonlinear circular state, is

studied. The nonclassical properties of the state are analyzed such as average photon number distribution, sub-

Possion distribution and squeezing effect, and its Wingner function is calculated. Through numerical analysis,

the results show that with the increase of the Lamb-Dicke parameter and superposition number of quantum

states, the average photon number of nonlinear circular state is increased and the sub- Poisson distribution

and squeezing effect of the state are both weakened. The nonclassical properties of the state are very sensitive

to nonlinear effects which are characterized by the Lamb- Dicke parameter and superposition number of

quantum states.
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1 引 言
光量子态的非经典特征一直是量子光学领域中令人关注的课题。 利用量子力学中的态叠加原理和增

减光子的方法，人们构造出各种非经典态，并研究这些态的量子特性及其制备方案，如激发相干态 [1-2]，激发

奇偶相干态 [3-4],激发光子纠缠相干态 [5-7]，圆态与激发圆态 [8-9]，三模压缩真空态 [10]和奇偶对相干态 [11]等。1996
年，Filho等 [12]引入非线性相干态的概念。与相干态不同，这种态表现出明显的振幅压缩效应和量子干涉效

应。之后，研究人员利用非线性相干态构建了各种光量子态并研究了它们的非经典特性。孟祥国等 [13]分析

了奇偶非线性相干态的压缩和亚泊松分布等非经典特性。Wang[14]研究了二模非线性相干态的非经典特

性。Yang等 [15]研究了非线性相干态和压缩态的几何相位。Bagheria等 [16]引入非线性热态，这种态在零温度时

退化为二模非线性压缩相干态，并研究了它的非经典性质。Miry等 [17]研究了非线性椭圆态的振幅压缩效应
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等非经典效应。

本文通过非线性相干态构成了一种非线性圆态，分析了这种态的振幅压缩效应、亚泊松分布等非经典

特性并且计算了这种态的维格纳（Wigner）函数。

2 非线性圆态
定义非线性圆态为

α,N = λN∑
k = 1

N

Ck
αk, f , （1）

式中 Ck = 1，α k= α exp(i2πk/N ) ，其中 α = r exp(iθ) , r 为振幅，θ 为相角，λN 为归一化因子，N为非线性相干态

的叠加数，f指示 αk , f 为非线性相干态 。根据非线性相干态的定义，αk , f 在粒子数表象中的展开式可以

写成

αk, f =∑
n = 0

∞
Cn n =∑

n = 0

∞
D0

αn

k

n !
1

f (n)! n , （2）

式中 D 0 是一个求和项，D 0 = (∑
n = 0

∞ α2n
k

n ![ f (n)!]2）
- 1
2 , f (n)! = f (0) f (1) f (2)⋯ f (n) 。在后面的计算中，单独求解这个 D 0 ，

将它当作一个常数代入式子中进行计算。利用归一化条件 α,N|α,N = 1，可得 λN = 1/ N 。若选取不同的

函数 f (n) ，非线性相干态将会有不同的表现形式，通常取 f (n) 为描述囚禁离子运动的函数形式

f (n) = L1
n (η2)[(n + 1)L0

n (η2)]-1, （3）
式中 η 为 Lamb-Dike参数，Lm

n (x) 为缔合拉盖尔多项式。至此，得出非线性圆态的归一化的表达式为

α,N = 1
N
∑
k = 1

N ∑
n = 0

∞
D 0

αn

n !
1

[ f (n)]! exp(i2πkn/N ) n . （4）
需要指出的是本文给出的非线性圆态与文献 [17]中给出的非线性椭圆态不同。尽管后者更具有普遍

性，但是，由于分析的复杂性，作者仅取非线性函数 f (n) = n 来进行研究。显然，这种非线性函数不足以全

面反映非线性对量子态特性的影响。本文主要讨论非线性和叠加态数目对量子态特性的影响，故取非线性

函数为更加一般的形式[参见（3）式和下面的内容]。

3 非经典特性
3.1 平均光子数分布

首先研究非线性圆态的平均光子数分布。利用（4）式，容易求得非线性圆态的平均光子数分布 A为

A = a+a = N∑
k = 0

∞
D0

2Nk α2Nk

(Nk)![ f (Nk)!]2 , （5）
式中 a+ 和 a 分别为光子的产生算符和湮灭算符。平均光子数 A随着参量 α 变化的曲线如图 1所示。图 1（a）

图 1 平均光子数 A和参量 α 间的关系曲线。(a) η = 0.5 ; (b) N=5
Fig.1 Relation curves between mean photon number A and parameter α . (a) η = 0.5 ; (b) N=5
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中对应 η = 0.5 时非线性圆态的情况，可以看出随着态的叠加数 N的增加，曲线向左上移动。这表明随着 N

的增加，平均光子数是增加的，并且光强的增加使得平均光子数增加的幅度变大；图 1（b）描绘了 N=5 时非线

性参数对于平均光子数的影响，可以看出随着参数 η 的增加，平均光子数同样呈现增加的趋势。总体来说，

平均光子数随着光强的增大而增加。

3.2 亚泊松统计

为了描述光子数分布偏离泊松分布的程度，可引入如下 Q函数：

Q = a+2a2

a+a
- a+a . （6）

若 Q>1，则光场呈现超泊松分布；若 Q=1 ，则为泊松分布；若 Q＜1，则为亚泊松分布，此时光场呈现非经典效

应。利用产生算符与湮灭算符的对易关系，再利用（4）式，可算得 Q函数的表达式为

Q =
N∑

k = 0

∞
D0

2Nk(Nk - 1) α2Nk

(Nk)![ f (Nk)!]2
N∑

k = 0

∞
D0

2Nk α2Nk

(Nk)![ f (Nk)!]2
- N∑

k = 0

∞
D0

2Nk α2Nk

(Nk)![ f (Nk)!]2 . （7）

选取不同的 N 值和非线性参数 η 作出函数 Q随 α 的变化曲线，如图 2所示。图 2（a）对应的是 η = 0.5
时 Q函数随 α 的演化图像。可以看出，由于量子态的叠加效应，随着叠加数的增加，亚泊松分布逐渐减弱，

出现了一个陡坡，但当 α 较大时曲线又趋于平缓，最终呈现出稳定的亚泊松分布。图 2（b）对应于 N=5时 Q

函数随 α 的变化图像。从图中可以看出，Q函数的演化曲线在 α 较小时较为平缓，但当 α 接近 4的时候，出

现了坡度。同样，还可以看出随着非线性参数 η 的增加，Q函数值增加，亚泊松分布受到抑制。所以，非线性

参数的增加减弱了光场的亚泊松分布，量子态的叠加同样会使亚泊松分布减弱。

图 2 Q函数与参量 α 间的关系曲线。(a) η = 0.5 ; (b) N=5
Fig.2 Relation curves between Q function and parameter α . (a) η = 0.5 ; (b) N=5

3.3 压缩效应

定义单模光场振幅的两个正交分量算符为

u1 = 1
2 (a + a+), u2 = 1

2i (a - a+), （8）
对于给定的状态，若光场 ui(i = 1,2) 分量的涨落函数 Si(i = 1,2) 满足

Si = 4 ui
2 - 4 ui

2
＜1, （9）

则称光场 ui(i = 1,2) 分量的涨落被压缩。以 S1 为例来讨论非线性圆态的正交压缩。通过计算可得

S1 = α,N ||u1
2 α,N - α，N ||u1 α,N 2 = 2N∑

k = 0

∞
D0

2 α2Nk + 2

(Nk)![ f (Nk)!][ f (Nk + 2)!] + 2N∑
k = 0

∞
D0

2 α2NkNk
(Nk)![ f (Nk)!] -

ì
í
î

ü
ý
þ

2N∑
k = 0

∞
D0

2 α2Nk + 1

(Nk)![ f (Nk)!][ f (Nk + 1)!]
2
. (10)

选取一定的 N 和 α ，画出 S1 随 α 的变化曲线。图 3 给出的是不同 N和 η 值时压缩参量 S1 随 α 的变化规
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律。图 3（a）是当 η = 0.5 时的情况，可以看出，当 N = 2 时出现了 S1＜1 ，即光场被压缩，而当 N = 5和N = 10 时，

没有出现 S1 值小于 1的情况，并且随着 α 的增大，S1 值远大于 1，即多个量子态的叠加明显抑制了光场的压缩

特性。图 3（b）是当 N = 1的情况，可以看出，曲线的大部分都在 S1 = 1以下，说明光场被压缩，并且随着 η 值的

增大，S 值在增大，但都还处在 S1 = 1以下。这说明非线性会减弱光场的压缩特性，但是不会抑制压缩特性的

产生，这和量子态的叠加是不一样的。

图 3 压缩量 S1与参量 α 间的关系曲线。(a) η = 0.5 ; (b) N=1
Fig.3 Relation curves between squeezed quantity S1 and parameter α . (a) η = 0.5 ; (b) N=1

4 维格纳函数
取粒子数表象下的维格纳函数的形式

W (z, z*) = 2
π2 exp(2 || z 2)∫〈 - β|∑

n

n n ρ∑
m

m m β exp[ - 2(βz* - β* z)]d2 β , （11）
式中 z, z* 为参数，β 为复变量，m 为正整数，

ρ = α,N α,N . （12）
利用（4）式和（12）式，可得

W (z, z*) = ∑
n,m = 0

∞ 2
π2 exp(2 || z 2) 1

m !n ! ∫exp(- || β 2)βm (-β*)n exp[-2(βz* - β* z)] × 1
N
D2

0∑
k = 1

N ∑
h = 1

N αn (α*)m
m !n ! f (n)! f (m)! ×

exp(i2πkn/N )exp(i2πhn/N )d2 β = ∑
n,m = 0

∞ 2
π2 exp(2 || z 2) 1

m !n !
1
N
D 0

2∑
k,h = 1

N αn (α*)m
f (n)! f (m)! exp(i2πkn/N )exp(i2πhn/N ) ×

∫exp( - || β 2) βm ( - β*)n exp[ - 2(βz* - β* z)]d2 β, （13）
1
π2 ∫exp( - || β 2) βm (-β*)n exp[-2(βz* - β* z)]d2 β = 1

π2
|

|
||∂m + n

∂τm∂(τ′)n ∫exp( - || β 2)exp(βτ - β*τ - 2z* β + 2zβ*)d2 β
τ,τ′ = 0

=
|

|
||1

π2
∂m + n

∂τm∂(τ′)n ∫exp[β(τ - 2z*) + β*(2z - τ′)]d2 β
τ,τ′ = 0

= |

|
||∂m + n

∂τm∂(τ′)n exp[(τ - 2z*)(2z - τ′)]
τ,τ′ = 0

=

exp( - 4 || z 2) |

|
||∂m + n

∂τm∂(τ′)n exp(-ττ′ + 2zτ + 2z*τ′)
τ,τ′ = 0

= Hm,n (2z, 2z*)exp( - 4 || z 2). （14）

式中 Hm,n (2z, 2z*) 是一个双模厄米多项式。将（14）式代入（13）式中，可得

W (z, z*) = ∑
n,m = 0

∞ 2exp(-2 || z 2) 1
(hN )!(kN )!ND

2
0

αkN (α*)hN
f (kN )! f (hN )!HhN,kN (2z, 2z*), （15）

式中

HkN,hN (2z, 2z*) = ∑
l = 0

min(kN, lN ) (kN )!(hN )!
l !(kN - l)!(hN - l)! (-1)

l(2z)lN - l(2z*)kN - l.
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5 结 论
引入了非线性圆态，研究了它的非经典特性，并且计算出了它的维格纳函数。讨论了非线性圆态平均

光子数，Q函数和压缩效应等量在各种不同的量子态叠加数和非线性参数的影响下随着光强的变化规律。

结果表明，非线性圆态的平均光子数随光强的变化总体来说呈增加的趋势；叠加态之间的干涉和非线性效

应使得亚泊松分布被减弱或者抑制；量子态的叠加抑制了压缩效应，而非线性参数仅仅是减弱了压缩效应

的产生。
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