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相机位姿估计的加速正交迭代算法
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摘要 面对需要实时计算的相机位姿估计问题，针对经典的广泛应用的正交迭代算法，提出了一种加速正交迭代算

法。其关键思想是将每一次迭代过程规整化，从而提炼出每一次迭代的重复计算，若将此重复计算在迭代开始前

提前计算，则可以大幅度的减少迭代过程中的计算量，使得每一次迭代的计算复杂度从 O(n)降低为 O(1)。因此，可

以在更短的时间内迭代更多的次数，从而获得更高的精度。进行了对比实验，结果显示本加速算法计算精度更高，

速度更快。并通过实验提出了选择稳健 n点透视 (RPnP)计算初值，再使用加速正交迭代算法进行迭代运算的方法，

在控制点不多的情况下，是一种精度接近最大似然估计，计算速度最快的算法。
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Abstract An accelerative orthogonal iteration algorithm about the classical and wildly used orthogonal

iteration algorithm for camera pose estimation is proposed for real time computation. The key idea is to

integrate the steps in each iteration. The repetitive computation in each iteration can be abstracted and done

before iteration. The computational complexity of each iteration is reduced from O(n) to O(1). So that, more

iteration can be done in short time, and the accuracy is improved as well. The contrastive simulation and real

data experiments show the efficiency and accuracy of the accelerative algorithm. Experimentally, the

accelerative algorithm with the robust perspective n point (RPnP) initialization has nearly the same accuracy

as maximum likelihood estimation (MLE), and is the fastest algorithm when there are few control points.
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1 引 言
相机位姿估计问题是指在相机内参已知的情况下，给定空间点及其在图像上的像点坐标，求解相机位

置和姿态的问题，通常称为 n点透视 (PnP)问题。这是计算机视觉的经典问题，在计算机视觉 [1]、摄影测量 [2]、

机器人学 [3]和增强现实 [4]方面有很多重要的应用。
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求解 PnP问题的最少点数为 3，P3P最多有 4个解 [5-6]。通常，求解 PnP问题的算法按照是否迭代分为两类：

线性算法和非线性迭代算法。较早的线性算法计算复杂度都较高，如Quan[7] (n ≥ 4) 为O(n5)，Fiore[8] (n ≥ 6) 为 O(n2)，
Ansar[9] (n ≥ 4) 为 O(n8)。计算复杂度为 O(n)的线性算法主要包括直接线性变换(DLT)[1] (n ≥ 6) 、EPnP[10] (n ≥ 4)、稳
健 PnP(RPnP)[11] (n ≥ 4)、直接最小二乘法(DLS)[12] (n ≥ 3)、OPnP[13] (n ≥ 3)。其中前三者计算速度较快，但一般得不到

较高的精度。而后两者具有明确的目标函数，所以精度较高，使用了代数多元多次方程组求解技术，虽然能达

到全局最优，但计算速度较慢。

非线性算法精度一般较高，且由于只输出一个解，因此一般要求 n ≥ 4 。POSIT[14]算法反复的线性计算有

尺度的正射投影相机的位姿，采用轮流地计算位姿和与深度相关的比例因子的策略。正交迭代算法 [15]建立了

物方残差平方和目标函数，不断地使用绝对定向进行迭代。文献[16]则将其推广到多摄像机系统。gOp[17]方法

也以物方残差平方和为目标函数，将问题转化为半正定规划问题（SDP），从而通过 SDP求解相机位姿估计问题。

PPnP[18]方法也是最小化一种变换的物方残差平方和目标函数，建立各向异性强迫模型，不断的迭代更新世界

点的深度，通过奇异值分解(SVD)确定旋转矩阵。Hartley等 [19]利用遍历搜索空间和分支定界方法寻找无穷范数

的全局最优解，计算量巨大。非线性算法除了需要初值，最重要的一点就是计算量较大，计算时间较长。

正交迭代算法是一种经典的广泛使用的迭代算法，虽然相比其他迭代算法，速度较快，但面对一些需要

实时计算的情况时，除了精度要求外，计算时间也有要求。

提出了一种正交迭代加速算法，关键思想是在正交迭代算法的基础上，将每一次迭代过程规整化，提炼

出每一次迭代的重复计算，将此重复计算在迭代开始前计算，从而可以大大减少迭代过程中的计算量。此

方法可以使得每一次迭代过程的复杂度从 O(n)降低为 O(1)，而在迭代前需要提前计算的复杂度仍为 O(n)。
2 正交迭代加速算法
2.1 正交迭代算法

不同于最小化像方残差，正交迭代算法 [15]的目标是为了最小化物方残差。图 1给出了像方残差与物方

残差的几何意义。物方残差目标函数为

E(R, t) =∑
i = 1

n

 (I - V̂ i)(Rp i + t) 2 , (1)
式中 I 为单位矩阵，V̂ i = v̂ i v̂

T
i (v̂T

i v̂ i) 为视线投影矩阵，v̂ i = [ui vi 1]T 为控制点投影到归一化像面上的像点坐

标，p i 为控制点坐标，R, t 为相机在控制点坐标系下的位姿。

图 1 物方残差与像方残差的几何意义

Fig.1 Geometric meanings of object-space and image-space collinearity errors
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而目标函数(1)在已知旋转矩阵 R 的情况下，平移向量 t 存在最优解，为

t(R) = 1
n
æ

è
ç

ö

ø
÷I - 1

n∑i = 1

n

V̂ i

-1∑
i = 1

n (V̂ i - I)Rp i. (2)
其迭代过程开始时需要给一个初始的 R，然后再求出最优 t ，再利用基于 SVD的绝对定向问题的最优解 [20]

更新 R,从而不断迭代更新 R 和 t 。在已知第 k 次迭代的 R
k, tk 后，通过求解下式的绝对定向问题，获得 k + 1次

迭代的 R。

R
k + 1 = argmin

R ∑
i = 1

n

 Rp i + t - o
k
i

2, (3)
式中 o

k
i = V̂ iq

k
i 表示点 q

k
i 在对应视线上的投影点，而 q

k
i = R

k
p i + t

k 表示第 k 次迭代后，参考点经过当前的 R
k, tk

变换后，在相机坐标系下的坐标。

迭代停止的条件选择为目标函数小到一定程度，或者目标函数的相对变化量小到一定程度，或者达到

了预设的迭代次数上限。

2.2 加速正交迭代算法

提出的加速正交迭代算法主要是在原算法的基础上在下面 3个方面进行规整：

1) t 的规整。正交迭代算法每一次的迭代过程需要分别计算一次 R 和 t 。实际上，其本质是对 R 的迭

代，因为每一次更新 R 后，都可以线性计算出最优 t。t 的求解除了最后一次迭代需要输出结果，其他迭代的

时候只是一个中间值。因此，在迭代的中间过程可以通过整合，消除 t 的求解；

2) 投影点的规整。原算法在每一次的迭代过程中都需要重新计算投影点，这些投影点的计算只是为了

利用绝对定向算法更新 R，本质上投影点的计算也只是一个中间过程。因此，在迭代过程中也可以通过整

合消除投影点的求解；

3) 目标函数的规整。目标函数在每一次迭代过程中都要计算，而且是 R 和 t 的函数。但是，由于在已

知 R 的情况下，t 存在线性解，因此，本质上目标函数只是 R 的函数。并且容易发现，目标函数是 R 的二次

函数。

为了方便后续的推导，首先引入一个矩阵计算的公式：

vec(ABC) = (CT ⊗ A)vec(B), (4)
式中 vec(∙) 表示把一个矩阵按列堆栈成一个列向量 , ⊗ 表示 Kronecker 积。

对参考点进行零均值化

p i ← p i - p̄, (5)
式中 p̄ 表示所有参考点的平均值。

根据（2），利用公式（4），有

t = G3 × 9r, (6)
式中 r = vec(R) ，

G = 1
n

æ

è
çç

ö

ø
÷÷I - 1

n∑j = 1

n

V̂ j

-1

∑
j = 1

n [pT
j ⊗(V̂ j - I)] = 1

n

æ

è
çç

ö

ø
÷÷I - 1

n∑j = 1

n

V̂ j

-1

∑
j = 1

n (pT
j ⊗ V̂ j). (7)

对投影点进行规整：

o
k
i = V̂ iq

(k)
i = V̂ i(Rk

p i + t
k) = (pT

i ⊗ V̂ i + V̂ iG)r k = J ir
k. (8)

为了利用绝对定向最优解进行迭代，在每一迭代中需要计算矩阵

M
k =∑

i = 1

n (ok
i - ō

k)pT
i =∑

i = 1

n

o
k
i p

T
i =∑

i = 1

n

J ir
k
p

T
i , (9)

式中 ō
k 表示第 k 次迭代时所有投影点的平均值。设 m

k = vec(M k) ，则根据（9）式，有

m
k =∑

i = 1

n

( )p i⊗ J i r
k = B9 × 9r

k, (10)
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从而确定了 M
k 。根据绝对定向最优解，对其进行奇异值分解有 M

k = UDV
T ，则

R
k + 1 = UV

T , (11)
（11）式给出了正交迭代算法更新 R 矩阵的表达式，而（10）式中，B 矩阵可以用（12）式在迭代开始之前求解

出来。并且迭代过程中 B 矩阵是常矩阵。

B =∑
i = 1

n

( )p i⊗ J i =∑
i = 1

n

[ ]p i⊗(pT
i ⊗ V̂ i + V̂ iG) =∑

i = 1

n

( )p i⊗ p
T
i ⊗ V̂ i +∑

i = 1

n

[ ]p i⊗(V̂ iG) =∑
i = 1

n

( )p i⊗ p
T
i ⊗ V̂ i +

∑
i = 1

n

( )p i⊗ V̂ i ( )1 ⊗ G =∑
i = 1

n

( )p i⊗ p
T
i ⊗ V̂ i +∑

i = 1

n

( )p i⊗ V̂ i ( )G .
(12)

在迭代过程中，只需要存储 B 矩阵，就可以利用（10）、（11）式，对 R 进行迭代计算，迭代结束时输出

Rout 。最后再利用（6）式计算一次 tout 。因为一开始对参考点进行了零均值化，所以最后再对 t 进行平移。

最终输出 t 的公式为

tout ← tout - Rout p̄. (13)
很容易看出来，根据（10）、（11）式，加速后，每一次迭代过程中，求解 R 的计算复杂度为 O(1)，也就是常

值。

针对目标函数（1），有

E(R, t) =∑
i = 1

n

 (I - V̂ i)(Rp i + t) 2 =∑
i = 1

n

 (I - V̂ i)(pT
i ⊗ I + G)r 2 = r

T
C9 × 9r, (14)

式中

C =∑
i = 1

n (p i⊗ I + G
T)(I - V̂ i)(pT

i ⊗ I + G), (15)
式中 p i 用的是零均值化后的 p i 。可见，C 矩阵也可以在迭代开始前计算，在迭代过程中，C 矩阵保持不变，

从而根据（14）式，每一次目标函数的计算复杂度也为 O(1)。
综合以上所述，只要在迭代开始前，先计算 G ，然后再计算 B 和 C 矩阵。迭代过程中仅仅使用 B 和 C

矩阵，利用（10）、（11）式更新旋转矩阵 R ，利用（14）式计算目标函数，所以每一次迭代的计算复杂度就为 O
(1)，从而可以大幅度减少迭代过程中的计算量。迭代结束之后，再利用（6）、（13）式计算平移向量 t 即可。通

过观察也可以发现，需要计算 G 、B 和 C 的（7）、（12）和（15）式的计算复杂度均为 O(n)。

3 实 验
3.1 仿真实验

为了验证提出的正交迭代加速算法的有效性，在计算精度和计算时间上，将其与原正交迭代算法和其

他的几种算法进行比较。

仿真中选择的默认参数为：

相机的内参矩阵

K = é

ë
êê

ù

û
úú

800 640800 4801
控制点在相机坐标系下的坐标均匀分布在 [-2,2] × [-2,2] × [4,8] 内，平移向量选择为这些控制点的中心，

也就是将世界坐标系的原点建立在控制点的中心，这样正好可以使得控制点的世界坐标已经零均值化，旋

转 矩 阵 为 随 机 三 维 (3D) 旋 转 矩 阵 。 像 点 加 入 的 噪 声 水 平 为 1 pixel。 定 义 旋 转 的 计 算 误 差 为 ：

e rot = max3
k = 1 arccos[dot(r k

tr ue, r k)]× 180/π ，其 中 r
k
true, r k 分 别 为 R tr ue,R 的 第 k 列 。 平 移 的 计 算 误 差 为 ：

e trans(%) =  t true - t / t true × 100。
比较下列算法的精度与计算时间：

1) EPnP+GN. 文献[10]中的高效 EPnP加上少许的几步高斯牛顿迭代；

2) RPnP. 文献[11]中的稳健位姿估计方法；
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3) DLS. 文献[12]中的直接最小二乘方法；

4) DLS+++. 文献[12]中为了解决 Cayley变换奇异的情况，提出的分别计算 3次 DLS的修正方法；

5) OPnP. 文献[13]中的全局最优解；

6) PPnP. 文献[18]中提出的各向异性强迫模型迭代解；

7,) LHM. 文献[15]中的正交迭代算法，以弱透视为初值，迭代次数上限为 20；
8) LHM+.提出的加速正交迭代算法，由于每一次迭代的复杂度为 O(1)。因此将迭代次数的上限设为

100，仍然以弱透视为初值；

9) RPnP+LHM. 以 RPnP为初值的正交迭代算法；

10) RPnP+LHM+. 以 RPnP为初值的加速正交迭代算法；

11) RPnP+LM. 以 RPnP为初值的最小化像方残差的 Levenberg-Marquardt算法。

图 2给出了在控制点数从 4个增加到 15个，不同算法的误差统计情况。第一列为旋转矩阵误差，第二列

为平移向量误差，第一行为误差平均，第二行为误差中值。图 3给出了不同点数下，不同算法在现有一般配

置 PC机下使用Matlab软件实现的平均计算时间的统计结果。

图 2 不同算法随着控制点数的增多的误差对比。(每一个点都进行了 500次独立实验)
Fig.2 Mean and median errors of rotation and translation with varying point numbers. (Each point in the plot represents 500 trials)

图 3 不同算法随着点数的增加计算时间的结果。(每一点表示 500次独立仿真实验的平均计算时间)
Fig.3 Average running time with varying point numbers. (Each point in the plot represents 500 trials)
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从以上的仿真实验结果图中可以得到：

1) LHM+的精度高于 LHM，且计算时间明显少于 LHM。因为 LHM+迭代次数的上限从 20改为 100次，从

而可以迭代更多的次数，使得目标函数更小，精度更高。LHM+的每一次迭代的计算复杂度为 O(1)，因此，即

使迭代了更多的次数，计算时间仍然较少；

2) 利用 RPnP作为初值的 LHM和 LHM+，精度有显著提高，特别是在点少（n<12）的情况下。主要原因是

弱透视的精度不高，更容易使得 LHM或 LHM+收敛到局部最优解；

3) RPnP+LHM+的计算时间比 RPnP+LHM的少；

4) RPnP+LHM相比于 LHM，计算时间大幅减少；

5) RPnP+LHM+相比于 LHM+，点多的时候，计算时间有所增加，因为减少少量的迭代次数对 LHM+的计

算时间影响不大。而 RPnP是在点少时，精度较高，速度最快的线性算法，因此，点少时，使用 RPnP作为初

值，能够大幅度减少迭代次数，从而使得 RPnP+LHM+的计算时间较少；

6) 4个点的时候，RPnP+LHM+的精度略低于 OPnP和 DLS+++。因为后两者均为全局优化方法，而在 4个

点的时候最容易出现共面的情况，有可能使得 RPnP+LHM+收敛致局部最优，但 RPnP+LHM+需要的时间明

显比后两者少很多；

7) 精度比较接近且最高的几种算法包括：OPnP、DLS+++、RPnP+LHM、RPnP+LHM+、RPnP+LM。其中计

算速度最快的是 RPnP+LHM+。
对比中值和均值误差，可以看出，有些算法的均值误差很大，原因是，这些算法存在奇异情况（DLS），或

迭代收敛致局部最优（LHM、LHM+、PPnP）的情况。PPnP在点少的时候需要的计算时间更多，是因为其采用

的是固定初值，且在点少的时候收敛的较慢。

从而可以看出，提出的加速算法具有明显的加速效果，且由于短时间可以迭代更多的次数，使得精度也

得到了提高。若再采用 RPnP作为初值，精度高的同时速度也快。

3.2 真实实验

为了验证提出的加速正交迭代算法的有效性，进行一组真实实验。世界控制点采用 9个红外十字标识

灯，固定在一个边长约为 20 cm的立方体形的架子上。其中 4个控制点在向前的面上的 4个角上，其他 5个

分布在向后的面上。具体分布结构如图 4所示。相机镜头前安装红外滤光片，从而可以清晰的只成像出红

外十字标识灯的像。相机的内参提前使用 Zhang[21]的方法标定。图 5表示一组成像及测量结果，白色较大的

十字表示对标志灯成的像，红色十字表示提取的十字中心像点，绿色叉表示利用 LHM+进行位姿结算后的重

投影像点。可见，重投影像点与提取的像点重合的较好。表 1给出了 4种算法的重投影物方残差、迭代次数

和计算时间。重投影物方残差指的是，所有控制点的重投影物方残差的标准差。从重投影物方残差相同可

以看出 4种算法得到了相同的结果。对比计算时间可以看出本加速算法是有效的。

图 4 9个控制点结构

Fig. 4 Structure of 9 infrared reference points
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图 5 实验图像及提取与重投影结果

Fig.5 Extracted points (red‘+’) and the reprojection points (green‘×’) in real image
表 1 真实实验结果

Table 1 Results of real data experiments

LHM
LHM+

RPnP+LHM
RPnP+LHM+

Reprojection object-space error /mm
0.112
0.112
0.112
0.112

Number of iterations
12
12
4
4

Computing time /ms
5.4
3.0
4.5
3.5

4 结 论
针对相机位姿估计的经典正交迭代算法，提出了一种加速正交迭代算法。通过规整正交迭代过程中的

运算，使得每一步迭代的计算复杂度从 O(n)降低为 O(1)，从而大大加快了迭代过程的运算。通过实验，提出

了选择 RPnP计算初值，再使用加速正交迭代算法进行迭代运算的方法，在控制点不多的情况下，是一种精

度接近最大似然估计，且计算速度最快的算法。

由于提出的加速算法的每一步迭代复杂度为常值，因此能够适应更多的迭代，这样，为了解决正交迭代

局部最优的问题，可以单独使用多个初值，分别进行迭代，从而更容易找到全局最优解。之后的工作拟改进

RPnP，使其可以快速获得多个线性初始解，然后再进行加速正交迭代。
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