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光束高阶矩传输特性的矩阵表示
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摘要　给出了用维格纳分布函数（ＷＤＦ）定义的光束高阶矩传输特性的矩阵表达式，其中考虑了大气湍流和光学系

统对光束高阶矩传输特性的影响。研究结果表明：光束的四阶矩阵与两个湍流参数犜μν 和 ′犜μν
有关，光束的三阶矩

阵和二阶矩阵只与一个湍流参数犜μν 有关，而光束的一阶矩阵与湍流无关。该光束高阶矩传输特性的矩阵表达式

具有一般性，即光束通过Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流、非Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流、光学系统以及自由空间中传输的光束高阶矩传输

特性的矩阵表达式均可作为特例得到。这种光束高阶矩传输特性的矩阵表达式形式简洁、物理含义明确，具有重

要的理论和实际应用意义。
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１　引　　言

维格纳分布函数（ＷＤＦ）定义的光束高阶矩可

以很好地描述激光束的传输特性，如一阶矩描述了

光束的重心，二阶矩描述了光束的束宽、远场发散

角、等相面曲率半径和光束传输因子等，三阶矩和四

阶矩分别描述了光束的偏斜度和平整度等［１－３］。

１９９２年，Ｗｅｂｅｒ
［１］给出了部分相干光束通过二次折

射率介质传输高阶强度矩的解析表达式。文献［４－

５］研究了光束在一阶光学系统传输光束一至四阶矩

的矩阵表示。

激光束的大气传输特性对遥感、跟踪和远距离

光通信以及某些军事等应用都有十分重要的意

ｓ１０１００２１
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义［６］。２００９年，文献［７］研究了部分相干光束在大

气湍流中传输的二阶矩，并给出了二阶矩的矩阵表

达式。２０１１年，文献［８］研究了部分相干高斯余弦

光束在大气湍流中传输的高阶矩和犓 参数。２０１２

年，本课题组给出了截断光束在大气湍流中传输二

阶矩的矩阵表示［９］。２０１３年，本课题组推导出了光

束在大气湍流中通过 ＡＢＣＤ光学系统传输的高阶

矩的解析表达式［１０］，但高阶矩传输公式未能够写成

矩阵形式。最近，本课题组还推导出了部分相干光

束在大气湍流中斜程传输的高阶矩的矩阵表达

式［１１］，但其中不含光学系统。

近来，一些实验结果表明，实际大气湍流与通常

的 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ功率谱描述的湍流具有较大的偏

差，表现出非 常 明 显 的 非 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ 湍 流 特

征［１２－１４］。然 而，文 献 ［７－１０］给 出 的 均 为

Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流情况下的结果。Ｔｏｓｅｌｌｉ等
［１５］通过

引入 广 义 指 数 α 和 广 义 振 幅 因 子 来 描 述 非

Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流的功率谱。文献［１６］研究了非

Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流中光束的多色性和偏心性对光束

扩展的影响，文献［１７］研究了非 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流

中有限能量艾里光束的光束扩展。文献［１８－１９］分

别研究了截断部分相干双曲余弦高斯光束和高阶贝

塞尔高斯光束在非 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流中的传输特

性。

迄今为止，光束在大气湍流中传输并且通过光

学系统的高阶矩的传输特性的矩阵表达式还未研

究。本文将给出用维格纳分布函数（ＷＤＦ）定义的

光束高阶矩传输特性的矩阵表达式，其中光束通过

Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流、非 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流、光学系统

以及自由空间中传输的高阶矩的矩阵表达式也将可

作为特例给出。

２　理论模型及矩阵公式

在源平面（狕＝０）上，光束的交叉谱密度用犠（′ρ１，

′ρ２，０）表示，′ρ１、′ρ２和ρ１、ρ２分别表示光束在源平面狕＝

０和接收面狕上的横向坐标矢量。本文中引入新的变

量

ρ′＝ （′ρ１＋′ρ２）／２，　′ρｄ＝ ′ρ１－′ρ２，　ρ＝ （ρ１＋ρ２）／２，　ρｄ＝ρ１－ρ２． （１）

　　根据广义惠更斯 菲涅耳原理，在大气湍流中，光束通过ＡＢＣＤ光学系统传输到接收面狕处的交叉谱密

度可以表示为［６，２０］

犠（ρ，ρｄ，犔）＝
犽
２π（ ）犅

２

∫
!

－!

∫
!

－!

ｄ２ρ′ｄ
２′ρｄ犠（ρ′，′ρｄ，０）×

ｅｘｐ
ｉ犽
犅
犃ρ′·′ρｄ＋犇ρ·ρｄ－（ρ·′ρｄ＋ρ′·ρｄ［ ］）－

１

２
犇Ψ（ρｄ，′ρｄ，犔｛ ｝）， （２）

式中犔是源平面和接收面之间的距离，犃、犅和犇是源平面和接收面之间的光束传输矩阵元素，犽是波数（犽＝

２π／λ，λ是波长），犇Ψ 表示湍流波结构函数，可以表示为
［２０］

犇Ψ（ρｄ，′ρｄ，犔）＝８π
２犽２∫

犔

０
∫

!

０

κΦ狀（κ）１－Ｊ０ κ
犫（狕）

犅
′ρｄ＋ 犪（狕）－

犇犫（狕）［ ］犅 ρ｛ ｝｛ ｝ｄ ｄκｄ狕， （３）

其中，犪（狕）和犫（狕）是通过光学系统的后向传输矩阵元素，Ｊ０（·）为零阶贝塞尔函数，Φ狀（κ）为湍流大气介质

的折射率起伏空间谱密度函数，κ为空间波数。为了能够推导出解析结果，将Ｊ０（·）展开成无限项求和形式，

则（３）式可写为
［２１］

犇Ψ（狓ｄ，狔ｄ；′狓ｄ，′狔ｄ，犔）＝８π
２犽２∑

!

狊＝１

（－１）
狊＋１

（狊！）２２２狊∫
犔

０
∫

!

０

ｄκｄ狕κ
２狊＋１
Φ狀（κ）×

犫（狕）

犅
′狓ｄ＋ 犪（狕）－

犇犫（狕）［ ］犅
狓｛ ｝ｄ｛

２

＋
犫（狕）

犅
′狔ｄ＋ 犪（狕）－

犇犫（狕）［ ］犅
狔｛ ｝ｄ ｝

２ 狊

． （４）

光束的 ＷＤＦ可以用交叉谱密度表示为
［２２］

狌（ρ，θ，犔）＝
犽
２（ ）π

２

∫
!

－!

犠（ρ，ρｄ，犔）ｅｘｐ（－ｉ犽θ·ρｄ）ｄ
２
ρｄ， （５）

式中θ＝（θ狓，θ狔），犽θ狓 和犽θ狔 分别是波矢量沿狓轴和狔轴的分量。将（２）式代入（５）式可以得到

ｓ１０１００２２
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狌（ρ，θ，犔）＝
犽
２（ ）π

４
１

犅２∫
!

－!

∫
!

－!

∫
!

－!

犠（ρ′，′ρｄ，０）ｄ
２
ρ′ｄ

２′ρｄｄ
２

ρｄ×

ｅｘｐ
ｉ犽
犅
犃ρ′·′ρｄ＋犇ρ·ρｄ－（ρ·′ρｄ＋ρ′·ρｄ［ ］）－ｉ犽θ·ρｄ－

１

２
犇Ψ（ρｄ，′ρｄ，犔｛ ｝）． （６）

光束的狀１＋狀２＋犿１＋犿２ 阶矩可用 ＷＤＦ定义为
［２，６］

〈狓狀１狔
狀
２θ
犿
１
狓θ

犿
２
狔 〉＝

１

犘∫
!

－!

∫
!

－!

狓狀１狔
狀
２θ
犿
１
狓θ

犿
２
狔狌（ρ，θ，犔）ｄ

２

ρｄ
２
θ， （７）

式中犘＝∫
!

－!

∫
!

－!

狌（ρ，θ，犔）ｄ
２

ρｄ
２
θ光束的总能量。

利用δ函数（狄拉克函数）公式

δ（″ρｄ－′ρｄ）＝
犽
２（ ）π

２

∫
!

－!

ｅｘｐ ±ｉ犽θ′（″ρｄ－′ρｄ［ ］）ｄ２θ′， （８）

将（６）式代入（７）式可以得到

〈狓狀１狔
狀
２θ
犿
１
狓θ

犿
２
狔 〉＝

１

犘∫
!

－!

∫
!

－!

犌（ρ′，θ′，犔）狌（ρ′，θ′，０）ｄ
２

ρ′ｄ
２
θ′， （９）

式中狌（ρ′，θ′，０）是犔＝０平面处的 ＷＤＦ，并且

犌（ρ′，θ′，犔）＝
犽
２（ ）π

４
１

犔２∫
!

－!

∫
!

－!

∫
!

－!

∫
!

－!

ｄ２ρｄ
２
θｄ

２′ρｄｄ
２′θｄ狓

狀
１狔
狀
２θ
犿
１
狓θ

犿
２
狔 ×

ｅｘｐ
ｉ犽
犅
犃ρ′·′ρ犱＋犇ρ·ρｄ－（ρ·′ρｄ＋ρ′·ρｄ［ ］）＋ｉ犽θ′·′ρｄ－ｉ犽θ·ρｄ－

１

２
犇Ψ（ρｄ，′ρｄ，犔｛ ｝）． （１０）

　　利用积分公式

１

２π∫
!

－!

（－ｉ狓）
狀ｅｘｐ（－ｉ狊狓）ｄ狓＝δ

（狀）（狊）， （１１）

依次对（１０）式中的ρ和θ积分，经过复杂的积分运算，可以得到

犌（ρ′，θ′，犔）＝
（－ｉ）

狀
１＋狀２＋犿１＋犿２犅狀１＋狀２

犽狀１＋狀２＋犿１＋犿２ ∫
!

－!

∫
!

－!

ｄ２′ρｄｄ
２

ρｄｅｘｐ
ｉ犽
犅
ρ′·（犃′ρｄ－ρｄ）＋ｉ犽θ′·′ρｄ－犎（ρｄ，′ρｄ，犔｛ ｝）×

δ
（狀
１
）（′狓ｄ－犇狓ｄ）δ

（狀
２
）（′狔ｄ－犇狔ｄ）δ

（犿
１
）（狓ｄ）δ

（犿
２
）（狔ｄ）， （１２）

式中δ
（狀）表示δ函数的狀次导数。

光矢量可以由一个４×１的矩阵表示，即犘＝

（狓，狔，θ狓，θ狔）
Ｔ，其中Ｔ表示矩阵的转置。本文的

主要目是将光束高阶矩传输的矩阵表示从一阶光学

系统［４－５］推广到含有 ＡＢＣＤ光学系统的大气湍流

中。光束通过大气湍流的一至四阶矩矩阵可写为

〈犞１〉＝ 〈犘〉

〈犞２〉＝ 〈犘
Ｔ
犘〉

〈犞３〉＝ 〈犘
Ｔ
犘犘

Ｔ〉

〈犞４〉＝ 〈犘
Ｔ
犘犘

Ｔ
犘

烅

烄

烆 〉

， （１３）

式中表示直积，〈·〉表示 ＷＤＦ定义的高阶矩
［２３］。

原则上，联合（９）式和（４），（５），（１２）式可以得到

光束在大气湍流中传输的任意高阶矩传输公式。但

是，从实验的观点看，只有光束的一至四阶矩才有意

义，并且高于四阶矩的存在很大的测量误差［１］。利

用积分公式：

∫
!

－!

犳（狓）δ
（狀）（狓）ｄ狓＝ （－１）

狀
犳
（狀）（０）， （１４）

式中犳
（狀）表示任意函数犳的狀次导数，经过复杂的

积分运算，并且令犃犇－犅犆＝１，得到了大气湍流中

光束通过光学系统传输的一到四阶矩传输的矩阵表

达式，即

１）一阶矩的矩阵表示（狀１＋狀２＋犿１＋犿２＝１）

〈犞１〉＝ 〈犛犞１０〉， （１５）

式中犛＝犛Ｔ犈２，犛′＝
犃 犅［ ］
犆 犇

是传输矩阵，犈２ 是

２×２的单位阵，犞犼０（犼＝１，２，３，４）是源平面上的第

犼阶矩。由（１５）式可知光束的一阶矩与湍流无关。

ｓ１０１００２３
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光束的重心定义为［１，２３］

〈ρ〉＝ 〈犃ρ０＋犅θ０〉， （１６）

下角标“０”表示狕＝０平面处光束对应参量。

２）二阶矩的矩阵表示（狀１＋狀２＋犿１＋犿２＝２）

〈犞２〉＝ 〈犛犞２０犛
Ｔ
＋犜ａ〉， （１７）

式中犜ａ＝
犜０２ 犜１１

犜１１ 犜
［ ］

２０

犈２，及

犜μν ＝２π
２

∫
犔

０
∫

!

０

犪μ（狕）犫ν（狕）κ
３
Φ狀（κ）ｄκｄ狕，

μ，ν＝０，１，２，μ＋ν＝２． （１８）

参数犜μν 表征大气湍流的影响，它与犔、Φ狀（κ，狕）、

犪（狕）和犫（狕）等有关 。

根据（１７）式，可以得到一些重要光束参数，例

如：二阶矩束宽、远场发散角、光束传输因子和曲率

半径等［１，７］：

〈ρ
２〉＝犃

２〈ρ
２
０〉＋犅

２〈θ
２
０〉＋２犃犅〈ρ０·θ０〉＋２犜０２，

（１９ａ）

〈θ
２〉＝犆

２〈ρ
２
０〉＋犇

２〈θ
２
０〉＋２犜２０， （１９ｂ）

犕２ ＝犽 〈ρ
２〉〈θ

２〉－〈ρ·θ〉槡
２， （１９ｃ）

犚＝〈ρ
２〉／〈ρ·θ〉． （１９ｄ）

　　３）三阶矩的矩阵表示（狀１＋狀２＋犿１＋犿２＝３）

〈犞３〉＝ 〈犛犞３０（犛犛）
Ｔ
＋犜ａ犞

Ｔ
１＋犞

Ｔ
１ 犜ａ＋犞１ 犜ｂ〉， （２０）

式中犜ｂ＝（τ
Ｔ
１，τ

Ｔ
２，τ

Ｔ
３，τ

Ｔ
４），　τ１＝（犜２０，０，犜１１，０）

Ｔ，　τ２＝（０，犜０２，０，犜１１）
Ｔ，　τ３＝（犜１１，０，犜０２，０）

Ｔ，τ４＝

（０，犜１１，０，犜０２）
Ｔ。（２０）式表明：三阶矩与湍流参数犜μν、光束传输矩阵犛′和光束一阶矩有关。

光束的对称性可用ｓｋｅｗｎｅｓｓ参数描述，即
［１，３］

犃＝ 〈ρ
３〉／（〈ρ

２〉）３／２． （２１）

根据（２１）、（２０）、（１７）式就可以得到任意光束在大气湍流中通过ＡＢＣＤ光学系统传输的ｓｋｅｗｎｅｓｓ参数。

４）四阶矩的矩阵表示（狀１＋狀２＋犿１＋犿２＝４）

〈犞４〉＝〈（犛犛）犞４０（犛犛）
Ｔ
＋犞１ 犞

Ｔ
１ 犜ａ＋犜ａ犞１ 犞

Ｔ
１＋犞１ 犜ａ犞

Ｔ
１＋犞

Ｔ
１ 犜ａ犞１＋

犞１ 犞１ 犜ｂ＋犞
Ｔ
１ 犞

Ｔ
１ 犜

Ｔ
ｂ＋犜ａ犜ａ＋犜ｂ犜

Ｔ
ｂ＋犜ｃ＋犜′／４犽

２〉， （２２）

式中犜ｃ＝ 犜ａτ１，犜ａτ２，犜ａτ３，犜ａτ（ ）４ ，犜′＝
′犜ａ ′犜ｂ

′犜ｂ ′犜

烄

烆

烌

烎ｃ

犃ａ 犃ｂ

犃ｂ 犃

烄

烆

烌

烎ｃ
，“”是 ＴｒａｃｙＳｉｎｇｈ符号

［２２］。′犜ａ＝

′犜０４ ′犜１３

′犜１３ ′犜

烄

烆

烌

烎２２
，′犜ｂ＝

′犜１３ ′犜２２

′犜２２ ′犜

烄

烆

烌

烎３１
，′犜ｃ＝

′犜２２ ′犜３１

′犜３１ ′犜

烄

烆

烌

烎４０
，犃ａ＝

３ ０（ ）０ １
，犃ｂ＝

０ １（ ）１ ０
，犃ｃ＝

１ ０（ ）０ ３
。

′犜μν＝２π
２

∫
犔

０
∫

!

０

犪（狕）μ犫（狕）νκ
５
Φ狀（κ）ｄκｄ狕，　μ，ν＝０，１，２，３，４，μ＋ν＝４， （２３）

式中 ′犜μν是另一个表征湍流影响的参数。值得注意的

是，两湍流参数 ′犜μν与犜μν不但与湍流有关，还与光学

系统有关。犜μν的积分号内含有κ
３，而 ′犜μν的积分号内

含有κ
５。由（２２）式可知，四阶矩与犜μν、′犜μν、犛′以及自

由空间的二阶矩有关。

光束的平整程度可由 犓 参数描述，它定义

为［１，２４］

犓 ＝ 〈ρ
４〉／（〈ρ

２〉）２． （２４）

根据（２４）、（２２）和（１７）式就可以得到任意光束在大

气湍流中通过ＡＢＣＤ光学系统传输的犓 参数。

（１５），（１７），（２０），（２２）式是本文得到的主要

解析结果。该结果与已有结果相比有如下优点：１）

文献［１０］给出了均匀湍流中光束高阶矩的代数表达

式，但未写成矩阵形式，如四阶矩有１９个表达式，三

阶矩有１０个表达式，本文所得结果形式更为简洁。

２）文献［１１］给出了光束在大气湍流中沿斜程传输

高阶矩的矩阵表达式，但其中不含光学系统，本文同

时考虑了大气湍流和光学系统对光束高阶矩传输特

性的影响。３）文献［７，９］分别仅给出了部分相干光

束和截断光束在大气湍流中传输二阶矩的矩阵表达

式，而本文给出了光束一至四阶矩的矩阵表达式。

４）文献［４］虽给出了高阶矩的矩阵表达式，但没有考

虑大气湍流存在的情况，本文所得光束高阶矩传输

特性的矩阵表达式更具有一般性，即光束通过

Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流、非 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流、光学系统

以及自由空间中传输的光束高阶矩传输特性的矩阵

表达式均可作为特例得到。现讨论如下：

１）光束通过Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流（含ＡＢＣＤ光学

系统）的传输

在 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流下，Φ狀（κ）可采用 Ｖｏｎ

ｓ１０１００２４



李晓庆等：　光束高阶矩传输特性的矩阵表示

Ｋａｒｍａｎ谱或 Ｔａｔａｒｓｋｉｉ谱等，并将光束通过对应

ＡＢＣＤ光学系统的后向传输矩阵元素犪（狕）和犫（狕）

代入（１８），（２３）式，积分求出犜μν和 ′犜μν
，则（１５），

（１７）， （２０）， （２２）式 就 简 化 为 光 束 通 过

Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流（含ＡＢＣＤ光学系统）传输的光束

一至四阶矩的矩阵表达式。

２）光束通过非Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流（不含ＡＢＣＤ

光学系统）的传输

将Φ狀（κ）用非Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ功率谱函数谱Φ狀（κ，

α）
［１５］代替，其中α为湍流广义指数。因不含光学系

统，故犛′＝
犃 犅［ ］
犆 犇

＝
１ 犔［ ］
０ １

，犪（狕）＝１和犫（狕）＝

狕。将Φ狀（κ，α）和犃、犅、犇、犪（狕）和犫（狕）代入（１８），

（２３）式，积分求出犜μν 和 ′犜μν
。此时，（１５），（１７），

（２０），（２２）式可简化为光束通过非Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍

流（不含ＡＢＣＤ光学系统）传输的光束一至四阶矩

的矩阵表达式。

３）光束通过ＡＢＣＤ光学系统（不含大气湍流）

的传输

因无湍流，故犜μν＝ ′犜μν＝０。这时，（１５），（１７），

（２０），（２２）式简化为光束通过ＡＢＣＤ光学系统传输

的光束一至四阶矩的矩阵表达式，即

〈犞１〉＝ 〈犛犞１０〉

〈犞２〉＝ 〈犛犞２０犛
Ｔ〉

〈犞３〉＝ 〈犛犞３０（犛犛）
Ｔ〉

〈犞４〉＝ 〈（犛犛）犞４０（犛犛）
Ｔ

烅

烄

烆 〉

． （２５）

（２５）式与文献［４］的（７）式一致。当光束通过自由空

间的传输时，进一步有犛′＝
犃 犅［ ］
犆 犇

＝
１ 犔［ ］
０ １

，

犪（狕）＝１和犫（狕）＝狕。这时，（２５）式简化为光束通

过自由空间传输的光束一至四阶矩的矩阵表达式。

３　结　　论

基于广义惠更斯 菲涅耳原理，给出了用 ＷＤＦ

定义的光束一至四阶矩传输的矩阵表达式，其中考

虑了大气湍流和光学系统对光束高阶矩传输特性的

影响。研究结果表明：光束的四阶矩阵与两个湍流

参数犜μν 和 ′犜μν
有关，光束的三阶矩阵和二阶矩阵只

与一个湍流参数犜μν 有关，而光束的一阶矩阵与湍

流无关。本文所得结果具有一般性，光束通过

Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流、非 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流、光学系统

以及自由空间中传输的光束一至四阶矩传输矩阵表

达式均可作为特例得到。
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