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摘要　研究了考虑内禀退相干情况下，两粒子犡犡犣海森堡系统中量子纠缠在各种外界因素影响下的动态演化规

律。研究发现无论系统的初态是否处于最大纠缠态，内禀退相干都会对系统纠缠的含时演化有明显的抑制作用。

如果系统的初态为纠缠态｜ψ（０）〉＝犮｜０１〉＋犱｜１０〉，系统的纠缠与各向异性参数和外加磁场没有关系，却受到

ＤｚｙａｌｏｓｈｉｎｓｋｉｉＭｏｒｉｙａ（ＤＭ）相互作用程度和内禀退相干因素的明显影响；如果系统的初态为纠缠态｜ψ（０）〉＝犪｜００〉＋

犫｜１１〉，系统的纠缠与ＤＭ相互作用大小和各向异性参数无关，纠缠程度不仅要受到内禀退相干因素的影响，还会被

外加磁场进一步削弱。
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１　引　　言

量子纠缠是量子系统的主要微观特征之一，它

在量子计算和量子通信过程发挥着至关重要的作

用［１］。不同的量子系统，其量子纠缠的特征并不完

全相同，揭示不同系统中量子纠缠的产生和变化规

律是当前量子信息学界的一个热门研究方向［２－１３］。

最近几年中，海森堡系统引起了研究人员越来越多

的关注［７－１３］，原因在于它是一种基础的自旋系统，

随着外部条件的改变，它可以演化出犡犢犣、犡犡犣、

犡犢、犡犡、Ｉｓｉｎｇ等各种模型，另外，它还是构成量子

计算机和量子点的基本自旋系统，研究海森堡系统

中的量子纠缠特征，对量子纠缠态的实验室制备以

及量子信息的实际应用具有基础性作用。

众所周知，一个真正的量子系统不可避免地要

０７２７００１１
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受到周围环境的影响，这种影响直接导致了量子系

统的纠缠态出现退相干现象，从而给量子信息的应

用带来不确定性。因此，探索由于外部环境影响而

引起一些随机因素对量子系统纠缠性的干扰机理非

常有价值。最近，利用 Ｍｉｌｂｕｒｎ
［１４］的内禀退相干理

论，人们对存在内禀退相干时海森堡自旋链的纠缠

性能做了集中的研究［１５－２３］。Ｌｉ等
［１５］讨论了三粒子

海森堡链存在内禀退相干情况下外磁场对纠缠性能

的影响；Ｑｉａｎ等
［１６］研究了考虑内禀退相干时，

ＤｚｙａｌｏｓｈｉｎｓｋｉｉＭｏｒｉｙａ（ＤＭ）相互作用对两粒子

Ｉｓｉｎｇ模型纠缠负值度的影响；Ｘｕ等
［１７－１８］研究了考

虑内禀退相干时，不均匀的外加磁场对两粒子各向

异性海森堡犡犢犣链纠缠性的影响；Ｘｉｅ等
［１９］讨论了

两粒子海森堡犡犢犣链存在内禀退相干情况下各向

异性对纠缠性能的影响；Ｚｈａｎｇ等
［２０］讨论了两粒子

海森堡犡犢链存在内禀退相干情况下纠缠随时间的

演化规律。由于两粒子海森堡犡犡犣模型所具有的

基础性特征，文献［２４－２７］对该模型的纠缠机理进

行了大量的研究，但以前的工作更多停留在研究

犡犡犣模型中纠缠的热力学行为，对内禀退相干情况

下海森堡犡犡犣系统中纠缠随各种外界因素变化的

动力学行为鲜有涉及。

基于上述分析，本文的研究对象就是存在内禀

退相干情况下海森堡犡犡犣系统中量子纠缠的动力

学行为。针对最近邻自旋间的耦合系数犑＝１．０的

反铁磁性情况，讨论了不同的初态条件下考虑内禀

退相干时量子纠缠随着ＤＭ 相互作用、外加磁场和

各向异性等因素变化发生的含时演化规律，发现考

虑内禀退相干时海森堡犡犡犣系统中量子纠缠随外

界因素发生明显变化，对于不同的初始态，纠缠还会

出现震荡和突然死亡，这些特征不仅丰富和完善了

对海森堡模型中量子纠缠的研究成果，也为量子态

的实验室制备和应用做了有益的探索。

２　海森堡犡犡犣模型

建立的海森堡犡犡犣模型的哈密顿量为
［１２，２４，２６］
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犻＋犇·（σ犻×σ犻＋１）］， （１）

式中σ犻＝（σ
狓
犻，σ狔犻，σ

狕
犻）为泡利矩阵自旋算符，犇是犇犕

相互作用矢量参数［７，１６，２６］，Δ为表征系统各向异性

的无量纲参数，犅为外加磁场，狀为系统的粒子数。

两粒子犡犡犣海森堡模型的哈密顿量可以表示为

犎 ＝
１

２
［犑（σ

狓
１σ
狓
２＋σ

狔
１σ
狔
２＋Δσ

狕
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式中犇为犇 的模。

在标准基 ｛｜００〉，｜０１〉，｜１０〉，｜１１〉｝下，哈密顿

量又可以写作

犎＝

犑Δ
２
＋犅 ０ ０ ０

０ －
犑Δ
２
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哈密顿量的本征值为

犈１ ＝
犑Δ
２
＋犅，　犈２ ＝

犑Δ
２
－犅，

犈３ ＝－
犑Δ
２
＋ 犑２＋犇槡

２，　犈４ ＝－
犑Δ
２
－ 犑２＋犇槡

２．

（４）

相应的本征态为

狘ψ１〉＝狘００〉，　狘ψ２〉＝狘１１〉，

狘ψ３〉＝
１

槡２
［ｅｘｐ（ｉθ）狘０１〉＋狘１０〉］，

狘ψ４〉＝
１

槡２
［－ｅｘｐ（ｉθ）狘０１〉＋狘１０〉］， （５）

式中θ＝ａｒｃｔａｎ（犇／犑）。

研究存在内禀退相干时各向异性海森堡犡犡犣

模型的量子纠缠，研究内禀退相干时的通用作法是

把相关系统作为一个包括外部环境的大封闭系统的

一部分，对此 Ｍｉｌｂｕｒｎ
［１４］提出一种理论认为，在足够

短暂的时间区域内，量子系统并不在幺正变换下连

续演化，而是作一个随机序列的演化，据此他对能量

本征态中包含量子退相干因素的薛定谔方程做了简

单修正，提出了内禀退相干模型。根据这一理论，系

统的退相干就表现为相位退相干，系统状态变化时，

系统的密度矩阵ρ（狋）可以描述为

ｄρ（狋）

ｄ狋
＝
１

γ
［ｅｘｐ（－ｉγ犎）ρ（狋）ｅｘｐ（ｉγ犎）－ρ（狋）］，

（６）

式中γ为相位退相干因子。在 Ｍａｒｋｏｖｉａｎ近似条

件下，（６）式可以展开为

ｄρ（狋）

ｄ狋
＝－ｉ［犎，ρ］－

γ
２
犎，［犎，ρ（狋｛ ｝）］． （７）

０７２７００１２
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这个方程的正解为［２８－２９］

ρ（狋）＝∑
!

犽＝０

（γ狋）
犽

犽！
犕犽（狋）ρ（０）［犕

犽（狋）］Ｔ， （８）

式中ρ（０）是初始系统的密度算符，［犕
犽（狋）］Ｔ为矩阵

的共轭转置，犕犽（狋）定义为

犕犽（狋）＝犎
犽ｅｘｐ（－ｉ犎狋）ｅｘｐ －

γ狋
２
犎（ ）２ ． （９）

　　将能量本征态的完整关系∑
狀
｜ψ狀〉〈ψ狀｜代入（８）

式，得到的密度矩阵为

ρ（狋）＝∑
犿，狀

ｅｘｐ －
γ狋
２
（犈犿－犈狀）

２
－ｉ（犈犿－犈狀）［ ］狋×

〈ψ犿狘ρ（０）狘ψ狀〉狘ψ犿〉〈ψ狀狘， （１０）

式中犈犿，狀和ψ犿，狀（犿，狀＝１，２，３，４）分别为（４）式

和（５）式表示的哈密顿量的本征值和本征态。

３　数值计算与理论分析

１）假设系统的初态为｜ψ（０）〉＝犮｜０１〉＋犱｜１０〉，

其中｜１〉和｜０〉分别表示向上自旋态和向下自旋态，

由（４）式，（５）式和（１０）式计算得到系统的含时密度

矩阵为

ρ（狋）＝

０ ０ ０ ０

０ 犘 犙 ０

０ 犛 犜 ０

熿

燀

燄
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， （１１）

式中
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２
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ｅｘｐ［－２γ狋（犑
２
＋犇

２）］，

犙＝ｅｘｐ（ｉθ）犮犱ｃｏｓθ＋
犮２－犱

２

２
ｉｅｘｐ［－２γ狋（犑

２
＋犇

２）］ｓｉｎ（２ 犑２＋犇槡
２狋）｛ －

　

　
ｉ犮犱ｓｉｎθｃｏｓ（２ 犑２＋犇槡

２狋）ｅｘｐ［－２γ狋（犑
２
＋犇

２ ｝）］，

犛＝ｅｘｐ（－ｉθ）犮犱ｃｏｓθ－
犮２－犱

２

２
ｉｅｘｐ［－２γ狋（犑

２
＋犇

２）］ｓｉｎ（２ 犑２＋犇槡
２狋）｛ ＋

　

　
ｉ犮犱ｓｉｎθｃｏｓ（２ 犑２＋犇槡

２狋）ｅｘｐ［－２γ狋（犑
２
＋犇

２ ｝）］，

犜＝
１

２
－
犮２－犱

２

２
ｅｘｐ［－２γ狋（犑

２
＋犇

２）］ｃｏｓ（２ 犑２＋犇槡
２狋）－犮犱ｓｉｎθｓｉｎ（２ 犑２＋犇槡

２狋）×

ｅｘｐ［－２γ狋（犑
２
＋犇

２）］． （１２）

根据纠缠度的定义［３０］，得到纠缠度的解析解为犆＝２ｍａｘ（０，｜犛｜）。

图１ 对于不同初态系统纠缠度随ＤＭ作用变化的含时演化（犑＝１．０，γ＝０．２５）。

（ａ）｜ψ（０）〉 槡＝ ２／２（｜０１〉＋｜１０〉）；（ｂ）｜ψ（０）〉＝｜０１〉

Ｆｉｇ．１ Ｃｏｎｃｕｒｒｅｎｃｅａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｉｍｅ狋ａｎｄＤＭｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ犇ｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｉｔｉａｌｓｔａｔｅｓ（犑＝１．０，γ＝０．２５）．

（ａ）｜ψ（０）〉 槡＝ ２／２（｜０１〉＋｜１０〉）；（ｂ）｜ψ（０）〉＝｜０１〉

０７２７００１３
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　　可以看出系统的纠缠度与各向异性参数Δ和

外加磁场犅 无关，却受到ＤＭ相互作用和内禀退相

干的明显影响。

图１为退相干因子γ固定的情况下，针对不同

初态，系统的纠缠度随着ＤＭ 相互作用变化的含时

演化情况。从图１（ａ）可以看出，犇＝０时，纠缠度始

终处于最大值１，表明无ＤＭ相互作用情况下，系统

的纠缠是最大纠缠，与内禀退相干无关。当犇≠０

时，纠缠出现振荡并随着ＤＭ 作用的增强而减弱，

最终当ＤＭ 增大到足够程度时趋于一个非零的稳

定值。由此可见，通过控制ＤＭ 作用，可以获得稳

定的纠缠态。图１（ｂ）的初态为分离态，从图中可以

发现，纠缠度也是随着时间作震荡性减弱，ＤＭ 作用

越强震荡衰退得越快，每次震荡后会出现纠缠突然

死亡现象，最终随着时间的延长纠缠趋于零，这是与

图１（ａ）最大的不同之处。图１表明ＤＭ 作用对处

于非最大纠缠的初始态的量子系统的纠缠起到削弱

的作用，削弱的程度与系统的初始态有关。

图２进一步反映了针对不同的初态，某一时刻

ＤＭ相互作用和内禀退相干对系统纠缠性能的影响

情况。

图２ 对于不同初态系统纠缠度与ＤＭ作用和内禀退相干的关系（狋＝２．０，犑＝１．０）。

（ａ）｜ψ（０）〉 槡＝ ２／２（｜０１〉＋｜１０〉）；（ｂ）｜ψ（０）〉＝｜０１〉

Ｆｉｇ．２ ＣｏｎｃｕｒｒｅｎｃｅａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｄｅｃｏｈｅｒｅｎｃｅｒａｔｅγａｎｄＤＭｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ犇ｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｉｔｉａｌｓｔａｔｅｓ（狋＝２．０，犑＝１．０）．

（ａ）｜ψ（０）〉 槡＝ ２／２（｜０１〉＋｜１０〉）；（ｂ）｜ψ（０）〉＝｜０１〉

图３ 对于不同初态系统纠缠度在内禀退相干不同时的含时演化（犑＝１．０，犇＝１．０）。

（ａ）｜ψ（０）〉 槡＝ ２／２（｜０１〉＋｜１０〉）；（ｂ）｜ψ（０）〉＝｜０１〉

Ｆｉｇ．３ Ｃｏｎｃｕｒｒｅｎｃｅａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｉｍｅ狋ｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｉｔｉａｌｓｔａｔｅｓａｎｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｅｃｏｈｅｒｅｎｃｅｒａｔｅγ（犑＝１．０，犇＝１．０）．

（ａ）｜ψ（０）〉 槡＝ ２／２（｜０１〉＋｜１０〉）；（ｂ）｜ψ（０）〉＝｜０１〉

　　从图２（ａ）可以看出，针对初态为最大纠缠态

｜ψ（０）〉 槡＝２／２（｜０１〉＋｜１０〉），当犇＝０时，纠缠度与γ

无关，这意味着只有当ＤＭ作用存在时，内禀退相干

才可能对系统的纠缠施加影响。当犇为一个非零固

定值时，随着γ的增大，纠缠度迅速减小到一个稳定

值，犇越大，纠缠度减小得越快。若γ≥０．３，纠缠度

按照相同的趋势减小到一个非零的恒定值；若γ＜

０．３，随着犇的增大，纠缠震荡性坍缩。图２（ｂ）为初

０７２７００１４
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态为分离态｜ψ（０）〉＝狘０１〉时，狋＝２．０时刻纠缠度

与γ和犇 的关系。从图中可以看出，当γ＞１．２５时，

纠缠度等于零；γ＜１．２５时，纠缠度随着犇的增大作

周期性波动，纠缠突然死亡将间断性出现。图２（ａ）

和２（ｂ）现象的不同是由于系统的初态不同。图３

进一步说明对于不同的初态，内禀退相干对系统纠

缠演化的影响。

图３（ａ）显示，对于初态为最大纠缠态｜ψ（０）〉＝

槡２／２（｜０１〉＋｜１０〉），当内禀退相干因子γ不同时，系

统纠缠随时间做震荡性减弱，γ越大，纠缠度衰减得

越快，最终稳定在一个较大的值。图３（ｂ）针对的是

初态为分离态｜ψ（０）〉＝｜０１〉的情况，与图３（ａ）相

似，无论γ为何值，纠缠度都随时间作震荡性减弱，

但最终只要时间足够长，纠缠将全部消失，这是初态

的性质决定的。图３清晰地表明，无论系统初态如

何，系统的纠缠将始终受到内禀退相干的影响，内禀

退相干因子γ越大，对系统的纠缠影响就越大。

２）假设系统的初态为｜ψ（０）〉＝犪｜００〉＋犫｜１１〉，

系统的含时密度矩阵应为

ρ（狋）＝

犉 ０ ０ 犌

０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０

犕 ０ ０

熿

燀

燄

燅犖

， （１３）

式中

犉＝犪
２，　犌＝犪犫ｅｘｐ（－２γ狋犅

２
－２ｉ犅狋），

犕 ＝犪犫ｅｘｐ（－２γ狋犅
２
＋２ｉ犅狋），　犖 ＝犫

２．（１４）

根据（１４）式和纠缠度的定义
［３０］，得到纠缠度的解析

解为犆＝２ｍａｘ（０，｜犌｜）。可以看出系统的纠缠与

ＤＭ相互作用无关，却与系统的外加磁场和内禀退

相干有着密切关系。

图４反映了初态为最大纠缠态｜ψ（０）〉 槡＝ ２／２·

（｜００〉＋｜１１〉）时，系统纠缠在外加磁场作用下的含

时演化情况。从图中可以看出，犅＝０时，系统的纠

缠度始终为最大值；如果犅 不为零，纠缠度随时间

减弱，犅值越大，减小得越快，时间足够长时，纠缠度

将最终减小到零。这说明外加磁场对系统的纠缠有

明显的减弱效应。

图５给出了对于初态｜ψ（０）〉 槡＝ ２／２（｜００〉＋

｜１１〉），系统纠缠度在内禀退相干不同时的含时演化

情况。三条图线都显示，内禀退相干减弱了系统纠

缠。内禀退相干因子γ越大，纠缠度较小得越快，如

果时间足够长，纠缠将全部消失。

如果系统初态为分离态｜ψ（０）〉＝｜００〉或

图４ 对于初态｜ψ（０）〉 槡＝ ２／２（｜００〉＋｜１１〉），系统纠缠度

在不同外加磁场作用下的含时演化（γ＝０．２５）

Ｆｉｇ．４ Ｃｏｎｃｕｒｒｅｎｃｅａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｉｍｅ狋ａｎｄｕｎｉｆｏｒｍ

ｍａｇｎｅｔｉｃｆｉｅｌｄ犅ｆｏｒｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｓｔａｔｅ｜ψ（０）〉＝

　　　槡２／２（｜００〉＋｜１１〉）（γ＝０．２５）

图５ 对于初态｜ψ（０）〉 槡＝ ２／２（｜００〉＋｜１１〉），系统纠缠度

在内禀退相干不同时的含时演化（犅＝０．４）

Ｆｉｇ．５ Ｃｏｎｃｕｒｒｅｎｃｅａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｉｍｅ狋ｆｏｒｔｈｅｉｎｉｔｉａｌ

ｓｔａｔｅ｜ψ（０）〉 槡＝ ２／２（｜００〉＋｜１１〉）ｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｄｅｃｏｈｅｒｅｎｃｅｒａｔｅγ（犅＝０．４）

｜ψ（０）〉＝｜１１〉，系统的纠缠始终为零，其含时演化情

况不再赘述。

４　结　　论

研究了两粒子犡犡犣海森堡自旋链针对不同的

初态，在考虑内禀退相干时，系统量子纠缠的含时演

化情况。数值计算和图像模拟结果都表明内禀退相

干对系统的纠缠有明显的抑制作用。如果系统的初

态为纠缠态｜ψ（０）〉＝犮｜０１〉＋犱｜１０〉，系统的纠缠与

各向异性参数Δ 和外加磁场犅 没有关系，却受到

ＤＭ相互作用程度和内禀退相干因素的明显影响；

如果系统的初态为纠缠态｜ψ（０）〉＝犪｜００〉＋犫｜１１〉，

系统的纠缠与ＤＭ相互作用大小和各向异性参数Δ

无关，纠缠程度不仅受到内禀退相干因素的影响，还

０７２７００１５
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受到外加磁场的进一步削弱。研究还发现，如果系

统的初态为分离态｜ψ（０）〉＝｜０１〉或｜ψ（０）〉＝｜１０〉，

系统的纠缠将随着ＤＭ 相互作用和内禀退相干的

变化出现纠缠突然死亡现象，并最终达到解纠缠状

态；如果系统的初态为｜ψ（０）〉＝｜００〉或｜ψ（０）〉＝

｜１１〉的分离态，系统的纠缠始终为零，与ＤＭ 相互

作用、各向异性、外加磁场等因素及内禀退相干都没

有关系。
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