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摘要　提出了在一定的条件下，周期函数经过线性正则变换，结果仍然是周期函数，即利用线性正则变换可以产生

泰伯效应，并从理论上给出了证明，得出了产生泰伯效应的条件。推导了特殊形式的线性正则变换（菲涅耳衍射、

分数傅里叶变换和Ｇｙｒａｔｏｒ变换）产生泰伯效应的条件，通过数值模拟验证了Ｇｙｒａｔｏｒ变换的自成像条件，证明了

该理论的正确性，从而将泰伯效应推广到了线性正则变换域。
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１　引　　言

泰伯效应，又称为光栅自成像效应，是指当一束

单色平面光垂直照射一个周期性物体（例如透射光

栅）时，在物体后面周期性距离上会出现物体的像，

这一现象最早于１８３０年被泰伯发现。泰伯效应是

衍射光学中的一种重要现象，已经被广泛地应用于

很多领域。尤其是分数泰伯效应的发现，拓宽了泰

伯效应的应用范围，更加引起了人们对泰伯效应的

兴趣。目前，泰伯效应以及分数泰伯效应在光学信

息处理、光学测量、阵列照明、光学互联、物质波的自

成像干涉、激光阵列锁相、无损检测及衍射光学元件

设计等诸多方面都有重要应用。目前对泰伯效应的

研究及应用主要是在光栅方面，与此同时，对于泰伯

效应产生机理等理论方面的探讨，也是研究的热点。

这一传统的光学现象，至今仍然是一个非常活跃的

科研领域，无论在原理上还是应用上都吸引着人们

０７１１００４１
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广泛的兴趣。

传统的泰伯效应是基于菲涅耳衍射来描述的，

由于分数傅里叶变换在理论上等价于菲涅耳衍射，

因而分数傅里叶变换域的泰伯效应引起了人们的关

注［１－６］。菲涅耳变换与分数傅里叶变换都是线性正

则变换的特殊形式，研究对于这些特殊形式成立的

性质或现象，是否可以推广到更具有普遍意义的线

性正则变换领域中，对线性正则变换与其他特殊变

换形式的理论研究都有重要的价值。

本文将泰伯效应推广到了线性正则变换域，即

对于周期性物体，经过线性正则变换，在满足特定的

条件下，都会出现自成像现象。而传统的菲涅耳衍

射与分数傅里叶变换下的泰伯效应都可以认为是线

性正则变换泰伯效应的特例。推导了线性正则变换

泰伯效应的一般表达式与自成像现象的条件。代入

特定的参数，线性正则变换可以退化为菲涅耳变换

或分数傅里叶变换，由此直接得到了相应的泰伯效

应与自成像条件，这验证了线性正则变换泰伯效应

这一概念的正确性。特别地，对于Ｇｙｒａｔｏｒ变换，可

以直接得到相应的泰伯效应表达式与自成像条件。

２　线性正则变换的一般表达式

线性正则变换是一类积分变换［７］，也称为二次

相位积分［８］、广义菲涅耳变换［９－１０］、广义分数傅里

叶变换［１１］，用于在数学上描述一阶无损光学系

统［１２］。传统的傅里叶变换、分数傅里叶变换、菲涅

耳变换都是线性正则变换的特殊形式，这些变换的

快速算法已经被广泛地研究［１３－２３］。

数学上，函数犵ｉ（狉ｉ）的线性正则变换犵ｏ（狉ｏ）在

形式上等价于Ｃｏｌｌｉｎｓ积分，即

犵ｏ（狉ｏ）＝犃Ｍ犵ｉ（狉犻）ｅｘｐｉπ（狉
Ｔ
ｉ犅

－１犃狉ｉ－２狉
Ｔ
ｉ犅

－１狉ｏ＋狉
Ｔ
ｏ犇犅

－１狉ｏ［ ］）ｄ狉ｉ， （１）

式中狉ｉ＝（狓犻，狔犻）
Ｔ，狉ｏ＝（狓ｏ，狔ｏ）

Ｔ，上标Ｔ表示转置，

犃Ｍ＝ｅｘｐ（ｉ）／ ｄｅｔ（ｉ犅槡 ）是常数相位（为常数，＝

－
π
４
），犃、犅、犇是积分核中的变换因子。

因为线性正则变换等价于一阶光学系统，因此

可以由传输矩阵犕Ｌ 来表示
［１２］，即

犕Ｌ ＝
犃 犅［ ］
犆 犇

＝
α／β １／β

－β＋αγ／β γ／
［ ］

β
， （２）

式中α、β、γ是传输矩阵系数。对于二维线性正则变

换，（２）式中犃、犅、犆、犇均为２×２传输子矩阵，传输

矩阵为４×４矩阵，其中元素犃、犅、犆、犇满足

犃犅Ｔ
＝犅犃

Ｔ，　犆犇
Ｔ
＝犇犆

Ｔ，　犃犇
Ｔ
－犅犆

Ｔ
＝犐，

犃Ｔ犆＝犆
Ｔ犃，　犅

Ｔ犇＝犇
Ｔ犅，　犃犇

Ｔ
－犅犆

Ｔ
＝犐．

（３）

　　一维线性正则变换退化为常见的三参数积分变

换，函数犵ｉ（狓ｉ）的线性正则变换形式为
［１２］

犵ｏ（狓ｏ）＝∫犆Ｍ（狓ｉ，狓ｏ）犵ｉ（狓ｉ）ｄ狓ｉ， （４）

式中犆Ｍ（狓ｉ，狓ｏ）是线性正则变换的积分核，表达式

为

犆Ｍ（狓ｉ，狓ｏ）＝犃Ｍｅｘｐ［ｉπ（α狓
２
ｉ－２β狓ｉ狓ｏ＋γ狓

２
ｏ）］，

（５）

其中，犃Ｍ＝槡βｅｘｐ（－ｉπ／４）。

３　线性正则变换中的泰伯效应

周期函数可以表示为平面波叠加的形式，设一

维周期性物体的复振幅透射率为

犵（狓）＝∑
!

狀＝－!

犮狀ｅｘｐ（ｉ２π狀犳０狓）， （６）

式中犳０ 是基频，周期犱＝１／犳０，犮狀 为各平面波分量

的相对振幅和相位分布。物场分布的空间频谱为

犌（犳狓）＝∑
!

狀＝－!

犮狀δ（犳狓－犳０）， （７）

式中δ（犳狓－犳０）为狄拉克函数。以周期函数作为线

性正则变换的输入，则有

犵ｏ（狓ｏ）＝犃Ｍ∫犵（狓ｉ）ｅｘｐｉπ（α狓
２
ｉ－２β狓ｉ狓ｏ＋γ狓

２
ｏ［ ］）ｄ狓ｉ＝

ｉ

α
犃Ｍｅｘｐｉπγ－β

２

（ ）α 狓２［ ］ｏ ∑
!

狀＝－!

犮狀ｅｘｐｉ２πβ
α
狀犳ｏ狓（ ）ｏ ｅｘｐ －ｉπ狀２犳

２
ｏ（ ）α ． （８）

０７１１００４２



孙琼阁等：　线性正则变换中的泰伯效应

因此输出函数相当于原平面波分量坐标发生缩放同

时引入附加相位因子，即在观察平面引入相移。若对

每一平面波分量，消除附加相移的影响，即满足条件

ｅｘｐ －ｉπ狀
２犳

２
ｏ（ ）α ＝１， （９）

式中犳ｏ是输出光的空间频率。则得到输出光场的

复振幅分布为

犵ｏ（狓ｏ）＝
ｉ

α
犃Ｍｅｘｐｉπγ－β

２

（ ）α 狓２［ ］ｏ 犵 βα狓（ ）ｏ ，
（１０）

强度分布为

犐（狓ｏ）＝ 犵ｏ（狓ｏ）
２
＝
犃Ｍ

α

２

犵 β
α
狓（ ）ｏ

２

．

（１１）

因此，在线性正则变换的输出面得到的是原物体的

坐标缩放的自成像，坐标缩放导致周期结构物体的

周期间隔发生改变，变换后的周期大小为

犱＝
α

β犳ｏ
． （１２）

　　对于二维情况，可以得到相同的结论。设二维

周期函数为

犵ｉ（狓ｉ，狔ｉ）＝ ∑
!

犿，狀＝－!

犮犿，狀ｅｘｐｉ２π（犿犳１狓ｉ＋狀犳２狔ｉ［ ］）＝ ∑
!

犿，狀＝－!

犮犿，狀ｅｘｐｉ２π（犳
Ｔ狉ｉ［ ］）， （１３）

式中犳
Ｔ＝（犿犳１，狀犳２），犳１ 与犳２ 为周期函数在狓轴与狔轴两个方向的空间频率，犮犿，狀为各平面波分量在狓和

狔两个方向的相对振幅和相位分布。经过复杂的计算，可得二维周期函数的线性正则变换结果为

犵ｏ（狉ｏ）＝犆犃Ｍｅｘｐｉπ狉ｏ
Ｔ（犇犅－１

－犅
－１犃－１）狉［ ］ｏ ∑

＋!

犿，狀＝－!

犮犿，狀ｅｘｐ（ｉ２π犳
Ｔ犃－１狉ｏ）ｅｘｐ（－ｉπ犳

Ｔ犃－１犅犳）， （１４）

式中犆是计算中引入的复常数因子。

二维情况下，相应的自成像条件为

ｅｘｐ（－ｉπ犳
Ｔ犃－１犅犳）＝１． （１５）

此时，有

犵ｏ（狉ｏ）＝犆犃Ｍｅｘｐｉπ狉ｏ
Ｔ（犇犅－１

－犅
－１犃－１）狉［ ］ｏ ∑

!

犿，狀＝－!

犮犿，狀ｅｘｐ（ｉ２π犳
Ｔ犃－１狉ｏ）． （１６）

由（１６）式可知，在二维情形中，周期函数经过线性正

则变换，在满足一定的条件下，会出现自成像现象。

（１５）式给出了自成像的条件，与原函数的周期大小

和线性正则变换的参数均有关。

４　例　　子

４．１　菲涅耳衍射的泰伯效应

对于给定的线性正则变换泰伯效应的表达式，

代入相应特定的参数，可以直接得到相应特殊变换

的泰伯效应的表达式和自成像的条件。菲涅耳衍射

下的周期结构自成像现象称为泰伯效应，菲涅耳衍

射在数学上可以由菲涅耳变换表示，而菲涅耳变换

是线性正则变换的特殊形式。为了验证第３节结论

的正确性，特别地，对于菲涅耳衍射，其在线性正则

变换中的特定参数为

α＝β＝γ＝
１

λ狕
， （１７）

式中λ为光波长，狕是观察平面和菲涅耳衍射孔径

之间的距离。则（１０）式可以简化为

犵ｏ（狓ｏ）＝ｉλ狕ｅｘｐ（ｉ犽狕）犵ｉ（狓ｉ）， （１８）

式中犽为波数，犽＝２π／λ。相应的泰伯条件为

ｅｘｐ（－ｉπλ狕狀
２
犳
２
ｏ）＝ｅｘｐ －ｉπλ狕

狀（ ）犱［ ］
２

＝１，

（１９）

即要求

狕犿 ＝
２犿犱２

λ
，　犿＝１，２，３，…． （２０）

因此在每个距离狕犿 处，可观察到周期物体的像。即

周期物体经过菲涅耳衍射，可在物体后满足条件的

某些距离处观察到物体的像。

４．２　分数傅里叶变换的泰伯效应

对于一维分数傅里叶变换，线性正则变换的参

数变为

α＝γ＝ｃｏｔ犪，　β＝ｓｉｎ犪， （２１）

则自成像的条件为

ｔａｎ犪＝２犿犱
２，　犿＝１，２，３，…， （２２）

从而得

ｅｘｐｉπγ－β
２

（ ）α 狓２［ ］ｏ ＝１， （２３）

所以有
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犵ｏ（狓ｏ）＝
ｉ

ｃｏｔ犪
犃Ｍ犵

１

ｃｏｓ犪
狓（ ）ｉ ． （２４）

因此，当周期函数经过分数傅里叶变换，在分数阶满

足一定的条件下，可以得到原物体的坐标缩放的像。

对应于分数傅里叶变换的光学实验装置，可以得到

分数傅里叶变换的成像距离［１］。对于二维分数傅里

叶变换，若在两个方向满足条件的分数阶不相同，则

得到的函数图像在两个方向的周期将发生不同的

变化。

４．３　犌狔狉犪狋狅狉变换的泰伯效应

类似于菲涅耳变换与分数傅里叶变换，Ｇｙｒａｔｏｒ

变换作为线性正则变换的特殊形式，代入相应的参

数，可以直接得到相应的自成像现象的条件。在（１４）

式代入Ｇｙｒａｔｏｒ变换的传输矩阵，对于周期输入函数

犵ｉ（狓ｉ，狔ｉ），如（１３）式，狓、狔方向的周期分别为

犜狓 ＝
１

犳１
，　犜狔 ＝

１

犳２
， （２５）

可得

犵ｏ（狓ｏ，狔ｏ）＝
１

ｃｏｓ犪
ｅｘｐ（－ｉ２π狓ｏ狔ｏｔａｎ犪）∑

!

犿，狀＝－!

犮犿狀ｅｘｐ－ｉ２π犿狀犳１犳２ｔａｎ［ ］犪ｅｘｐｉ２π
犿犳１狓ｏ＋狀犳２狔ｏ

ｃｏｓ［ ］犪
．（２６）

若满足条件

ｔａｎ犪＝
狆
犳１犳２

，　狆＝１，２，３，…， （２７）

有

ｅｘｐ －ｉ２π犿狀犳１犳２ｔａｎ［ ］犪 ＝１． （２８）

因此，有

犵ｏ（狓ｏ，狔ｏ）＝
１

ｃｏｓ犪
ｅｘｐ（－ｉ２π狓ｏ狔ｏｔａｎ犪）∑

!

犿，狀＝－!

犮犿狀ｅｘｐｉ２π
犿犳１狓ｏ＋狀犳２狔ｏ

ｃｏｓ［ ］犪
， （２９）

出射场光强分布为

犐Ｇ（狓ｏ，狔ｏ）＝ 犵ｏ（狓ｏ，狔ｏ）
２
＝

１

ｃｏｓ犪 ２ ∑
!

犿，狀＝－!

犮犿狀ｅｘｐｉ２π
犿犳１狓ｏ＋狀犳２狔ｏ

ｃｏｓ［ ］犪

２

． （３０）

因此，在特定的阶数下，在Ｇｙｒａｔｏｒ变换的输出面，

可以得到周期物体的坐标缩放后的自成像。输出函

数的周期为

犜狓ｏ＝
ｃｏｓ犪

犳１
，　犜狔ｏ＝

ｃｏｓ犪

犳２
． （３１）

５　数值模拟

图１给出了一个简单二维周期函数不同阶次

Ｇｙｒａｔｏｒ变换的结果。图１（ａ）是原周期结构图像，

图１（ｂ），（ｃ）参数分别为犪＝π／４，犪＝ａｒｃｔａｎ２，均满

足（２７）式所示的自成像条件，因此，图１（ｂ），（ｃ）得

到的是原图像坐标缩放的像，具有泰伯效应，变换后

周期满足（２７）式。图１（ｄ）参数犪＝π／５，不满足自成

像条件，此时变换的结果虽然仍是周期结构，但完全

不同于原图像，因此没有泰伯效应。

为了与周期结构图像比较，图２给出了一幅非

周期结构图像的Ｇｙｒａｔｏｒ变换结果，其中图２（ａ）是

输入原图像，图２（ｂ）是经过 Ｇｙｒａｔｏｒ变换的结果，

变换阶次为犪＝π／４。显然，非周期结构图像并不能

满足线性变换的泰伯效应，不能得到原图像坐标缩

放的像。

图１ 二维周期函数的Ｇｙｒａｔｏｒ变换。（ａ）犪＝０；（ｂ）犪＝π／４；（ｃ）犪＝ａｒｃｔａｎ２；（ｄ）犪＝π／５

Ｆｉｇ．１ Ｇｙｒａｔｏｒｔｒａｎｓｆｏｒｍｓｏｆｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎｐｅｒｉｏｄｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎ．（ａ）犪＝０；（ｂ）犪＝π／４；（ｃ）犪＝ａｒｃｔａｎ２；（ｄ）犪＝π／５
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图２ 二维非周期函数的Ｇｙｒａｔｏｒ变换。（ａ）犪＝０；（ｂ）犪＝π／４

Ｆｉｇ．２ Ｇｙｒａｔｏｒｔｒａｎｓｆｏｒｍｏｆｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎｎｏｎｐｅｒｉｏｄｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎ．（ａ）犪＝０；（ｂ）犪＝π／４

６　结　　论

提出了线性正则变换中的泰伯效应，证明了周

期函数经过线性正则变换，在满足一定的条件下，会

出现自成像现象，因而具有泰伯效应。分别选取线

性正则变换的特例：菲涅耳变换、分数傅里叶变换和

Ｇｙｒａｔｏｒ变换进行了分析，分别得到其自成像条件，

同时也验证了线性正则变换可以产生泰伯效应这一

理论。而菲涅耳变换、分数傅里叶变换和 Ｇｙｒａｔｏｒ

变换都是线性正则变换的特殊形式，因此由线性正

则变换的泰伯效应可以直接得到传统的泰伯效应。

以周期图像的Ｇｙｒａｔｏｒ变换为例，证明了：在满足自

成像条件下，周期图像的Ｇｙｒａｔｏｒ变换结果是原周

期图像缩放，具有泰伯效应；不满足自成像条件下，

周期图像的Ｇｙｒａｔｏｒ变换的结果，不再是原周期图

像，不具有泰伯效应；非周期图像的Ｇｙｒａｔｏｒ变换不

具有泰伯效应。因Ｇｙｒａｔｏｒ变换是线性正则变换的

特例，因而该数值模拟结果验证了线性正则变换中

的泰伯效应理论的正确性。
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