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基于校正多相位快速傅里叶变换算法的
叠栅条纹相位差测量
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摘要　叠栅条纹相位差测量是光栅位移测量中的关键技术，在两块光栅相对运动过程中，叠栅条纹信号的频率会

因光栅夹角误差的存在而发生偏移，采用传统多相位快速傅里叶变换（ＭＰＦＦＴ）算法计算任意时刻叠栅条纹相位

值会产生测量误差，导致相位差测量不准确。为了减少频偏所产生的相位测量误差，提出了一种校正 ＭＰＦＦＴ相

位测量算法，推导出了基于相位差校正法的 ＭＰＦＦＴ谱校正模型。仿真结果表明，在无噪声情况下，当光栅夹角误

差为０．１°时，信号的最大频率偏移量约为４．１９ｋＨｚ，传统 ＭＰＦＦＴ相位测量误差大于１００°，经相位校正后，相位测

量误差小于０．２°，相位差测量误差小于０．００４°；在高斯噪声和谐波干扰情况下，相位差测量误差小于０．２°，当取栅

距为２０μｍ时，相位差测量误差所产生的位移测量误差小于０．０１１１μｍ，为光栅位移纳米级测量提供了参考。
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１　引　　言

光栅位移测量技术是以叠栅条纹细分理论为基

础，通常采用测量条纹的相位变化量获得位移量，高

精度测量相位是提高光栅位移测量分辨率和精度的

基础［１－３］。目前，常采用ＣＣＤ／ＣＭＯＳ图像传感器

作为叠栅条纹接收器件，其分辨力主要受像素尺寸
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限制，像素尺寸越小，一个条纹周期内所包含的像素

数越多，位移测量分辨力就越高。基于 ＣＣＤ／

ＣＭＯＳ传感器输出的叠栅条纹信号具有较好的周

期性，通过求取相邻两次叠栅条纹相位差可以获得光

栅相对位移量，光栅相对位移量Δ狓与叠栅条纹相位

差Δφ、栅距犱之间的关系为Δ狓＝犱×Δφ／３６０°，因此，

提高位移测量精度的关键是提高相位差的测量精度。

传统的基于傅里叶变换的相位测量方法，由于

加窗截断产生的频谱泄漏严重影响相位测量精

度［４－５］。多相位快速傅里叶变换（ＭＰＦＦＴ）等算法

能够减少这类误差，与传统的傅里叶变换相比，一定

程度上抑制了频谱泄漏。但上述两种算法的测相精

度均受到信号频偏的影响，当两块光栅相对运动时，

不可避免地会产生光栅夹角误差，造成叠栅条纹信

号频率的偏移，产生相位测量误差，且不同频偏下所

产生的相位测量误差也不同，导致相位差测量结果

不准确［６－７］。基于以上原因，本文在ＣＭＯＳ采集叠

栅条纹信号的基础上，提出了一种校正 ＭＰＦＦＴ相

位测量算法，减少了因光栅相对运动引起的频偏对

相位测量的影响，提高相位差测量精度。

２　叠栅条纹数学模型

把两块光栅以微小夹角叠放在一起，当有平行

光照射时，在光栅背后就会出现明暗相间的条纹，即

叠栅条纹。

叠栅条纹在狓方向上的光强表达式可近似表

示为

犐（狓）＝犐０＋犐ｃｏｓ（２π犳狓狓＋φ）， （１）

式中犐０为背景光强，犐为叠栅条纹光强变化幅度，犳狓

为叠栅条纹在狓方向上的空间频率，犳狓＝１／犠，φ为

光学初相位，犠 为叠栅条纹周期。

在驱动脉冲作用下，ＣＭＯＳ图像传感器开始对

叠栅条纹信号进行采集［８］，将静态叠栅条纹光强信

号转换成随时间变化的近似正弦波的动态电信号。

光电转换后的电信号可表示为

狔（狋）＝犝０＋犝１ｃｏｓ（２π犳狓犔犉狋＋φ）， （２）

式中犝０ 为电信号的直流分量，犝１ 为电信号的幅度，

犔为传感器有效光敏元长度，犔＝犿×犖，犿为传感

器的像素尺寸，犖 为有效像素数，犉 为帧频，犉 ＝

犳ｓ／犖，犳ｓ为采样频率。

由于ＣＭＯＳ传感器为像素阵列结构，且内部集

成像素级模数（Ａ／Ｄ）转换器，其输出的叠栅条纹信

号就是被像素抽样了的信号，并且具有很好的周期

性。ＣＭＯＳ输出叠栅条纹信号表达式为

狔（狀）＝犝０＋犝１ｃｏｓ（２π狀犳狓犔犉／犳ｓ＋φ）． （３）

　　叠栅条纹采集过程如图１所示。

图１ 叠栅条纹采集过程

Ｆｉｇ．１ Ｐｒｏｃｅｄｕｒｅｏｆｍｏｉｒｅｆｒｉｎｇｅａｃｑｕｉｓｉｔｉｏｎ

由（２）式可知，令叠栅条纹信号频率为犳，则

犳＝犳狓犔犉 ＝
１

犠
×（犿×犖）×

１

１

犳ｓ
×犖

＝

１

犠
×犿×犳ｓ． （４）

　　根据叠栅条纹周期 犠 与光栅夹角θ［单位：

（°）］、栅距犱的关系：

犠 ＝
犱×１８０

θ×π
， （５）

将（５）式代入（４）式，可以得到光栅夹角与叠栅条纹

信号频率的关系为

犳＝
１

犠
×犿×犳ｓ＝

犿×犳ｓ×π
犱×１８０

×θ． （６）

　　由（６）式可知，叠栅条纹信号的频率会因光栅相

对运动所产生的夹角误差而发生偏移。采用的

ＣＭＯＳ传感器的像素尺寸为４μｍ、最高采样频率为

１２ＭＨｚ，采用栅距为２０μｍ的光栅。采用５１２点快

速傅里叶变换（ＦＦＴ）计算，因此调整两光栅夹角为

０．５６°，此时叠栅条纹周期犠 约为２０４８μｍ，叠栅条

纹信号的频率犳约为２３．４４ｋＨｚ。由（６）式进一步

可得到夹角误差Δθ与频率误差Δ犳的关系：

Δ犳＝
４０×π
３

×Δθ． （７）

　　图２为夹角误差与频率误差的关系曲线。

根据图２可知，当夹角误差为±０．１°时，所产生

的最大频率误差为±４．１９ｋＨｚ，采用传统ＦＦＴ和

ＭＰＦＦＴ均会产生相位测量误差，且不同频偏下所

产生的相位测量误差也不同，导致相位差测量结果

０６１２００６２
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不准确。为了减少该误差，采用校正 ＭＰＦＦＴ算法

来获取任意时刻叠栅条纹信号相位测量值。

３　叠栅条纹相位测量原理

针对ＣＭＯＳ输出叠栅条纹信号特点，采用校正

ＭＰＦＦＴ算法来获取任意时刻叠栅条纹信号相位测

量值，可以减少频偏所产生的相位测量误差。由于

叠栅条纹基频谱线具有最大幅度，所以只需提取基

频谱线相位值，而无需所有谱线，可以提高数据处理

速度。叠栅条纹相位测量原理框图如图３所示。
图２ 夹角误差与频率误差的关系曲线

Ｆｉｇ．２ Ｃｕｒｖｅｏｆａｎｇｌｅｅｒｒｏｒａｎｄｆｒｅｑｕｅｎｃｙｅｒｒｏｒ

图３ 叠栅条纹相位测量原理框图

Ｆｉｇ．３ Ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｄｉａｇｒａｍｏｆｍｏｉｒｅｆｒｉｎｇｅｐｈａｓｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ

３．１　犕犘犉犉犜基波相位求取

３．１．１　数据预处理

以采样点数２犖－１＝９为例，则 犖＝５，犔＝

（犖－１）／２＝２，将采样序列按段长犔由前向后分段，

然后进行周期延拓，按第一个数据段取一个周期对

齐，最后将对应的列相加得犔点 ＭＰＦＦＴ预处理数

据。图４为 ＭＰＦＦＴ数据预处理基本框图
［６，９－１０］。

图４ ＭＰＦＦＴ数据预处理基本框图

Ｆｉｇ．４ ＢａｓｉｃｂｌｏｃｋｄｉａｇｒａｍｏｆＭＰＦＦＴｄａｔａｐｒｅｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ

　　由图４可以看出，ＭＰＦＦＴ数据预处理实际上

是用长度为２犖－１的卷积窗数据狑（狀）对输入数据

加权，然后将间隔犔点的数据对应相加。其中，卷积

窗数据是由两个非等长前窗犳和翻转的后窗犫卷积

得到，令犚犖 为犖阶矩形窗，若犳＝犚犔，犫＝犚２犖－犔，卷

积窗数据狑（狀）可表示成

狑（狀）＝犚犔犚２犖－犔， （８）

式中表示卷积，ＭＰＦＦＴ与ＦＦＴ区别在于其对输

入序列所加的是长度为２犖－１的矩形卷积窗，而

ＦＦＴ是直接对输入序列加长度为２犖－１的矩形

窗。图５为ＦＦＴ、ＭＰＦＦＴ的幅度衰减情况。

从抑制频谱泄漏能力上看，谱函数中主瓣幅度

与旁瓣幅度的比值越大，说明主瓣相对于旁瓣的幅

度衰减越快，频谱泄漏越少。由图５可以看出，除了

主瓣之外，ＭＰＦＦＴ与ＦＦＴ的幅度衰减情况保持着

近似２倍的关系，具有很好的抑制频谱泄漏能力。

３．１．２　ＭＰＦＦＴ谱分析

令采样后单频复信号为
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图５ ＦＦＴ、ＭＰＦＦＴ的幅度衰减情况

Ｆｉｇ．５ ＡｍｐｌｉｔｕｄｅａｔｔｅｎｕａｔｉｏｎｏｆＦＦＴ，ＭＰＦＦＴ

狓（狀）＝犃ｅｘｐｊ２π×
犳
犳ｓ
×狀＋（ ）［ ］φ ， （９）

式中犃为信号幅度，犳为信号频率，犳ｓ为采样频率，φ
为信号初相。经预处理后，得犔点预处理数据，然后

对犔点数据进行ＦＦＴ，得 ＭＰＦＦＴ谱为

犡犿狆（犽）＝犃ｅｘｐ（ｊφ）ｅｘｐｊ２π（犽０－犽）
犖－１［ ］犔

×

ｓｉｎ
π（犽０－犽）（２犖－犔）［ ］犔

ｓｉｎ
π（犽０－犽）［ ］犔

×
ｓｉｎπ（犽０－犽［ ］）

ｓｉｎ
π（犽０－犽）［ ］犔

，（１０）

式中犽０＝犳犔／犳ｓ 为信号真实频率犳在频域中的位

置，犽为谱线序号（整数）。

　　由（１０）式可知，其后两项是加窗所引起的频谱

泄漏，窗函数的选择直接影响算法的抑制频谱泄漏

能力，理想窗函数往往要求其主瓣宽度尽可能小、旁

瓣幅度尽可能小且衰减尽可能快。由于 ＭＰＦＦＴ所

加窗是两个非等长窗的卷积，图６给出了 ＭＰＦＦＴ

加四种卷积窗函数的幅度衰减情况。

图６ 四种卷积窗函数的幅度衰减情况

Ｆｉｇ．６ Ａｍｐｌｉｔｕｄｅａｔｔｅｎｕａｔｉｏｎｏｆｆｏｕｒｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎ

ｗｉｎｄｏｗｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

令采样序列为狓（狀）＝ｃｏｓ
２π狀犳
犳ｓ

＋
犿π（ ）１８０

，其中

初相位犿＝１°～９０°，当发生最大频偏时，犳的范围为

１９．２５～２７．６３ｋＨｚ，图 ７ 给出了最大频偏 时

ＭＰＦＦＴ加四种卷积窗的相位差测量误差曲线。

图７ ＭＰＦＦＴ加四种卷积窗的相位差测量误差曲线。（ａ）最小频率时误差曲线；（ｂ）最大频率时误差曲线

Ｆｉｇ．７ ＰｈａｓｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｏｆｆｏｕｒｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎｗｉｎｄｏｗｂａｓｅｄｏｎＭＰＦＦＴ．（ａ）Ｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｏｆ

ｍａｘｉｍｕｍｆｒｅｑｕｅｎｃｙ；（ｂ）ｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｏｆｍｉｎｉｍｕｍｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

　　图６的仿真结果表明，ＭＰＦＦＴ加汉宁卷积窗

的旁瓣幅度较小，幅度衰减最快，图７的仿真结果表

明，加汉宁卷积窗测得的叠栅条纹相位差测量误差

最小，综合以上考虑，本文采用加汉宁卷积窗对输入

序列进行加权处理，减少因加窗所引起的频谱泄漏。

根据（１０）式可以得出 ＭＰＦＦＴ相位谱φ犿狆（犽）

为

φ犿狆（犽）＝φ＋
犖－１
犔

×Δ犽×２π， （１１）

式中Δ犽＝犽０－犽为信号真实频率在频域中的位置

与离散谱线之间的偏差。

由（１１）式可以看出，ＭＰＦＦＴ相位谱在原始相

位φ的基础上附加一个相位值，附加相位值Δφ与

Δ犽的关系可表示为
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Δφ＝
犖－１
犔

×Δ犽×２π． （１２）

　　当叠栅条纹信号的频率正好落在对应谱线位置

上时，即犽０为整数，Δ犽＝０，此时附加相位值Δφ为

零，没有产生相位测量误差。而实际叠栅条纹信号频

率会因光栅夹角误差的存在发生偏移，令叠栅条纹

信号的频率偏移量为Δ犳，又因为Δ犽＝Δ犳犔／犳ｓ，根

据（１２）式即可得到叠栅条纹信号的频率偏移量与附

加相位值之间的关系

Δφ＝
犖－１

犳ｓ
×２π×Δ犳． （１３）

　　而且对于不同频偏的两信号来说，附加相位值

所带来的相位测量误差也不同。图８为 ＭＰＦＦＴ不

同频偏下的相位测量误差。

图８ ＭＰＦＦＴ不同频偏下的相位测量误差

Ｆｉｇ．８ Ｐｈａｓｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｅｒｒｏｒｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

ｏｆｆｓｅｔｂａｓｅｄｏｎＭＰＦＦＴ

由图８可以看出，相位误差随着频率偏移量的

增加越来越大，所以需要对每次相位测量值进行相

位校正，减少相位测量误差。

３．２　相位校正

采用时域平移相位差校正法对 ＭＰＦＦＴ相位谱

中的附加相位进行相位校正［１１－１３］。具体分析步骤

如下：

１）信号采样

在信号频率相同的情况下，分别选取两段长度

为２犖－１的采样序列狓１（狀）、狓２（狀）为

狓１（狀）＝ｃｏｓ（２π狀犳／犳ｓ＋φ１）， （１４）

狓２（狀）＝ｃｏｓ（２π狀犳／犳ｓ＋φ２）， （１５）

式中犳为信号频率，犳ｓ为采样频率，φ１、φ２ 分别为两

信号的初始相位。

２）ＭＰＦＦＴ相位谱计算

根据（１１）式可以求出两个采样序列的 ＭＰＦＦＴ

相位谱为

φｍｐ１（犽）＝φ１＋２π×Δ犽×（犖－１）／犔，（１６）

φｍｐ２（犽）＝φ２＋２π×Δ犽×（犖－１）／犔．（１７）

　　３）相位校正

将（１６）式和（１７）式相减得两个离散相位谱的相

位差为

Δφｍｐ（犽）＝φｍｐ２（犽）－φｍｐ１（犽）＝φ２－φ１．（１８）

且φ１ 和φ２ 满足下面关系式：

φ２ ＝φ１＋２π×犳×犜， （１９）

式中犜＝犕／犳ｓ，犕为时域的平移点数，且犳＝犳ｓ（犽＋

Δ犽）／犔，并将其代入（１８）式得

Δφｍｐ（犽）＝２π×（犽＋Δ犽）×（犳ｓ／犔）×犕／犳ｓ＝

２π×犽×（犳ｓ／犔）×犕／犳ｓ＋２π×Δ犽×（犳ｓ／犔）×

犕／犳ｓ． （２０）

　　化简（２０）式可以得出信号频率与离散谱线之间

的偏差为

Δ犽＝
Δφｍｐ（犽）－２π×犽×（犳ｓ／犔）×犕／犳

２π×（犳ｓ／犔）×犕／犳ｓ
．

（２１）

　　４）将Δ犽代入（２２）式和（２３）式，求出校正后的

频率和相位为

犳′＝ （犽＋Δ犽）×犳ｓ／犔， （２２）

φ′＝φｍｐ１（犽）－２π×Δ犽×（犖－１）／犔．（２３）

４　仿真分析

研究对象为ＣＭＯＳ传感器输出的直接被数字

化了的近似正弦波的叠栅条纹信号，令ＣＭＯＳ输出

叠栅条纹信号为

狔（狀）＝ｃｏｓ（２π狀犳／犳ｓ＋犿×π／１８０）， （２４）

式中叠栅条纹信号频率犳范围为１９．２５～２７．６３ｋＨｚ，

采样频率犳ｓ为１２ＭＨｚ，ＦＦＴ分析点数为５１２，初相

位犿＝１°～９０°。在无噪声干扰下，ＭＰＦＦＴ校正前、后

相位值测量误差曲线如图９所示。

图１０为 ＭＰＦＦＴ校正后相位差测量误差曲线。

光栅位移测量系统在实际的应用中，受到各种

噪声的干扰，因此叠栅条纹信号往往包含谐波、高斯

白噪声等干扰，设实际的叠栅条纹采样序列为：

狔（狀）＝ａｗｇｎ［狓（狀），犛ＮＲ］，其中ａｗｇｎ［狓（狀），犛ＮＲ］

表示在信号 狓（狀）中加入高斯白噪声，狓（狀）＝

ｃｏｓ（２π狀×犳／犳ｓ＋犿×π／１８０）＋ｃｏｓ（４π狀×犳／犳ｓ＋

犿×π／１８０）＋ｃｏｓ（６π狀×犳／犳ｓ＋犿×π／１８０）＋１。

图１１为噪声干扰下 ＭＰＦＦＴ校正后相位差测量误

差曲线，其中高斯噪声信噪比为５０ｄＢ。
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图９ ＭＰＦＦＴ校正前后相位值测量误差曲线。（ａ）最小频率时误差曲线；（ｂ）最大频率时误差曲线

Ｆｉｇ．９ ＰｈａｓｅｖａｌｕｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｂｅｆｏｒｅａｎｄａｆｔｅｒｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎＭＰＦＦＴ．（ａ）Ｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｏｆｍａｘｉｍｕｍ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ；（ｂ）ｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｏｆｍｉｎｉｍｕｍｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

图１０ ＭＰＦＦＴ校正后相位差测量误差曲线。（ａ）最小频率时误差曲线；（ｂ）最大频率时误差曲线

Ｆｉｇ．１０ ＰｈａｓｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅａｆｔｅｒｔｈｅｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎＭＰＦＦＴ．（ａ）Ｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｏｆｍａｘｉｍｕｍ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ；（ｂ）ｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｏｆｍｉｎｉｍｕｍｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

图１１ 噪声干扰下 ＭＰＦＦＴ校正后相位差测量误差曲线。（ａ）最小频率时误差曲线；（ｂ）最大频率时误差曲线

Ｆｉｇ．１１ ＰｈａｓｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｏｆａｆｔｅｒｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎＭＰＦＦＴｗｉｔｈＧａｕｓｓｉａｎｎｏｉｓｅ．（ａ）Ｅｒｒｏｒ

ｃｕｒｖｅｏｆｍａｘｉｍｕｍｆｒｅｑｕｅｎｃｙ；（ｂ）ｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｏｆｍｉｎｉｍｕｍｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

　　由仿真结果可以看出，在无噪声干扰下，当频率

误差为±４．１９ｋＨｚ时，ＭＰＦＦＴ校正前所产生的相

位测量误差大于１００°，经相位校正后，相位测量误

差小于０．２°，相位差测量误差小于０．００４°。在谐波

和高斯噪声干扰下，相位差测量误差小于０．２°，根

据光栅相对位移量Δ狓与叠栅条纹相位差Δφ之间

的关系，该算法的相位差测量误差所产生的位移测

量误差小于０．０１１１μｍ。

５　结　　论

利用像素尺寸为４μｍ的ＣＭＯＳ图像传感器对

叠栅条纹信号进行采集，当取栅距为２０μｍ、夹角约
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为０．５６°的光栅时，叠栅条纹周期约为２０４８μｍ，可

实现条纹周期５１２细分。采用校正 ＭＰＦＦＴ算法计

算任意时刻叠栅条纹信号相位值，其中，数据预处理

部分采用汉宁卷积窗减少了频谱泄漏，相位校正采

用时移相位差校正法，提高了相位测量精度。当叠

栅条纹信号发生最大频率偏移量４．１９ｋＨｚ（对应光

栅夹角误差为０．１°）时，校正ＭＰＦＦＴ算法的相位差

测量误差小于０．００４°，在谐波和高斯噪声（信噪比

为５０ｄＢ）干扰下，相位差测量误差小于０．２°，其所

产生的位移测量误差小于０．０１１１μｍ，对光栅位移

纳米测量具有重要参考价值。
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