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摘要　为了解决大口径光学元件磁流变高精度加工问题，基于矩阵运算模型，提出了ＳＢＢ（ＳｕｂｓｐａｃｅＢａｒｚｉｌａｉａｎｄ

Ｂｏｒｗｅｉｎ）最小非负二乘与自适应Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化相结合的驻留时间快速求解方法。同时，在一次收敛中采用双

去除函数优化螺旋线轨迹下光学元件的加工，保证中心区域与全口径面形精度一致。仿真表明该算法与常用

ＬａｗｓｏｎＨａｎｓｏｎ最小非负二乘法相比，计算精度一致且求解效率大幅提高。对Φ６００ｍｍ以彗差为主的光学表面

模拟加工，峰谷（ＰＶ）值和均方根（ＲＭＳ）值从初始的２．７１２λ与０．４６１λ中心区域全局一致收敛到０．３０６λ和０．０１９９λ

（λ＝６３２．８ｎｍ）。因此，提出的算法能够在有效保证面形收敛精度的同时快速获得稳定可靠的驻留时间分布，为磁

流变抛光应用于大口径光学元件提供有力支持。
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１　引　　言

磁流变抛光（ＭＲＦ）是一种高效确定性的光学

加工工艺［１］，具有去除函数稳定、下表面破坏层小、

边缘效应小，无复印效应、加工精度高及修形能力强

０５２２００１１
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等诸多优点［２－７］。因此，磁流变抛光在高精度光学

表面加工中有着广泛的应用。但是磁流变抛光实际

应用于大口径光学表面的加工却鲜有报道。磁流变

抛光技术加工大口径光学元件的工程应用面临很多

困难，其中的关键技术之一就是驻留时间的高效稳

定求解。

ＭＲＦ是计算机控制光学表面成形（ＣＣＯＳ）的

衍生方法之一，驻留时间求解的基本依据仍然是期

望材料去除量等于磨头的去除函数和驻留时间的卷

积。传统驻留时间求解算法主要有傅里叶变换、迭

代法等。其中，傅里叶变换法［８］是根据空域卷积等

效于傅里叶变换频域的乘积，把卷积运算变换为乘

积运算；迭代法有数值迭代法，脉冲迭代法，简森 范

希图特法［９－１０］等，基本思路都是给出合适的初始值，

以卷积运算为基础进行相应的迭代计算。但是对于

去除函数非圆对称分布的磁流变加工，这两种方法一

般仅适用于光栅式加工轨迹［１０］。

基于矩阵求解法［１１－１２］是２０世纪９０年代发展

起来的一种算法。它根据光学加工的实际物理意义

将卷积运算变换为矩阵乘积运算，这种方法不仅适

用于各种轨迹的磁流变加工，而且驻留点和去除点

密度可以任意选取，甚至可以在一次收敛中使用不

同去除函数。但是这种方法并不能直接应用于大口

径光学元件的磁流变加工。当加工大口径光学元件

时，与传统加工方法相比，一般磁流变抛光机床的去

除函数作用区域相对较小，这使得驻留点分布密集，

同时面形误差采样点多且分布无规律，从而导致驻

留时间求解问题数据规模大、病态性强，求解效率和

面形收敛精度受到极大限制。因此，本文旨在建立

一种以矩阵运算为基础，速度快、面形收敛精度高的

驻留时间求解算法，为磁流变抛光应用于实际的大

口径光学元件加工提供可靠的指导。

２　ＭＲＦ驻留时间矩阵模型

２．１　犕犚犉去除函数

磁流变抛光的去除函数定义为：单位时间内磨头

驻留在某一固定点时的材料去除量分布。应用图１

所示与白俄罗斯合作研发的永磁型磁流变抛光设备，

其基本原理是：磁流变液在外围的循环系统中以液体

形式流动，被喷嘴喷出后由转动的抛光轮带入到抛

光区，在抛光区永磁场的作用下变成Ｂｉｎｇｈａｍ介

图１ 磁流变抛光设备及原理图

Ｆｉｇ．１ ＭａｃｈｉｎｅａｎｄｐｒｉｎｃｉｐｌｅｏｆＭＲＦ

图２ 实验去除函数分布

Ｆｉｇ．２ Ｒｅｍｏｖａｌｆｕｎｃｔｉｏｎｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ
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质，形成具有一定硬度的缎带凸起，这一凸起对光学

工件表面正压力很小，但是剪切力很大，以剪切的方

式实现材料的去除。磁流变液中的磨料是粒径为

８μｍ的氧化铈，抛光材料为Ｋ９玻璃，抛光轮直径为

１６０ｍｍ，抛光轮转速为１２０ｒ／ｍｉｎ，抛光轮最低点到

玻璃工件表面的抛光间隙是１．１ｍｍ，常温下测出

多组 ＭＲＦ去除函数，进行平均处理后如图２所示，

其作用区域是一个约１１．８５ｍｍ×４．１５ｍｍ大小的

标准Ｄ字形，材料去除率仅沿狓方向对称分布。

２．２　矩阵模型

磁流变抛光加工工艺作为一种特殊的 ＣＣＯＳ

技术，材料去除的基本模型依然遵循Ｐｒｅｓｔｏｎ方程。

以Ｐｒｅｓｔｏｎ方程为基础，当磨头以某一加工轨迹扫

描整个光学表面后，可以得到：

犈（狓犻，狔犻）＝∑
犖

犼＝１

犚ｖａｒ（狓犻－ξ犼，狔犻－η犼）·犜（ξ犼，η犼），

（１）

式中犚ｖａｒ（狓犻－ξ犼，狔犻－η犼）表示磨头驻留在驻留点

（ξ犼，η犼）对去除点（或数据点）（狓犻，狔犻）单位时间内的

去除量，犜（ξ犼，η犼）表示磨头驻留在点（ξ犼，η犼）的时

间，犖 是驻留点总数，求和后说明犈（狓犻，狔犻）是磨头

依次驻留在所有驻留点后对点（狓犻，狔犻）总的去除量。

尽管（１）式可以认为是卷积的形式，但是和圆对称去

除函数不同，在螺旋线或者同心圆的轨迹中，Ｄ字型

的去除函数犚ｖａｒ和光学表面坐标轴的相对角度随着

加工区域的变化而变化，传统基于卷积的傅里叶变

换和迭代法等算法不适合这种情况。因此，根据（１）

式的实际物理意义，把这种特殊的卷积变换为矩阵

的乘积。

令犈（狓犻，狔犻）＝犲犻，犚ｖａｒ（狓犻－ξ犼，狔犻－η犼）＝狉犻犼，

犜（ξ犼，η犼）＝狋犼，

犲１

犲２



犲

熿

燀

燄

燅犕

＝

狉１１ 狉１２ … 狉１犖

狉２１ 狉２２ … 狉２犖

   

狉犕１ 狉犕２ … 狉

熿

燀

燄

燅犕犖

×

狋１

狋２



狋

熿

燀

燄

燅犖

． （２）

　　简单描述为犈＝犚×犜，一般称之为驻留时间矩

阵方程，犚是去除函数矩阵，犕 是去除点数量，犖 是

驻留点数量。这样，反卷积运算求解驻留时间变换

成求解（２）式矩阵方程的非负解。磁流变加工中光

栅、螺旋线或同心圆等加工轨迹下的卷积都可以转

换成矩阵运算的形式，驻留点和去除点的密度也可

以任意选取，同时在一次收敛中可以使用多种去除

函数及多种加工轨迹，因此这种基于矩阵的驻留时

间求解算法具有广泛的适用性，为磁流变加工过程

控制参量优化提供了方便的算法平台。

３　驻留时间优化求解

３．１　犛犅犅快速非负最小二乘法

在（２）式驻留时间矩阵方程中，去除函数矩阵犚

的行列维度分别是光学表面去除点和驻留点的数

量，对于大口径光学元件磁流变加工而言，犚是一个

大规模甚至超大规模稀疏矩阵，同时驻留时间又不

能为负值。因此需要一种能够快速高精度求解稀疏

矩阵方程非负解的算法。最常用的非负解求解工具

是商品化计算软件 Ｍａｔｌａｂ中的ｌｓｑｎｏｎｎｅｇ函数，它

以Ｌａｗｓｏｎ－Ｈａｎｓｏｎ非负二乘为核心算法，这种方

法虽然求解精度很高，但是计算效率却不能满足大

口径光学元件磁流变加工的驻留时间求解。

Ｄｏｎｇｍｉｎ等
［１３］在２０１２年提出了超快求解线性

方程 组 非 负 解 的 ＳＢＢ（Ｓｕｂｓｐａｃｅ Ｂａｒｚｉｌａｉａｎｄ

Ｂｏｒｗｅｉｎ）方法。为了描述方便，（２）式可以写成：

犚狋＝犲，狋≥０， （３）

式中犚∈犚
犕×犖，犲∈犚

犕。犚是驻留时间矩阵，狋是驻

留时间分布的列向量，犲是去除点的列向量。ＳＢＢ

算法以求解（３）式的非负最小二乘解为基础，优化残

差的２范数，其相当于优化面形残差的均方根

（ＲＭＳ）值，标准形式为

ｍｉｎ
狋

［犳（狋）］＝
１

２
‖犚狋－犲‖

２，狋≥０． （４）

　　考虑到利用二阶海森矩阵巨大的计算开销，

ＳＢＢ是一种基于一阶梯度的非负最小二乘算法。

给定初始值后，迭代计算公式为

狋犽＋１ ＝ ［狋
犽
－β

犻·α
犽
犳（狋

犽）］＋， （５）

式中［·］＋表示正交投影，β
犻 是确保迭代收敛的可调

收缩因子，由ＳＢＢ方法的步长改进而来的迭代步长

α
犽 通过下式得到：

α
犽
＝

‖^犳
犽－１
‖
２

〈^犳
犽－１，犚Ｔ犚^犳

犽－１〉
ｏｒα

犽
＝
〈^犳

犽－１，犚Ｔ犚^犳
犽－１〉

犚Ｔ犚^犳
犽－１

，

^犳
犽－［ ］１ 犻 ＝

犻犳（狋
犽－１）， 犻犅（狋

犽）

０，
烅
烄

烆 ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ
，

犅（狋犽）＝
犻
狘狋犻 ＝０，犻犳（狋

犽－１）＞｛ ｝０

烅

烄

烆 ．

（６）

０５２２００１３
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迭代终止条件：

‖犳＋ （狋
犽）‖! ≤ε，ε≥０． （７）

犳＋是（４）式中犳的投影梯度，定义为

犳＋ （狋
犽［ ］）犻 ＝

ｍｉｎ［０，犻犳（狋）］，狋犻＝０

犻犳（狋）， 狋犻≥
烅
烄

烆 ０
（８）

　　ＳＢＢ算法不要求犳是严格的凸规划，因此对犚

矩阵要求比较宽松，犚可以是列满秩的也可以是亏

秩的矩阵。在实际磁流变加工过程中获得的犚往

往是列满秩的，因此ＳＢＢ能够有效求解（２）式。

３．２　自适应犜犻犽犺狅狀狅狏正则化

和所有反问题的不适定性一样，应用ＳＢＢ算法

快速获得的驻留时间可能是不稳定的，即面形误差

微小的扰动将导致驻留时间分布的巨大变化。这种

驻留时间分布不稳定的现象取决于去除函数矩阵犚

的病态性：犚的病态性越强，驻留时间越不稳定。实

际光学加工过程中，虽然磁流变加工的去除函数是

确定的，但是面形误差、驻留点和数据点的分布多种

多样，犚可能是病态的甚至是强病态的。因此，为了

确保驻留时间的稳定性，引入数学上解决不适定问

题的普遍方法—Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化
［１４］。

引入标准正则化因子后，（３）式等价为

（犚Ｔ犚＋β犐）狋＝犚
Ｔ犲，狋≥０， （９）

优化目标为

ｍｉｎ
狋

［犳（狋）］＝ ［‖犚狋－犲‖
２
＋β‖犐狋‖］，狋≥０，

（１０）

　　即满足下式最小：

ｍｉｎ
∑
犕

犽＝１
∑
犖

犻＝１

［犚（犽，犻）狋（犻）－犲（犽）］｛ ｝２ ＋β２∑
犖

犻＝１

狋２槡
｛ ｝犻 ．

（１１）

　　数学上，β正则化因子的引入起到了稳定线性

方程组解的作用。β值大，解的稳定性好，但是与实

际问题的解偏差大；β值小，起到的调节方程组病态

性的作用越小，解的稳定性不好。在磁流变抛光中β
还有其实际的物理意义，由（１０）式可以看出，它是

在计算的剩余面形误差和总的驻留时间之间引入了

一个调节权重，这样可以选择合适的β，既保证面形

收敛精度又使加工时间不会太长。

β正则化因子的选取一般用犔 曲线方法
［１５］，但

是这种方法计算量大，效率低。引用文献［１２］提出

的一种自适应正则化方法。这种方法通过迭代可以

迅速调整正则化因子β接近最优值，而与β的初始

值无关。基本计算公式为

β
犽＋１
＝ｌｎ

‖犲－犚狋
犽
ｓｂｂ‖

２
２

‖狋
犽
ｓｂｂ‖

２
２

＋（ ）１ ． （１２）

　　β
犽＋１是第犽＋１次迭代的修正值，狋

犽
ｓｂｂ是第犽次迭

代中应用ＳＢＢ快速求解的驻留时间解。当相邻两次

迭代结果相差很小时，可以停止迭代：

‖狋
犽＋１
ｓｂｂ‖

２
２－‖狋

犽
ｓｂｂ‖（ ）２２ ／‖狋

犽
ｓｂｂ‖

２
２ ≤δ，　δ≥０．

（１３）

　　这种ＳＢＢ和自适应正则化结合的方法，既满足

了对大型稀疏矩阵方程的求解效率和精度，又保证

了解的稳定性，对于大口径光学元件的驻留时间求

解非常有利。

３．３　面形收敛优化

由讨论可知上述算法能快速高效求解稳定的驻

留时间。但对磁流变抛光以螺旋线轨迹加工圆形光

学表面的仿真结果表明：光学表面的中心出现了明

显的凸起或者凹陷形式的残余误差，这直接影响了

全局峰谷（ＰＶ）值和ＲＭＳ值的收敛。考虑磁流变抛

光的去除函数分布，其原因可以用图３（ａ）说明。当

去除函数以图３（ａ）中的方式沿着螺旋线轨迹扫描

时，１）如果螺旋线最小的半径小于去除函数狔方向

长度的μ倍（０＜μ＜１），去除函数去除量较大的部

分发生重叠，在收敛的过程中光学表面中心点附近

形成凹陷；２）如果螺旋线最小的半径大于去除函数

狔方向长的γ（γ＞０）倍，去除函数去除量较小的部

分发生重叠甚至不发生重叠，在收敛的过程中光学

表面中心点附近形成凸起。理论上μ＝γ是一个平

衡的位置，但是仿真表明，此时中心点附近区域面

形收敛出现振荡，即中心区域是凹陷（凸起），凹陷周

围出现凸起（凹陷），这种凸凹往往振荡多次，因此在

单一去除函数下，仅仅调节螺旋线轨迹最小半径这

一变量不能解决中心区域明显凹陷和凸起的问题。

图３ 螺旋线轨迹。（ａ）单一去除函数；

（ｂ）双去除函数组合

Ｆｉｇ．３ Ｓｐｉｒａｌｐａｔｈ．（ａ）Ｓｉｎｇｌｅｒｅｍｏｖａｌｆｕｎｃｔｉｏｎ；

（ｂ）ｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｄｏｕｂｌｅｒｅｍｏｖａｌｆｕｎｃｔｉｏｎ

为了解决中心区域一致收敛的问题，可以利用

基于矩阵运算的驻留时间求解算法，在去除函数矩

阵犚的建立过程中，针对同一螺旋线加工轨迹，不

同区域使用不同去除函数，这样去除函数成为另一

０５２２００１４
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可控参量。使用如图３（ｂ）所示的双去除函数优化

面形收敛，即在螺旋线靠近光学表面中心的区域采

用适当的小去除函数，其余面形区域仍用原去除函

数。小去除函数和原去除函数方向相差１８０°，因此

二者在重叠区域沿着光学元件矢径方向的去除量互

补。另外，由于只有中心区域用小的去除函数，光学

表面全口径的加工效率基本不受影响。

由磁流变加工的基本原理可知小去除函数在工

程应用中易于实现，只需要调节磁流变缎带凸起的

压入深度。根据使用的磁流变抛光设备，压入深度

的调整一般是通过调节抛光间隙来实现的。图４（ａ）

给出了定点抛光１０ｓ时测得的不同抛光间隙的去除

函数，图４（ｂ）给出了与图４（ａ）相应的去除函数作用

区域大小。除抛光间隙外，其他加工条件和２．１节

一致。

图４ 不同抛光间隙 ＭＲＦ去除函数。（ａ）干涉仪测试图；（ｂ）Ｄ形作用区域大小

Ｆｉｇ．４ ＭＲＦｒｅｍｏｖａｌｆｕｎｃｔｉｏｎｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｏｌｉｓｈｉｎｇｄｉｓｔａｎｃｅｓ．（ａ）Ｉｎｔｅｒｆｅｒｏｍｅｔｅｒｆｉｇｕｒｅ；（ｂ）ｓｉｚｅｏｆＤｓｈａｐｅａｒｅａ

　　面形收敛的优化过程仍然以２范数最小为目

标，确保ＲＭＳ的收敛最优，表示为

ｍｉｎｉｍｉｚｅ犳（狉，狉犳，狋）＝
１

２
‖犚（狉，狉犳）狋－犲‖

２，

狋≥０， （１４）

式中犚（狉，狉犳）是去除函数矩阵，与螺旋线最小半径狉

和所用的去除函数狉犳 有关。实际仿真表明此时

ＰＶ接近最优值。

４　实例计算

为了不失一般性，如图５所示的初始面形来自磁

流变抛光中实际加工的Φ１００ｍｍ光学表面，面形误

差ＰＶ值为２．７１２λ，ＲＭＳ值为０．４６１λ（λ＝６３２．８ｎｍ），

面形误差以彗差为主，并有一定的中频误差。选取螺

旋线加工轨迹。同时，为了排除不同面形对仿真结果

的影响，将初始面形放大到不同口径再进行仿真计

算，这样每种口径的面形都能保持一致的误差分布。

在单一去除函数的条件下选择ＲＭＳ最优的加

工轨迹参数，在相同的计算环境下，采用ＳＢＢ结合

自适 应 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ 正 则 化 和 Ｍａｔｌａｂ 软 件 中

ｌｓｑｎｏｎｎｅｇ函数两种方法，分别求解驻留时间矩阵

（２）式。为了合理比较两种算法，文中算法获得的正

则化因子直接应用于ｌｓｑｎｏｎｎｅｇ函数，避免Ｌ 曲线

法给后者带来复杂的计算。算法比较结果如图６

图５ 初始面形误差分布

Ｆｉｇ．５ Ｉｎｉｔｉａｌｓｕｒｆａｃｅｅｒｒｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

所示。

由图６（ａ）可以看出，两种计算方法在相同加工参

数下的ＲＭＳ值和ＰＶ值收敛精度基本一致，这表明

使用ＳＢＢ结合自适应Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化的方法求解驻

留时间，其计算精度可以得到保证。但是两种方法的

求解效率差别却很大：如图６（ｂ）所示，相同的计算环

境下，所提方法计算效率提高了３个数量级。其所用

去除函数作用区域较小（约１１．８５ｍｍ×４．１５ｍｍ），

去除点和驻留点分别以１ｍｍ间隔密集取点，当光

学元件直径从 １００ ｍｍ 增大到 ６００ ｍｍ 时，如

图６（ｂ）所示去除函数矩阵犚行列值犕 和犖 的数

量级从８０００增大到２８００００。但即使在Φ６００ｍｍ

０５２２００１５
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口径下，ＳＢＢ和自适应正则化相结合的方法也仅用

约１００ｓ的时间完成求解；当加工１ｍ量级或更大

口径的光学表面时，使用的去除函数作用区域会相

应增大（一般可以达到４０ｍｍ×２０ｍｍ），去除点和

驻留点密度适当稀疏调整，因此ＳＢＢ结合自适应

Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化求解方法可以在保证高计算精度

条件下，快速获得大口径光学元件磁流变加工的稳

定驻留时间分布。

图６ 单一去除函数仿真。（ａ）模拟加工后的ＰＶ和ＲＭＳ值；（ｂ）不同口径下的计算效率

Ｆｉｇ．６ Ｓｉｎｇｌｅｒｅｍｏｖａｌｆｕｎｃｔｉｏｎｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ．（ａ）ＶａｌｕｅｏｆＰＶａｎｄＲＭＳ；（ｂ）ｃｏｍｐｕｔｉｎｇｅｆｆｉｃｉｅｎｔｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｐｅｒｔｕｒｅｓ

　　另一方面，图６（ａ）中收敛后的ＰＶ值和ＲＭＳ值

与初始面形比较，可以看出ＲＭＳ值有较好的收敛，但

是ＰＶ值的收敛不足。以扩展后得到的Φ６００ｍｍ圆

形光学表面为例，螺旋线轨迹模拟加工并采用单一去

除函数优化的结果如图７（ａ）所示：ＰＶ值１．９４７λ，

ＲＭＳ值０．０３１８λ，收敛后面形的中心点附近凹陷，凹

陷周围是较高的凸起，中心区域收敛以波纹的形式振

荡扩散，这也是一般情况下单一去除函数ＲＭＳ最优

收敛附近的常见面形分布。双去除函数优化结果如

图７（ｂ）所示：ＰＶ值０．３０６λ，ＲＭＳ值０．０１９９λ，二者都

明显优于单一去除函数的结果，尤其是ＰＶ值的收

敛得到大幅提高；中心和全局收敛基本一致，面形的

极值存在于边缘而不是中心区域。另外，和单一去

除函数相比，由于双去除函数优化过程仅在中心区

域引入一个较小的去除函数，对于同一光学元件去

除函数矩阵犚行值不变，列值的变化小于３％，因此

驻留时间的计算效率与单一去除函数基本一致。这

些充分说明：当磁流变抛光以螺旋线轨迹加工圆形

光学表面时，双去除函数组合优化能够很好地解决

面形中心与全局收敛不一致的问题，进一步提高面

形收敛精度。

图７ 模拟加工后面形误差。（ａ）单一去除函数；（ｂ）双去除函数优化

Ｆｉｇ．７ Ｓｕｒｆａｃｅｅｒｒｏｒａｆｔｅｒｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ．（ａ）Ｓｉｎｇｌｅｒｅｍｏｖａｌｆｕｎｃｔｉｏｎ；（ｂ）ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｏｆｄｏｕｂｌｅｒｅｍｏｖａｌｆｕｎｃｔｉｏｎ

５　结　　论

以稳定的非圆对称的磁流变加工去除函数为基

础，将驻留时间求解的传统反卷积方法转换为驻留

时间矩阵方程的求解。然后，采用非负最小二乘

０５２２００１６
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ＳＢＢ和无需先验知识的自适应Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化相

结合的方法，求解驻留时间矩阵方程，在保证解的精

度和稳定性的同时有效提高求解效率。最后，以双

去除函优化收敛过程，有力保证了螺旋线轨迹下圆

形光学表面磁流变加工时中心与全局收敛的一致

性。仿真结果表明该算法相对于常用的高精度

ＬａｗｓｏｎＨａｎｓｏｎ非负二乘算法，求解精度一致的同

时计算效率提高了３个数量级。对彗差为主的

Φ６００ｍｍ光学表面以螺旋线轨迹模拟加工，ＰＶ值

和 ＲＭＳ值从初始的 ２．７１２λ 和０．４６１λ 收敛到

０．３０６λ和０．０１９９λ，中心区域与全局收敛基本一致。

因此，该算法能够在有效保证面形收敛精度的同时

实现驻留时间快速稳定求解，有力地指导大口径光

学表面的磁流变加工。
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