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基于消隐点无穷单应的摄像机焦距精确自标定方法
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摘要　利用一组平行线在不同姿态摄像机图像平面中对应消隐点间的无穷单应关系和摄像机相对姿态信息，提出

了一种摄像机焦距的高精度实时标定方法。该方法仅通过摄像机在任意两个位置下拍摄同一组空间平行线，基于

消隐点对之间的无穷单应关系构建约束，求解焦距参数；将对应光心与消隐点连线的平行程度作为优化指标，利用

ＮｅｌｄｅｒＭｅａｄ非线性单纯型法实现焦距参数的优化，有效地抑制了图像噪声和姿态测量误差，提高了标定结果的精

度和算法的稳健性；大量仿真结果验证了该算法可以在任意相对姿态下实现，且具有精度高、稳健性强、实时解算

的优点。
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１　引　　言

随着计算机视觉的不断发展，其应用领域愈加

广泛。摄像机标定是计算机视觉里从二维图像获取

三维空间信息的关键过程，广义摄像机标定方法可

以分为三种：传统标定方法、自标定方法和基于主动

视觉的标定方法［１］。传统标定方法精度较高，其过

程中一般需要精确复杂的标靶辅助标定，适用性受

到限制［２－４］。自标定方法不需要标靶，利用多幅图

像中对应点之间的数学关系来解算摄像机的内外参

数，方法实用性强，但其求解过程中要处理多元非线

性方程问题，算法实时性不高，而且精度和稳健性较

差［５］。基于主动视觉的标定方法需要控制摄像机做

一些已知的特定运动，具有一定的局限性，目前此种

方法的研究重点是减少运动限制，尽可能达到无约

０５１５００３１
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束的要求［６］。Ｚｈａｎｇ
［７］将传统标定方法与基于主动

视觉的标定方法相结合，消除后者对主动运动的约

束，实现内外参数的精确标定。消隐点因其具有丰

富的数学和几何特性被广泛应用于摄像机标定中。

Ｓｕｎ等
［８－１０］在相应文献中利用空间平行线束在单幅

图像中形成的多个消隐点的几何关系构成约束实现

标定，而多幅图像间对应消隐点间的关系尚未被

利用。

与其他内参数相比，焦距在变焦摄像机主动工

作时变化的可能性更大，因此对其实时在线精确自

标定具有更现实的意义［１１］。通过控制像机围绕光

心做旋转运动，从而将等效焦距与其他参数分离开

来，求解精确的等效焦距［１２］。利用多个正方形辅助

标定图像计算圆环点，可以建立绝对二次曲线的约

束方程标定焦距参数，但对于场景信息较为缺乏的

应用环境，此方法的普遍适用性受到限制［１１］。

作为同一科研项目支撑的学术成果，在徐嵩

等［１３］利用模型参考逼近方法实现摄像机畸变预标

定的前期基础上，将自标定方法与基于主动视觉的

标定方法结合起来，利用消隐点在不同图像平面之

间的无穷单应关系，提出了一种高精度的焦距标定

和优化方法。此种方法的关键之处在于对上文提到

的摄像机相对旋转角无约束且允许其存在不确定

性，在简化标定问题的同时实现了任意位置的焦距

标定。与此同时，只需对空间中的一组平行线拍摄

两次即可完成标定，对辅助标定物要求极低，适用性

得到保证。其工程应用背景在于：针对类似于无人

机主动视觉辅助着陆等场景信息单一（若只能获得

跑道图像）、但运动过程中摄像机相对运动可以通过

其他传感器（如陀螺仪、精确云台）测得的工程实际

问题，可以有效地实时标定焦距信息，为视觉任务提

供基础测量参数。

２　预备知识

２．１　摄像机投影针孔模型

计算机视觉中摄像机投影使用最广泛的模型是

针孔模型，如图１所示。在电荷耦合元件（ＣＣＤ）摄像

机针孔模型中，利用４个欧式坐标系间的转换来描述

世界点与图像像素点之间的关系：１）图像像素坐标

系犗ｕ狓ｕ狔ｕ：以图像左上角为坐标原点，其狓ｕ、狔ｕ轴方

向分别为像素排列的横、纵方向；２）图像物理坐标

系犗ｉ狓ｉ狔ｉ：在图像平面内，以主点（摄像机光轴与图

像平面的交点）为原点，狓ｉ、狔ｉ轴分别与狓ｕ、狔ｕ 平行

且同向；３）摄像机坐标系犗ｃ狓ｃ狔ｃ狕ｃ：以光心犗ｃ为原

点，狓ｃ、狔ｃ轴分别与狓ｉ、狔ｉ平行且同向，狕ｃ由右手定则

确定；４）世界坐标系犗ｗ狓ｗ狔ｗ狕ｗ：三维空间的参考坐

标系，用来描述空间物体的在物理世界中的坐标。

图１ 摄像机针孔模型

Ｆｉｇ．１ Ｇｅｏｍｅｔｒｙｍｏｄｅｌｏｆｃａｍｅｒａ′ｓｐｉｎｈｏｌｅ

空间中一点犘ｗ 在世界坐标系中的齐次坐标为

（狓ｗ，狔ｗ，狕ｗ，１）
Ｔ，其对应像点犘ｕ 在像素坐标系中的

齐次坐标为（狌，狏，１）Ｔ，二者之间存在如下关系：

狊犘ｕ＝ ［ ］犓 犚 犜 犘ｗ， （１）

式中

犓＝

犳／ｄ狓 α 狌０

０ 犳／ｄ狔 狏０

熿

燀

燄

燅０ ０ １

， （２）

为摄像机的内参数矩阵，犳为焦距的物理长度，ｄ狓、

ｄ狔分别为单个像素的长度和宽度，将犳／ｄ狓和犳／ｄ狔

分别记为犳狓和犳狔，表示ＣＣＤ摄像机在像素坐标系狌

轴和狏轴方向上的等效焦距（尺度因子），［狌０，狏０］为

主点犗犻的像素坐标，［犚　犜］为摄像机的外参数矩

阵，犚和犜分别为犗ｗ狓ｗ狔ｗ狕ｗ到犗ｃ狓ｃ狔ｃ狕ｃ的旋转矩阵

和平移向量，狊为相应的比例因子，一般情况下像素

倾斜率α＝０。

２．２　图像对之间的无穷单应

设π是不通过摄像机两个拍摄位置任一光心的

平面，犡是平面π上的任一点，其在两个位置下的像

分别记为犿犻、犿犼。犿犻和犿犼之间存在一个二维射影

变换：

狊犿犼 ＝犎犼犻犿犻， （３）

　　称犎犼犻为由平面π诱导的两幅图像间的单应矩

阵。当诱导平面为无穷远平面π∞时，两幅图像间的

单应矩阵称为无穷单应（ＩＨ），表示为

犎犼犻∞ ＝犓犚犼犻犓
－１， （４）

式中

犚犼犻 ＝

狉１１ 狉１２ 狉１３

狉２１ 狉２２ 狉２３

狉３１ 狉３２ 狉

熿

燀

燄

燅３３

，

０５１５００３２



蔡　鸣等：　基于消隐点无穷单应的摄像机焦距精确自标定方法

　　描述的几何关系如图２所示。由（４）式可以看

出，无穷单应与平面π无关，仅与摄像机内参数和相

对姿态（旋转）有关［１４］。

图２ 两幅图像间的无穷单应

Ｆｉｇ．２ Ｉｎｆｉｎｉｔｅｈｏｍｏｇｒａｐｈｙｂｅｔｗｅｅｎｉｍａｇｅｓ

３　焦距的消隐点对无穷单应标定法

３．１　消隐点对的无穷单应关系

欧式空间中两条平行直线相交于无穷远点

犡∞，平行线的投影在图像平面中的交点称为消隐点

（ＶＰ），即为无穷远点的像
［１０］。由于犡∞∈π∞，因此

两幅图像间对应消隐点间的关系由无穷单应确定，

即存在：

狊狏犼 ＝犎犼犻∞狏犻 ＝ （犓犚犼犻犓
－１）狏犻， （５）

式中狏犻、狏犼 分别表示第犻、犼幅图像中的消隐点。由

（５）式可以看出，若已知消隐点对的齐次坐标和两个

拍摄位置的旋转矩阵，即可求解摄像机内参数矩阵。

采用主动视觉的标定方法，在任意两个已知相对旋

转矩阵的姿态下，拍摄同一平面内的平行线，即可获

取上述信息。

图３ 标定及优化原理图

Ｆｉｇ．３ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎａｎｄｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

在内参数全部未知的情况下，求解（５）式比较困

难［１５］。因此，利用分步标定的思想，在标定出畸变

中心（摄像机主点）的前提下，只利用一组方程求解

出等效焦距，从而实现内参数的全部标定［１３］。

３．２　标定算法

由（２）式易知摄像机内参数矩阵是非奇异矩阵，

因此其逆矩阵亦非奇异。此外，任意旋转角生成的

旋转矩阵均是可逆正交矩阵，所以犓、犚犼犻、犓
－１三个

非奇异矩阵相乘所构成的无穷远单应矩阵也是非奇

异的，所以（５）式不存在奇异点。

在不同位置下摄像机图像平面中的消隐点的坐

标容易获得，其去畸变后的齐次形式记为狏１＝［狌狏１

　狏狏１　１］
Ｔ、狏２＝［狌狏２　狏狏２　１］

Ｔ。将已知信息代入

（５）式消去比例因子后得到关于等效焦距犳的两个

一元二次方程：

狉１３犳
２
＋［（狌１－狌０）狉１１＋（狏１－狏０）狉１２＋（狌０－狌２）狉３３］犳＋（狌１－狌０）（狌０－狌２）狉３１＋（狏１－狏０）（狌０－狌２）狉３２＝０

狉２３犳
２
＋［（狌１－狌０）狉２１＋（狏１－狏０）狉２２＋（狏０－狏２）狉３３］犳＋（狌１－狌０）（狏０－狏２）狉３１＋（狏１－狏０）（狏０－狏２）狉３２＝

烅
烄

烆 ０
，

（６）

　　其解析解的通解形式为

犳１ ＝
－［（狌１－狌０）狉１１＋（狏１－狏０）狉１２＋（狌０－狌２）狉３３］± Δ槡 １

２狉１３

犳２ ＝
－［（狌１－狌０）狉２１＋（狏１－狏０）狉２２＋（狏０－狏２）狉３３］± Δ槡 ２

２狉

烅

烄

烆 ２３

， （７）

式中Δ１、Δ２ 分别为（６）式两个二次方程根的判别

式。式中的两个一元二次方程本质上是摄像机在不

同位置拍摄得到的空间点与图像点之间的数学关

系，而在图像点没有噪声的情况下，客观物理模型中

必然存在一个焦距使两个方程成立，所以两个方程

有公共解，取其中的公共解为摄像机模型的等效焦

距，记作犳０。

４　平行特性实现参数优化

由于图像在形成的过程中不可避免的存在外部

或者内部两方面的干扰，所以消隐点坐标的获取不

可能十分精确，即与真实坐标存在一定的误差，从而

对内参数标定结果产生相应的影响。本文考虑在不

增加辅助标定图像的条件下，用消隐点的几何性质

０５１５００３３
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构成约束，实现对等效焦距的优化。

摄像机光心与空间平行线投影消隐点的连线必

平行于空间平行线，在图３中体现为犗ｃ１狏１‖犾１‖

犾２
［１６］。易知在第二个拍摄位置存在相同的关系

犗ｃ２狏２‖犾１‖犾２，由平行传递性可得犗ｃ１狏１‖犗ｃ２狏２。以第

一个摄像机坐标系为参考系，消隐点狏１、狏２ 和光心

犗ｃ１、犗ｃ２的空间坐标分别为

狏１ 犗
ｃ１
狓
１狔１狕１＝

（狌狏
１
－狌０）ｄ狓 （狏狏

１
－狏０）ｄ狔［ ］犳 Ｔ

狏２ 犗
ｃ１
狓
１狔１狕１＝犚

－１
２１

（狌狏
２
－狌０）ｄ狓 （狏狏

２
－狏０）ｄ狔［ ］犳 Ｔ

－犜（ ）２１

犗ｃ１ 犗
ｃ１
狓
１狔１狕１＝ ［ ］０ ０ ０ Ｔ

犗ｃ２ 犗
ｃ１
狓
１狔１狕１＝犚

－１
２１（－犜２１

烅

烄

烆 ）

． （８）

　　由向量平行的充要条件有

犗ｃ１狏１ 犗
ｃ１
狓
１狔１狕１×犗ｃ２狏２ 犗

ｃ１
狓
１狔１狕１＝０． （９）

　　由于狏１、狏２ 坐标存在噪声，（９）式一般情况下不成立。采用无约束非线性单纯型优化方法
［１７］，建立平行

度指标函数

犉（犳）＝（狏１ 犗
ｃ１
狓
１狔１狕１－犗ｃ１ 犗

ｃ１
狓
１狔１狕１
）× 狏２ 犗

ｃ１
狓
１狔１狕１－犗ｃ２ 犗

ｃ１
狓
１狔１狕

（ ）
１
＝

（狌狏
１
－狌０）ｄ狓 （狏狏

１
－狏０）ｄ狔［ ］犳 Ｔ

× 犚－１２１ （狌狏２－狌０）ｄ狓 （狏狏
２
－狏０）ｄ狔［ ］犳（ ）Ｔ ， （１０）

　　构成（１１）式描述的最优化问题

犳

＝ｍｉｎ

犳
犉（犳）， （１１）

　　用３．２节的初始标定结果犳０ 作为寻优的初始

值。寻优结果犳 使得向量犗ｃ１狏１与犗ｃ２狏２的平行度达

到极大值，从而最接近焦距犳的真实值，可以作为

摄像机的内参数。

５　实验结果与分析

５．１　仿真实验

在仿真中设置摄像机的主点坐标为狌０ ＝

４５０ｐｉｘｅｌ，狏０ ＝３００ｐｉｘｅｌ，等效焦距犳狓＝犳狔＝３００

ｐｉｘｅｌ。空间中一组平行线上各有两点，在世界坐标系

中的三维坐标分别为犃＝［５　１０　０］
Ｔ，犅＝［８　３０　

０］Ｔ，犆＝［１５　１０　０］
Ｔ，犇＝［１８　３０　０］

Ｔ。在位置１

处摄像机相对于世界坐标系的旋转角和平移向量分

别为θ１＝１０°，φ１＝１０°，１＝１０°，犜１＝［１０　２０　３０］
Ｔ，

位置２相对于位置１的旋转角和平移向量为θ２１＝

１５°，φ２１＝２０°，２１＝２５°、犜２１＝［５　１５　２０］
Ｔ。

５．１．１　图像噪声影响

为了验证本文算法对图像噪声的稳健性，分别

在两个消隐点图像坐标上加入幅值为０～１０ｐｉｘｅｌ

的随机噪声。设置步长为０．１ｐｉｘｅｌ，在不同噪声水

平下进行１００次蒙特卡洛独立试验，得到等效焦距

标定结果的均方差曲线如图４（ａ）所示。由图可知

在不使用优化算法的条件下，对于图像噪声较大的

情况，本文方法的标定结果的均方差为真实值的

０．３％，效果良好。

５．１．２　优化算法仿真

利用第４节中阐述的优化方法，在与前一节相

同的参数设置条件下进行试验。图４（ｂ）对比了此

次仿真标定参数的均方差曲线与无优化结果方差曲

线，表明本文中的优化算法很大程度上抑制了图像

噪声的影响，有效地提高了的标定精度（均方差最大

值小于０．２８ｐｉｘｅｌ，为焦距真实值的０．０９％），增强

了算法的稳健性。

５．１．３　相对旋转矩阵约束验证

为了验证本文算法对相对位置关系的约束要求较

低，在仿真实验中分别设置俯仰、偏航、滚转角分别为

幅值从０°～２００°的随机值，以１°为步长在不同情况的旋

转角下，利用蒙特卡洛方法进行２００次独立重复实验，

得到标定结果与真实值的均方差曲线如图４（ｃ）所示。

仿真结果表明对于不同的相对旋转矩阵，标定结果与

真实值几乎没有误差，体现了该算法的适用性。

５．１．４　相对旋转矩阵噪声影响

充分考虑现实物理设备中的旋转角不确定性，

对三个自由度的旋转角分别加入幅值为０°～３°的随

机噪声，设置步长为０．０１°，在不同水平下进行１００

次独立实验。图４（ｄ）为仿真标定结果与真实值的

均方差曲线，表明在旋转角大噪声的情况下标定结

果仍在可接受的范围内，体现了该算法对相对旋转

的不确定性有较强的稳健作用。值得一提的是，在

相对旋转矩阵存在噪声时，（６）式中的两个方程的所

０５１５００３４
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图４ 仿真结果

Ｆｉｇ．４ Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

谓公共解并不精确相等，即存在近似解。在仿真中

标定结果取近似解的平均值。

另外，在 Ｍａｔｌａｂ中记录单次标定算法与优化步

骤仿真运行时间分别为：０．００４ｓ和０．０３６ｓ，体现了

该法良好的实时性。

５．２　实物图像实验

在实物实验中选取ＣａｍｅｒａＣａｌｉｂｒａｔｉｏｎＴｏｏｌｂｏｘ

ｆｏｒＭａｔｌａｂ中张正友教授所提供图像中的第７、９幅，

如表１所示。由于本文的焦距标定方法容许相对旋

表１ 实物实验图像数据

Ｔａｂｌｅ１ Ｉｍａｇｅａｎｄｒｏｔａｔｉｏｎｄａｔａｏｆｐｈｙｓｉｃａｌｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ

０５１５００３５
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转矩阵存在一定的噪声，故可以先利用工具箱中提

供的传统标定方法计算出两个位置的外参数，从而

计算出第７、９幅图像拍摄位置的相对旋转矩阵，记

于表１。

利用工具箱中的标定方法预先标定出主点坐标

和畸变系数为［狌０　狏０］＝［３０１．１５９１５　２４０．９０５３８］，

畸变系数犽ｒ＝［－０．２５６１９　０．１５１４８］，取标靶的犃、

犅、犆、犇四点构成平行线对。由角点提取算法可以得

到它们在第７、９幅图像中的二维坐标，从而计算出两

幅图像中的消隐点坐标，同样列写在表１中。

将表中的数据应用到本文的算法中，经过优化

后得到等效焦距的标定值为犳＝６５５．７３９ｐｉｘｅｌ。以

标靶中的角点为实验点，在第７个拍摄位置重投影

后的图像坐标误差与工具箱中的方法结果相比较，

如图５所示。仿真结果表明相对于传统标定方法，

本方法的精度有了一定程度的提高。

图５ 重投影误差

Ｆｉｇ．５ Ｅｒｒｏｒｏｆｒｅｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ

６　结　　论

在摄像机主点坐标已知的情况下，提出了一种

基于消隐点之间的无穷远单应关系的摄像机焦距自

标定方法，并且利用消隐点与对应光心连线相互平

行的几何关系对标定结果进行优化，使其具有很高

的精度。大量仿真验证和实物图像实验验证了算法

的有效性，以及对图像噪声和旋转不确定性的稳健

性。该方法适用于视场辅助标定物单一、但摄像机

实时旋转参数可测的实际问题，例如无人机视觉辅

助着陆时，只利用平行的跑道信息就可以对摄像机

的焦距进行实时标定。
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