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一种基于双参考平面的等相位坐标标定方法
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摘要　栅线投影三维测量中通过标定技术把二维的相位信息转化为高度信息，提出了一种基于双参考平面的等相

位坐标标定方法。该方法利用被测物体上相位和两个参考平面上相位相同的位置坐标，通过线性插值得到物体表

面的高度，而不是传统方法中将物体上的相位直接减去参考平面上同一坐标下的相位得到绝对相位，再建立高度

和绝对相位之间的函数关系（将此类方法称为等坐标相位法）。所提方法能够同时解决相位 高度转换以及由于栅

线投影系统的非线性响应导致的非正弦性误差的问题。理论和实验证实了该方法的有效性。结果显示，等相位坐

标法得到的主要由条纹的非正弦性引起的均方根（ＲＭＳ）误差不到等坐标相位法的一半。
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１　引　　言

栅线投影三维（３Ｄ）形貌测量技术由于其非接触

性、高精度、高分辨率等优点在工业制造、在线检测、

医学影像、机器视觉等领域有着越来越重要的地位。

栅线投影三维形貌测量过程中，标定是把二维（２Ｄ）的

图像信息转换到真实空间里的三维信息，是栅线投影

技术中一个很重要的步骤，一般包括深度标定和横向

标定。物体的相位信息与高度存在一定的映射关系，

确立这种映射关系的过程称为深度标定。另外，不同

深度的图像坐标与实际坐标的缩放比例通常不是一

０５１２００６１
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个常数［１］，横向坐标与表面高度以及图像坐标有着一

定的关系，确定这种关系的过程称为横向标定。通过

相位 深度 横向标定可以得到物体的三维信息。由

于深度标定的精度直接影响着表面形貌的重构，往往

更为重要，很多学者对此进行了研究。

早期的标定方法［２］是利用参考平面和物体表面

的等相位位置来进行相位 深度标定，该方法需要保

证投影仪镜头光瞳和ＣＣＤ镜头光瞳在同一平面上，

实际中很难做到，测量某些几何参数也会引入一些

系统误差。为了使标定技术更加实用化，文献［３－

４］分别提出了绝对相位的倒数和高度之间的线性和

非线性关系，并通过对平面在３个及３个以上已知

位置的测量求出相关的参数。文献［５－６］利用相机

视线下的三角关系，通过两个或多个平面得到物体

的相位 高度关系。文献［７－８］用若干个已知高度

的标准块，结合最小二乘法来确定相位与高度之间

的关系。文献［９］分析了投影与成像不等高的标定

模型，利用平移标定平面结合最小二乘法得到了物

体高度与相位之间的非线性关系。对于栅线投影三

维测量系统来说，误差的主要来源是由于条纹的非

正弦性引起的相位高频误差，对于大部分的标定方

法来说，需要有一个专门的误差校正或补偿过

程［１０－１７］，主要分为前处理和后处理方法。前处理方

法主要是通过投影前对条纹进行灰度的调整，使得

获得的条纹保持较好的正弦特性，从源头上消除投

影仪的 Ｇａｍｍａ 非线性，从而防止误差向后传

递［１１－１４］。后处理方法主要是对采集后的图像（主要

是对相位图）进行数值处理来减小系统的非线性带

来的高频相位误差［１５－１７］。以上处理过程均增加了

测量的复杂度。

当正弦条纹通过投影仪投射到三维空间中，相

位相同的一系列点构成了一系列等相位平面［１８］。

基于此，从等相位投影平面的角度出发，提出了一种

基于双参考平面的等相位坐标标定方法。该方法能

够同时解决相位 高度转换和条纹非正弦性误差的

问题。利用等相位坐标的方法［２］早就已经提出，然

而该方法约束性太强，不利于操作，后续的改进方

法［３－９，１８］均放弃使用等相位坐标，而是将物体表面

的相位直接减去参考平面同一坐标的相位，然后建

立绝对相位和高度之间的函数关系，文中将此类方

法归为等坐标相位法。

２　相位调制原理

图１是传统的栅线投影原理图，被测物体放置

在一个基准平台即参考平面上。犘 为数字光处理

（ＤＬＰ）投影仪的出瞳中心，犐为ＣＣＤ摄像机的入瞳

中心，两者之间距离为犱。犘和犐两点到参考平面

的距离相等为犔，ＣＣＤ摄像机的光轴垂直于参考平

面以确保在参考面上的放大倍数为一个常数。犗点

为投影仪和摄像机光轴的交点，以此为原点建立坐

标系，如图１所示，设狓方向与条纹方向垂直。

图１ 栅线投影原理图

Ｆｉｇ．１ Ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｏｆｔｈｅｆｒｉｎｇｅｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ

当一组平行栅线投影到被测物体的表面，由于

相机和投影仪成一定的角度，所以受物体表面高度

的调制，条纹发生位移，物体表面犇 点的相位与参

考面犃 上的相位相同：

Ｄ ＝Ａ ＝２π犳·犗犃， （１）

式中犳为条纹频率，所以图像上一点由物体表面高

度对栅线的调制引起的相位变化为

Δ＝Ｄ－Ｃ ＝Ａ－Ｃ ＝２π犳·犆犃， （２）

由三角形犐犘犇与犆犃犇 相似可以得到：

犺＝
犆犃·（犔／犱）

１＋犆犃／犱
， （３）

由（２）式得到：

犺＝
Δ·犔

２π犳犱＋Δ
， （４）

式中Δ（狓，狔）＝Ｏｂｊｅｃｔ（狓，狔）－Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ（狓，狔），隐含

着物体的高度信息。

若已知系统参数犔，犱，可以通过两种方式得到

物体表面的高度：１）最常用的方法，直接将物体上的

条纹相位和参考面上的条纹相位相减得到绝对相位

差Δ（狓，狔），再代入（４）式得到物体的高度，由于该

方法是对图像中的同一坐标的相位进行相减，所以

本文将这类方法称为等坐标相位法；２）根据物体上

一点犇和参考面上犃点相位相等，通过犇点的相位

找到参考面上等相位的点的位置犃，而图像上犇 点

和犆点是同一个坐标，这样就找到了犆犃，代入（３）式

０５１２００６２
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即可获得该点的高度［２］，由于该方法是利用了物面

和参考平面图像中的等相位坐标，所以本文将这类

方法称为等相位坐标法。

３　基于双参考平面的等相位坐标法

３．１　原理

传统的系统标定需要保证投影和成像系统满足

一定的几何关系，即要保证ＣＣＤ相面与参考平面保

持平行，ＣＣＤ与投影仪的光瞳中心到参考平面的距离

相等（实际操作中这是很难保证的），还要测量相关的

几何参数犔，犱，这也必然会引入系统误差。如果投

影仪镜头和相机镜头的光心不在同一高度或者投影

仪和相机任意摆放，这样的标定就更为复杂。受到传

统结构光标定技术［１９］的启发，利用两个已知位置的

参考平面进行标定，如图２所示，其中图２（ａ）是本文

栅线投影系统标定的三维图，图２（ｂ）是其俯视图。

图２ 栅线投影两平面标定技术示意图。（ａ）三维标定系统图；（ｂ）俯视图

Ｆｉｇ．２ Ｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｔｗｏｐｌａｎｅｓｆｒｉｎｇｅｐａｔｔｅｒｎｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ．（ａ）Ｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ（３Ｄ）ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ

ｓｙｓｔｅｍ；（ｂ）ｔｏｐｖｉｅｗｏｆ（ａ）

　　当正弦光栅的灰度沿狓轴分布，其相位也是沿

狓轴单调递增，对于固定的狓坐标，相位沿狔轴是不

变的，将由投影仪投射的具有相同相位的平面称为

等相位平面，该相位平面与狓狕平面垂直。如图２

（ｂ）所示，等相位平面与参考平面及物体上的交点

分别为犗，犇，犅。对应的在相机中具有相同坐标的平

面称为等坐标平面，其与参考平面及物体上的交点

分别为犃，犅，犆。参考平面ｐｌａｎｅ１处狕１＝０，参考平

面ｐｌａｎｅ２处狕２＝犺，物体在两参考平面之间，犅是物

体上一点，根据三角形犗犃犅与犇犆犅相似可以得到：

犗犃

犆犇
＝
狕Ｂ－狕１
狕２－狕Ｂ

＝
狕Ｂ
犺－狕Ｂ

． （５）

　　由于２π犳犗犃 ＝Ａ－Ｏ，２π犳犆犇 ＝Ｄ－Ｃ，

Ｏ ＝Ｄ＝Ｂ，其中犳是条纹频率，代入（５）式可以得

到：

狕Ｂ ＝
Ｂ－Ａ

Ｃ－Ａ
·犺， （６）

对于（６）式来说犃，犅，犆在图像上是同一个坐标，因

此操作比较简单，该方法也是一种常用的标定方

法［５－６］，属于等坐标相位法。

由于犗犃 ＝狓Ａ－狓Ｏ，犆犇 ＝狓Ｄ－狓Ｃ，在图像中

狓Ａ ＝狓Ｃ ＝狓Ｂ，代入（５）式可以得到：

狕Ｂ ＝
狓Ｂ－狓Ｏ
狓Ｄ－狓Ｏ

·犺， （７）

对于（７）式来说，狓Ｏ，狓Ｂ，狓Ｄ 并不能直接找到，

图２（ｂ）中（狓Ｏ，狕１），（狓Ｂ，狕Ｂ）和（狓Ｄ，狕２）处具有相

同的相位值，对于物体上一点犅，根据相位分布的单

调递增性可以找到ｐｌａｎｅ１和ｐｌａｎｅ２上两个对应的

等相位点犗和犇。所提取的三处狓坐标可以代入

到（７）式来计算表面高度。从投影平面等相位坐标

的角度出发，提出的基于两平面的标定方法（７）式属

于等相位坐标法。

对于物体上一点犅，其相位角为，在参考ｐｌａｎｅ

１和ｐｌａｎｅ２上可以找到接近的坐标狓Ｏ 和狓Ｄ，通

常对应的位置并不是整像素，而是在两个像素点之

间，因此可以通过线性插值来获得对应的亚像素坐

标。所以在（７）式中，狓Ｏ 和狓Ｄ 是亚像素精度，狓Ｂ 是

整像素。

３．２　消除条纹非正弦引起的高频误差

基于两平面的等相位坐标法与传统的等坐标相

位法的区别是，前者的重点在于等相位点的坐标差，

而后者的重点在于同一图像坐标之间的相位差。对

于理想的正弦条纹，通过（６）式和（７）式都可以得到

准确的物体表面高度信息。但是由于条纹的非正弦

特性，使得每一个相位角都有一个附加的误差分量，
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该误差通常是原始相位角的整数倍的高频误差［１５］。

所以如果两个相位角相同，其对应的高频误差项在

理论上也是相同的。由于等相位平面上所有点的相

位相同，误差也相同，所以空间中的相位平面不会移

动或变形，（７）式中的狓Ｏ，狓Ｂ，狓Ｄ 能够保持其原始

值，得到的高度相对地就不会受高频误差的影响。

而（６）式中的Ａ、Ｂ 和Ｃ 不相等引入了不同的误差

项，所以误差不能被抵消，最终将影响高度的计算。

利用等相位坐标进行高度计算的方法最初见于

文献［２］中，原来的方法只用了一个参考平面，而需

要几个确切的系统几何参数才能得到物体的高度，

这是很难做到的，后续改进的方法中，均放弃了等相

位坐标的处理过程而采用等坐标相位的方法。等坐

标相位方法在算法上确实比较方便，但是正如上述

分析的，其精度对于条纹的非正弦性来说比较敏感。

考虑到标定平板平移可能导致条纹缺级以及复杂形

貌对于相位测量的影响，将采用多频条纹投影结合

四步相移算法来进行相位计算［１４］。

４　实验与结果

实验对一平板、一个弧形物体［图３（ａ）］以及一

只小熊模型［图３（ｂ）］进行了测量。采用 Ｐｏｉｎｔ

Ｇｒａｙ（ＦＬ３Ｕ３３２Ｓ２ＣＣＳ）相机采集图像，相机分辨

率为１０２４ｐｉｘｅｌ×７６８ｐｉｘｅｌ，采用Ｏｐｔｏｍａｐｉｃｏ投影

仪（ＰＫ３０１）向被测物体投影多频四步相移条纹图，

采用线性平移台（ＴＳＡ４００ＢＦ）来平移标定平板，精

度为５μｍ。测量之前调节相机和投影仪使得采集

到的条纹图不会出现过饱和状态，灰度在２０～２５０

之间。在第一个实验中，平板被依次放置在沿狕方

向之间位移间隔为２５ｍｍ的三个位置上，第一个位

置（狕＝０ｍｍ）和第三个位置（狕＝５０ｍｍ）的平板作

为两个参考平面，第二个位置（狕＝２５ｍｍ）的平板高

度分别根据等坐标相位法（６）式和等相位坐标法（７）

式进行计算。在第二个实验中，把被测物体放置在

相同的参考平面之间，其表面高度同样用两种方法

进行计算。不考虑镜头畸变、离焦等因素，参考平面

及物体的测量深度均在相机的景深范围之内。

图３ （ａ）具有弧形表面的被测物体；（ｂ）小熊模型

Ｆｉｇ．３ （ａ）Ｔｅｓｔｅｄｏｂｊｅｃｔｗｉｔｈａｃｕｒｖｅｄｓｕｒｆａｃｅ；（ｂ）ａｂｅａｒｍｏｄｅｌ

　　图４是平板表面及弧形物体表面高频四步相移

条纹其中一幅条纹图，图５是四步相移法得到的平

板及弧形物体表面的包裹相位图，图６则是对应于

图５的由多频条纹解包裹法得到的解包裹相位图。

图７是第一个实验中由两种方法获得的第二个

位置的平板表面高度，平板的有效测量范围约为

３１０ｍｍ×２１５ｍｍ，对应像素为６２０ｐｉｘｅｌ×４３０ｐｉｘｅｌ。

在图７（ａ）中，可以看到传统等坐标相位法中，由于条

纹的非正弦性使得原本光滑的平板表面产生了波纹

状的高频误差；如图７（ｂ）所示，由本文提出的等相

位坐标法所得到的结果可以看出，条纹的非正弦性

引起的高频误差明显减少。两种方法测量平面的均

方根（ＲＭＳ）误差对于等坐标相位法（６）式来说为０．

１３４ｍｍ，而 对 等 相 位 坐 标 法 （７）式 来 说 只 有

０．０５３ｍｍ。

图８是图７中标记的犃犃 横截面图。可以看

出，基于等相位坐标方法的误差振幅只有等坐标相位

法的１／３左右，而且该误差具有更高的频率。这可能

是系统的随机误差或者由投影仪和相机的数字化误

差引起的：不改变任何系统元件（照明、投影或成像设

备）的情况下，连续拍摄的两幅图像不完全相同。

图９是第二个实验弧形物体的测量结果，其有

效测量范围约为２００ｍｍ×１７０ｍｍ，对应像素为

５００ｐｉｘｅｌ×４２７ｐｉｘｅｌ。图１０是图９中所示犅犅 截

面图。在第二个实验中，两种方法都表现出与第一

个实验相同的特性。
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图４ （ａ）～（ｃ）分别是第一、二、三个不同位置的平板表面条纹图；（ｄ）弧形物体表面的条纹图

Ｆｉｇ．４ Ｆｒｉｎｇｅｐａｔｔｅｒｎｓｏｆｔｈｅｐｌａｎｅａｔ（ａ）１ｓｔ（ｂ）２ｎｄａｎｄ（ｃ）３ｒｄｐｏｓｉｔｉｏｎｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ；（ｄ）ｆｒｉｎｇｅｐａｔｔｅｒｎｏｆｔｈｅｃｕｒｖｅｄｏｂｊｅｃｔ

图５ （ａ）～（ｃ）分别是第一、二、三个位置平板的包裹相位图；（ｄ）弧形物体的包裹相位图

Ｆｉｇ．５ Ｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅｍａｐｓｏｆｔｈｅｐｌａｎｅａｔ（ａ）１ｓｔ（ｂ）２ｎｄａｎｄ（ｃ）３ｒｄｐｏｓｉｔｉｏｎｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ；（ｄ）ｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅｏｆｔｈｅｃｕｒｖｅｄｏｂｊｅｃｔ

图６ 与图５相对应的解包裹相位图

Ｆｉｇ．６ ＵｎｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅｍａｐｓｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏＦｉｇ．５
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图７ （ａ）由等坐标相位法得到的平板表面高度分布；（ｂ）由等相位坐标法得到的平板表面高度分布

Ｆｉｇ．７ Ｐｌａｎｅｓｕｒｆａｃｅｈｅｉｇｈｔｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｂｔａｉｎｅｄｂｙ（ａ）ｅｑｕｉｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｐｈａｓｅ；（ｂ）ｅｑｕｉｐｈａｓｅｃｏｏｒｄｉｎａｔｅａｐｐｒｏａｃｈｅｓ

图８ 由两种方法得到的平板表面的犃犃 截面

Ｆｉｇ．８ Ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎ犃犃ｏｎｔｈｅｐｌａｎｅｓｕｒｆａｃｅ

ｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｔｈｅｔｗｏａｐｐｒｏａｃｈｅｓ

图９ （ａ）由等坐标相位法得到的表面高度分布；（ｂ）由等

相位坐标法得到的表面高度分布

Ｆｉｇ．９ Ｃｕｒｖｅｄｏｂｊｅｃｔｓｕｒｆａｃｅｈｅｉｇｈｔｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｂｔａｉｎｅｄ

ｂｙ （ａ）ｅｑｕｉｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｐｈａｓｅ；（ｂ）ｅｑｕｉｐｈａｓｅ

　　　　　　ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅａｐｐｒｏａｃｈｅｓ

图１０ 由两种方法得到的物体表面的犅犅 截面

Ｆｉｇ．１０ Ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎ犅犅ｏｎｔｈｅｃｕｒｖｅｄｏｂｊｅｃｔ

ｓｕｒｆａｃｅｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｔｈｅｔｗｏａｐｐｒｏａｃｈｅｓ

　　图１１是测量得到的小熊模型的三维形貌图：

图１１（ａ）是等坐标相位法得到的结果，表面有明显

的高频误差；图１１（ｂ）是本文提出的等相位坐标法

的结果，高频误差基本消失了。

５　结　　论

提出的基于双参考平面的等相位坐标方法简

单、易行，能够同时解决栅线投影标定和由于投影系

统的非线性响应引起的非正弦性误差的问题。尽管

使用等相位坐标最早可以追溯到１９８５年，但是最初

图１１ （ａ）由等坐标相位法得到的三维物体表面形貌；（ｂ）由等相位坐标法得到的三维物体表面形貌

Ｆｉｇ．１１ ３Ｄｓｕｒｆａｃｅｓｈａｐｅｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙ（ａ）ｅｑｕｉｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｐｈａｓｅ；（ｂ）ｅｑｕｉｐｈａｓｅｃｏｏｒｄｉｎａｔｅａｐｐｒｏａｃｈｅｓ
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提出的测量系统存在约束性太强的问题，使得此方

法并没有得到广泛应用。而后续的改进方法中都放

弃使用等相位坐标，而采用等坐标相位的方法（即将

物体表面的相位直接减去参考平面同一坐标的相

位，然后建立绝对相位和高度之间的函数关系），对

于条纹的非正弦性引起的高频误差往往需要专门的

方法来补偿或消除，增加了测量的复杂度。从基于

两平面的等相位坐标法和等坐标相位法的对比中发

现，等相位坐标法不需要额外的处理就能够大大减

少条纹的非正弦性对表面形貌测量的影响。理论和

实验均验证了所提方法的有效性。对于所提出的标

定方法，其精度还可以从硬件和软件两方面来进一

步提高，如：采用高分辨率的相机，更高精度的平移

台；采用多参考平面的方法来减小镜头畸变、离焦等

因素带来的误差；通过多幅平均法来降低系统的随

机噪声或者投影仪和相机的数字化噪声的影响等。
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