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利用四元数方法研究各态遍历偏振态发生器
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摘要　各态遍历偏振态发生器（ＰＳＧ）是偏振测量不可或缺的基本设备，偏振态和偏振器件的描述对于编写偏振态

发生器的控制算法是至关重要的。采用四元数来描述和分析各态遍历偏振态发生器中偏振态与偏振控制器，导出

了三级偏振控制器的四元数公式，得到了描述其旋转轴与旋转角度的公式。实验测量了单级偏振控制器的四元

数，得到了普通单模光纤受挤压时对应的应力四元数公式以及改变电压时的四元数公式，利用该公式编制的算法，

实现了各态遍历的偏振态发生器。
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１　引　　言

光偏振态的检测与控制装置，是光纤通信与光

纤传感系统必备的检测工具，是偏振复用［１－３］、偏振

编码通信［４－６］最基本的测试手段，也是光纤传

感［７－１０］、生物［１１－１２］、化学［１３］等领域中利用光纤检测

旋光现象进行生化分析的最基本工具，有广泛的应

用前景。一个偏振光学器件（部件、系统）的测量系

统，正如电子器件（部件、系统）的测量一样，通常需

要一个产生偏振态的信号源（偏振态发生器）、中间

控件（偏振控制器）以及检测装置（偏振分析仪），因

此偏振态发生器是偏振测量不可或缺的基本设备。

偏振态发生器（ＰＳＧ）通常由一个激光器配备多

个电动偏振控制器组成，激光器发出功率和偏振态

均稳定的连续光。偏振控制器根据需要，改变输出

光的偏振态，产生任意的固定或者连续变化的偏振

态。

０３０６００２１
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偏振态发生器的基本要求是：不仅输出的偏振

态是稳定的，而且输出的光功率也是稳定的，也就是

要求“两稳”，而不是“一稳”。当光源偏振态发生漂

移时，经过起偏器之后的偏振态虽然稳定了，但是输

出功率却变化了。因此，采用起偏器产生不同偏振

态的方法是不可取的。偏振态发生器的另一个基本

要求是必须具有各态遍历性，也就是可以输出由用

户设定的连续或者离散变化的偏振态，可完成偏振

态在庞加莱球的赤道上、纬线上以及经线上旋转。

为了保持输出偏振态的稳定，可采用反馈控制

方案。将电动的偏振控制器与驱动电路、偏振态检

测装置以及计算机控制系统组成一个闭环的反馈系

统。由偏振态检测单元测量出当前的偏振态，然后送

入计算控制系统与设定的偏振态进行比对，可以得出

矫正量，并输出相关信息去控制偏振控制器与激光器

的驱动电路，以此达到稳定的效果。

本文提出用四元数来描述偏振态与偏振控制

器，引出合理而简洁的算法，实验上实现了各态遍历

的偏振态发生器（ＥＰＳＧ）。

２　偏振控制的四元数表述

斯托克斯参数成功地描述了光的偏振态，这组

参数不仅是实数，而且是完全可测量的量，广泛应用

于偏振光学之中。偏振光学中的另一种描述方法是

庞加莱球方法，将偏振态看成庞加莱球上的一个点，

形象地描述了偏振态的演化过程。但是，细心的观

察这两个描述形式，它们之间仍然存在微小的差别。

在四维斯托克斯参数中，４个参数的地位是相同的，

而在庞加莱球法中，狊０ 是作为归一化的分母出现

的，而（狊１，狊２，狊３）显示的是一个矢量，可简写为

犛＝ （狊１，狊２，狊３）
Ｔ， （１）

这表明，斯托克斯参数天然地表现为一个数量狊０ 与

一个三维矢量犛的组合，用四元数来描述偏振光是

非常恰当的，即犙＝狊０＋犛。对于完全偏振光，狊０＝

犛 ；而对于部分偏振光，狊０＞ 犛 ；对于自然光，

〈犛〉＝０，表明狊０ 与犛可能是两个独立的量，利用四

元数才能更完整地描述偏振态。

为区分三维矢量，用花体来表示四元数。四元

数是１８４３年由著名的数学家汉密尔顿提出的
［１４］，

目的是解决矢量乘法运算不封闭的问题。纵所周

知，两个矢量相乘，会得到一个数量（标量积）和一个

矢量（矢量积），而且矢量也不能进行除法运算。这

说明矢量代数是不完备的。同样，矢量也不能进行

幂运算，因此也不能构造超越函数，比如指数函数

等。汉密尔顿天才地提出了四元数的概念，成功地

解决了这个问题。

四元数（花体）定义为一个数量（斜体）与一个矢

量（黑体斜体）之和

犃＝犪０＋犃． （２）

两个四元数相乘（乘号用小圈表示）满足如下规则：

犃犅＝（犪０＋犃）（犫０＋犅）＝ （犪０犫０－犃·犅）＋

（犪０犅＋犫０犃＋犃×犅）． （３）

不难验证，如此定义的四元数，满足加法的交换律、

结合律，也满足乘法的结合律与对加法的分配率，但

由于叉乘运算不满足交换律，所以四元数的乘法一

般也不满足交换律。

定义四元数的共轭值为犃＝犪０－犃，注意它不是

犃＝犪０ ＋犃
，不难演算

犃珚犃＝ （犪０＋犃）（犪０－犃）＝犪
２
０＋ 犃 ２，（４）

它被定义为四元数的模的平方。这样，还引申出四

元数的逆

犃－１ ＝犃／ 犃
２
＝ （犪０－犃）／（犪

２
０＋ 犃 ２）．（５）

由此，可以定义出四元数的任意整数次幂犃狀，狀＝０，

±１，±２，…，于是可以用来构造四元数的超越函数，

其中最重要的是指数函数

犃＝ｅｘｐ（狀θ）＝ｃｏｓθ＋狀^ｓｉｎθ． （６）

将（６）式与隶美佛公式狕＝ｅｘｐ（ｉθ）＝ｃｏｓθ＋ｉｓｉｎθ

相比，可认为四元数的矢量空间是将复数的虚数部

分拓展到三维空间的一种数。

关于四元数在偏振光学中的应用，早在２００４

年，Ｋａｒｌｓｓｏｎ等
［１５］就曾经使用过四元数分析光纤的

偏振模色散和偏振相关增益。此后，丁光涛［１４］也曾

提出四元数可用于分析偏振态。

利用四元数来描述偏振态的另一个优点在于，

偏光器件的性能也可以同时用四元数描述。这样，

一个偏光系统的性能，就可以通过一系列偏光器件

对应的四元数对偏振光所对应的四元数的简单代数

运算得到。

文献［１６－１７］已经证明，一个偏光器件的性能，

可用一个对偶四元数描述。假定这个偏光器件的旋

转轴为单位矢量狀^，绕该轴旋转的角度为θ，那么描

述这个偏光器件的四元数为

犜＝ｃｏｓ
θ
２
＋狀^ｓｉｎ

θ
２
． （７）

经过偏光器件后输出的三维矢量犛ｏｕｔ与输入三维矢

量犛ｉｎ之间存在简单的四元数乘法关系：

犛ｏｕｔ＝犜犛ｉｎ犜
－１． （８）

由于 犜 ＝１，所以犜－１＝犜＝ｃｏｓ
θ
２
－^狀ｓｉｎ

θ
２
，于是

０３０６００２２
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犛ｏｕｔ＝犜犛ｉｎ犜． （９）

　　为了实现各态遍历性，必须改变犜。这里有两

种方法：一种是同时改变四元数犜的单位矢量狀^和

绕该轴旋转的角度θ；另一种是采用多级偏光器件，

每一级的旋转轴矢量狀^犻固定不变，而θ犻根据需要改

变。本文采用了后一种方法，采用了三级偏光器件：

犜犻 ＝ｃｏｓ
θ犻
２
＋狀^犻ｓｉｎ

θ犻
２
，　犻＝１，２，３， （１０）

三级偏光器件的整体四元数犜ｔｏｔａｌ为

犜ｔｏｔａｌ＝犜３犜２犜１． （１１）

　　计算三个四元数的连乘是比较复杂的，以两个

四元数的乘积为例，它为

犜２犜１ ＝ ｃｏｓ
θ２
２
ｃｏｓ
θ１
２
－狀^２·^狀１ｓｉｎ

θ１
２
ｓｉｎ
θ２（ ）２ ＋ 狀^２ｓｉｎ

θ２
２
ｃｏｓ
θ１
２
＋狀^１ｓｉｎ

θ１
２
ｃｏｓ
θ２
２
＋狀^２×狀^１ｓｉｎ

θ１
２
ｓｉｎ
θ２（ ）２ ．

（１２）

　　为了化简，令狀^２·^狀１＝０，并不妨设狀^３＝犻，^狀２＝犼，^狀１＝犽，于是，^狀２×^狀１＝犻。这样

犜２犜１ ＝ｃｏｓ
θ２
２
ｃｏｓ
θ１
２
＋ 犼ｓｉｎ

θ２
２
ｃｏｓ
θ１
２
＋犽ｓｉｎ

θ１
２
ｃｏｓ
θ２
２
＋犻ｓｉｎ

θ１
２
ｓｉｎ
θ２（ ）２ ． （１３）

同理可得

犜ｔｏｔａｌ＝ｃｏｓ
θ３
２
ｃｏｓ
θ２
２
ｃｏｓ
θ１
２
－ｓｉｎ

θ３
２
ｓｉｎ
θ２
２
ｓｉｎ
θ１
２
＋犻ｃｏｓ

θ３
２
ｓｉｎ
θ２
２
ｓｉｎ
θ１
２
＋ｓｉｎ

θ３
２
ｃｏｓ
θ２
２
ｃｏｓ
θ１（ ）２ ＋

犼ｃｏｓ
θ３
２
ｓｉｎ
θ２
２
ｃｏｓ
θ１
２
－ｓｉｎ

θ３
２
ｃｏｓ
θ２
２
ｓｉｎ
θ１（ ）２ ＋犽ｓｉｎ

θ３
２
ｓｉｎ
θ２
２
ｃｏｓ
θ１
２
＋ｃｏｓ

θ３
２
ｃｏｓ
θ２
２
ｓｉｎ
θ１（ ）２ ．（１４）

显然 犜ｔｏｔａｌ ＝１，于是

犜ｔｏｔａｌ＝ｃｏｓ
θ３
２
ｃｏｓ
θ２
２
ｃｏｓ
θ１
２
－ｓｉｎ

θ３
２
ｓｉｎ
θ２
２
ｓｉｎ
θ１
２
－犻ｃｏｓ

θ３
２
ｓｉｎ
θ２
２
ｓｉｎ
θ１
２
＋ｓｉｎ

θ３
２
ｃｏｓ
θ２
２
ｃｏｓ
θ１（ ）２ －

犼ｃｏｓ
θ３
２
ｓｉｎ
θ２
２
ｃｏｓ
θ１
２
－ｓｉｎ

θ３
２
ｃｏｓ
θ２
２
ｓｉｎ
θ１（ ）２ －犽ｓｉｎ

θ３
２
ｓｉｎ
θ２
２
ｃｏｓ
θ１
２
＋ｃｏｓ

θ３
２
ｃｏｓ
θ２
２
ｓｉｎ
θ１（ ）２ ．（１５）

于是，三级偏振系统输出偏振态的四元数，与输入偏

振态的四元数的关系，可以简写为

犛ｏｕｔ＝犜ｔｏｔａｌ犛ｉｎ犜ｔｏｔａｌ． （１６）

　　对于偏振态发生器，当前输入的三维矢量犛ｉｎ是

已知的，而由用户设定的输出三维矢量犛ｏｕｔ也是已

知的，因此问题就转化为寻找一个合适的犜ｔｏｔａｌ，使它

满足代数方程

犛ｏｕｔ犜ｔｏｔａｌ＝犜ｔｏｔａｌ犛ｉｎ． （１７）

　　根据这个要求，设计合适的算法，可以快速地获

得用户所需要的偏振态输出。

３　实　　验

实验的偏振态发生系统如图１所示，实验的目

的是要测定实际偏光器件的四元数，并将这个四元

数用于计算偏振控制器的驱动电压，最终实现各态

遍历性。

图１中，激光器采用１５５０ｎｍ的光源，输出偏振

态在短时间内是稳定的，但有一定的漂移。作为关

键器件，图中的偏振控制器采用了挤压光纤式偏振

控制器，参见图２。其原理是：按一定角度布置的３

个电控压电陶瓷（ＰＺＴ）对光纤进行挤压，在其内部

图１ 具有反馈控制的各态遍历的偏振态发生器

Ｆｉｇ．１ Ｅｒｇｏｄｉｃｉｔｙｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎｓｔａｔｅｓｇｅｎｅｒａｔｏｒ

ｗｉｔｈｆｅｅｄｂａｃｋｃｏｎｔｒｏｌ

产生应力从而形成双折射，导致偏振态旋转。其旋

转轴由ＰＺＴ的空间方位角所决定，并可在调节架上

进行微调，以确保旋转轴狀^犻正交。

偏振控制器旋转的角度由与压力严格成正比的

双折射大小所决定。为了精确控制旋转角度，采用

了Ｌｉ等
［１８］提出的测量 Ｍｕｅｌｌｅｒ矩阵法（ＭＭ），参见

图３。在测量时使用了带有ＦＧＶ２００ＨＸ型测力计

的标准挤压装置（挤压长度为５ｍｍ，精度可达

０．１Ｎ），在１～３９Ｎ范围内的双折射引起的相移Δβ
与ＰＺＴ压力之间的关系，测定的结果表明双折射引

起的相移Δβ与压力犘 呈严格的线性关系，即

０３０６００２３
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图２ 挤压光纤式偏振控制器

Ｆｉｇ．２ Ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒｂａｓｅｄｏｎｓｑｕｅｅｚｅｄｆｉｂｅｒ

图３ 光纤双折射测量的 ＭＭ法。（ａ）系统框图；

（ｂ）挤压测力装置

Ｆｉｇ．３ ＭＭ ｍｅｔｈｏｄｆｏｒｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｏｆｆｉｂｅｒｂｉｒｅｆｒｉｎｇｅｎｃｅ．

（ａ）Ｓｙｓｔｅｍｄｉａｇｒａｍ；（ｂ）ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔａｌｅｑｕｉｐｍｅｎｔｏｆ

　　　　　　　ｓｑｕｅｅｚｅｄｆｉｂｅｒ

Δβ＝０．２８２６犘＋０．０１３０． （１８）

　　由（１８）式可知，在实际的光纤中，当侧压力为零

时双折射却不为零，说明光纤本身具有一定的残余

应力双折射引起的相移，其值大约为０．０１３ｒａｄ（或

０．７４５°）。

这样，每一级偏振控制器所对应的四元数为

犜犻 ＝ｃｏｓ
０．２８２６犘＋０．０１３０

２
＋

狀^犻ｓｉｎ
０．２８２６犘＋０．０１３０

２
，　犻＝１，２，３．（１９）

　　当驱动电压在０～７０Ｖ范围时，产生的挤压力为

０．２８１９Ｎ／Ｖ，在０～１４０Ｖ时其值为０．２８９４Ｎ／Ｖ，每

伏偏差小于０．００８Ｎ／Ｖ。取其平均，并将这个结果代

入（１９）式，可得到

犜犻 ＝ｃｏｓ
０．０４８１４犞犻＋０．０１３０

２
＋

狀^犻ｓｉｎ
０．０４８１４犞犻＋０．０１３０

２
，　犻＝１，２，３．（２０）

（２０）式就是实际系统中挤压光纤式偏振控制器的四

元数，其中犞犻是施加在ＰＺＴ上的电压。由（２０）式

可知，要获得０～２π的旋转角度，电压应在０～

２００Ｖ之间变化。残余应力对偏振控制器四元数的

影响，利用公式ｃｏｓ
θ
２
＋狀^ｓｉｎ

θ
２
＝ｅｘｐ（^狀θ），可将

（２０）式改写为指数形式，即

犜犻 ＝ｅｘｐ狀^犻
０．０４８１４犞犻＋０．０１３０（ ）２

，　犻＝１，２，３．

（２１）

于是，

犜犻 ＝ｅｘｐ（^狀犻０．０２４０７犞犻）ｅｘｐ（^狀犻０．００６５）＝

犜犻（犞）犜犻０，　犻＝１，２，３， （２２）

式中犜犻（犞）表示与施加在ＰＺＴ上的电压相关项，犜犻０

表示与残余应力相关项。由于二个四元数的矢量部

分相同，所以该乘法可以交换次序，且适用于指数函

数对于乘法的分配率。

在考虑残余应力时，（１１）式变为

犜ｔｏｔａｌ＝犜３（犞３）犜３０犜２（犞２）犜２０犜１（犞１）犜１０． （２３）

　　根据（１４）～（１７）式和（２０）式，编制一定的控制

算法，产生不同的驱动电压，即可得到偏振态在庞加

莱球上的运动轨迹。

该系统的测量结果如图４所示，仅使用了两个

偏振控制器，图中显示的是分别调节两个偏振控制

器得到的偏振态输出轨迹。可见，这两个轨迹分别

近似沿着经线与纬线旋转，这表明两个偏振控制器

的偏振轴几乎完全正交。因此，对于任意的输入偏

振态，通过两次旋转可以到达庞加莱球的任意一点，

从而实现偏振态的各态遍历。理论上，只需两个偏

振控制器就可以实现各态遍历。但在实际上，由于

存在自然双折射，尽管两个偏振控制器的空间方向

是正交的，但由于有残留双折射的存在，调节两个偏

振控制器所获得的轨迹并不是正交的，略有一点偏

离。为了更准确地获得所需的偏振态，需要用第３

个偏振控制器进行微调。

当考虑两个偏振控制器的时候，总的四元数为

犜
（２）
ｔｏｔａｌ＝犜２（犞２）犜２０犜１０犜１（犞１）， （２４）

式中

犜２０犜１０ ＝ｃｏｓ
２０．００６５＋

１

２
［犼ｓｉｎ０．０１３＋

犽ｓｉｎ０．０１３＋犻（１－ｃｏｓ０．０１３）］，（２５）

０３０６００２４
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图４ 调节两个偏振控制器而产生偏振态运动的轨迹

Ｆｉｇ．４Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎｓｔａｔｅｓｇｅｎｅｒａｔｅｄ

ｂｙａｄｊｕｓｔｉｎｇｔｗｏｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒｓ

或者 犜２０犜１０ ＝０．９９９９６＋（犼０．００６５＋犽０．００６５＋

犻０．００００８）。由于它的存在，使得原先正交的两个轨

迹稍稍偏离了正交性。

４　结　　论

针对各态遍历的偏振态发生器，利用四元数理

论分析了三级级联的挤压光纤式偏振控制器，并导

出了三级偏振控制器的四元数公式。与以前用三个

Ｍｕｅｌｌｅｒ矩阵的连乘相比，四元数方法显得更简洁，

概念更清晰，旋转轴与旋转角度都清楚地反映在四

元数中。另外，还实测了单级偏振控制器的四元数，

得到了普通单模光纤受挤压时应力相应的四元数公

式，以及改变电压时的四元数公式；利用该公式编制

的算法，实现了各态遍历的偏振态发生器。
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