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摘要　利用恒星闪烁测等晕角是目前应用最广泛的等晕角测量方法。基于理论分析，引入了更准确的计算公式，

通过公式推导、数值计算，得出最佳探测孔径直径与菲涅耳尺度相当，分析了复色光的闪烁等效波长及湍流路径长

度变化范围的问题，讨论了等晕角与闪烁的比例系数犆的计算问题。菲涅耳数在范围０．５～１．１时，比例系数随菲

涅耳数的变化可用三次多项式进行拟合，比例系数不能简单地取波长位于５００ｎｍ时的固定值，需根据应用实际利

用拟合的三次多项式来计算。
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１　引　　言

等晕角θ０ 是激光大气传输、自适应光学、天文

观测中的重要参量［１－２］，它描述了有一定夹角的两

束光波面之间的相关特征。等晕角的直接测量很困

难，Ｌｏｏｓ等
［３］提出了利用孔径平滑的恒星闪烁间

接测量等晕角的方法，其中探测孔径直径犇 选择为

１０ｃｍ；Ｗａｌｔｅｒｓ等
［４－５］分别改进了这种方法并设计

仪器实际测量了等晕角，其中 Ｗａｌｔｅｒｓ等
［４］选择孔

径犇为１１ｃｍ，而Ｓｔｅｖｅｎｓ
［５］选择孔径为外径２０ｃｍ

的双环。等晕角也可通过实时反演的湍流廓线积分

得到，但该方法目前还不够成熟［６］。利用恒星闪烁

测量等晕角简单易行，是目前广泛应用的等晕角测

量方法，如ＥＳＯ
［７］在Ｐａｒａｎａｌ、ＬａＳｉｌｌａ天文台的等

晕角测量，ＤｏｍｅＣ
［８］，ＤｏｍｅＡ

［９］南极天文台选址中

的等晕角测量，均采用恒星闪烁法。然而在实际测

量中，等晕角与恒星闪烁的转换公式大都采用的是

０３０１００１１
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近似公式，计算参数的选取没有给出严格的论证，如

探测孔径、波长、比例系数等。

本文回顾了利用恒星闪烁测等晕角的理论背

景，引入了更准确的计算公式，研究了计算参数的选

取，主要包括探测孔径尺寸的选取、宽光谱信标光等

效波长的选取、比例系数的计算，验证了新的参数选

取方法的可行性。

２　基本理论分析

等晕角的理论表达式为［１］

θ０ ＝ ［２．９１犽
２ｓｅｃ８

／３
γ∫
犔

０

犆２狀（狕）狕
５／３ｄ狕］－３

／５， （１）

式中犽为光波波数，γ为天顶角，犆
２
狀 为折射率结构常

数，犔为湍流路径传播距离。Ｌｏｏｓ等
［３］利用孔径平

滑理论，得出孔径接收的相对光强起伏方差（即孔径

闪烁）可近似表示为

σ
２
犛

珚犛２
≈０．５２８π

２犽２∫
犔

０

犆２狀（狕）ｄ狕犠（狕，犽，犇）， （２）

式中σ
２
犛 表示光强起伏方差，犛表示孔径接收的总光

强，犠（狕，犽，犇）为路径权重函数，即

犠（狕，犽，犇）＝∫
!

０

κ
－８／３ｓｉｎ２

κ
２狕
２（ ）犽

２Ｊ１（κ犇／２）

κ犇／［ ］２

２

ｄκ，

（３）

式中κ为空间波数，Ｊ１ 为第一类一阶贝塞尔函数。

选择合适的孔径直径犇，可使路径权重函数匹配等

晕角测量要求路径的三分之五次方，基于测大气相

干长度的差分像运动测量法（ＤＩＭＭ）
［１０］，本文只考

虑圆孔接收孔径。此时联立（１）～（３）式可得等晕角

与孔径闪烁的关系式：

θ０ ≈犆
σ
２
犛

珚犛［ ］２
－３／５

， （４）

式中犆是与孔径、波长、湍流路径长度有关的比例

常数。

（２）式是在弱光强起伏条件下，假设光强的相关

系数犫犐 可用对数振幅起伏的相关系数犫χ 替代时得

出的，即

犫犐（ρ）＝犫χ（ρ）， （５）

式中犐为光强，χ为对数振幅起伏。在Ｒｙｔｏｖ近似

下，对数振幅起伏χ服从正态分布，有

犫犐（ρ）＝
ｅｘｐ［４犆χ（ρ）］－１
ｅｘｐ［４犆χ（０）］－１

≈
４犆χ（ρ）

４犆χ（０）
＝犫χ（ρ）．

（６）

因而（２）式的近似条件即

ｅｘｐ［４犆ξ（０）］－１≈４犆χ（０）＝４σ
２

χ． （７）

该条件要求对数振幅起伏方差σ
２

χ
远小于１，比

Ｒｙｔｏｖ近似条件σ
２

χ＜０．３５更为苛刻，这给实际应用

带来很大限制，（２）式的等号右边与孔径平滑的对数

振幅起伏方差σ
２

χＡ
有直接对应关系：

４σ
２

χＡ ＝０．５２８π
２犽２∫

犔

０

犆２狀（狕）ｄ狕犠（狕，犽，犇）． （８）

（８）式可通过Ｓａｓｉｅｌａ
［１１］的横向滤波理论得出。在

Ｒｙｔｏｖ近似下，孔径平滑的对数振幅起伏方差可表

示为

σ
２

χＡ ＝０．１３２π
２犽２∫

犔

０

ｄ狕犆２狀（狕）∫
!

０

κ犳（κ）ｓｉｎ
２ κ

２狕
２（ ）犽 犉（κ）ｄκ，

（９）

式中犳（κ）为规格化湍流谱，犉（κ）为滤波函数；将规

格化的Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流谱犳（κ）＝κ
－１１／３，圆孔滤波

函数犉（κ）＝
２Ｊ１（κ犇／２）

κ犇／［ ］２

２

代入（９）式即可得到（８）

式。将（８）式替换（２）式，（４）式变为

θ０ ≈犆（４σ
２

χＡ
）－３／５． （１０）

　　众所周知，弱起伏条件下光强起伏服从对数正

态分布；Ｖｅｔｅｌｉｎｏ等
［１２］在研究中强起伏条件下孔径

平滑对光强起伏概率分布的影响时指出，当孔径尺

寸犇大于空间相干长度ρ０时，光强起伏服从对数正

态分布。利用恒星闪烁测等晕角，接收孔径尺寸犇

一般大于ρ０（ρ０ ＝狉０／２．１），因而等晕角测量仪接收

的光强起伏服从对数正态分布，有

σ
２
犛

珚犛２
＝ｅｘｐ（４σ

２

χＡ
）－１， （１１）

将（１１）式代入（１０）式可得

θ０ ≈犆ｌｎ１＋
σ
２
犛

珚犛（ ）［ ］２

－３／５

． （１２）

与（４）式相比，（１２）式在推导过程中少做了一次近

似，不需要满足近似条件（７）式，因而应用范围更广，

计算结果更准确。

３　计算参数分析

（１２）式的理论误差来自路径权重与狕５
／３的匹配

偏差。作变量代换狌＝狕／犔，κ＝κ犇，并设犉Ｎ为菲涅

耳数犇２／（λ犔），（８）式简化为

４σ
２

χＡ ＝８．４４８π
２犽２犔犇５／３

∫
１

０

犆２狀（狌犔）ｄ狌×

∫
!

０

κ
－１４／３ｄκＪ

２
１（κ／２）ｓｉｎ

２ κ
２狌

４π犉（ ）
Ｎ

， （１３）

０３０１００１２
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新的路径权重函数为

犠（狌，犉Ｎ）＝∫
!

０

κ
－１４／３ｄκＪ

２
１（κ／２）ｓｉｎ

２ κ
２狌

４π犉（ ）
Ｎ

．

（１４）

在合适的菲涅耳数下，（１４）式可拟合成狌５
／３的形式：

犠（狌，犉Ｎ）≈犆０（犉Ｎ）狌
５／３． （１５）

将（１３）、（１５）式代入（１）式可得θ０ ＝犆（４σ
２

χＡ
）－３／５，其

中比例系数犆的表达式为

犆＝７．４９
犉Ｎλ
犇
犆３

／５
０ （犉Ｎ）． （１６）

（１４）式表明路径权重与孔径与菲涅耳尺度的比值有

关，为此计算了不同菲涅耳数时路径权重犠（狌）与

狌５
／３的匹配偏差犲ｆｉｔ，匹配偏差计算方式为拟合标准

误差除以拟合数据点的均值：

犲ｆｉｔ＝
［犠（狌犻）－犆０狌

５／３
犻 ］槡 ２

犠（狌犻）
， （１７）

式中狌犻 为归一化路径位置，犠 （狌犻）为路径权重，

犆０狌
５／３
犻 为路径权重的最小二乘拟合值，计算结果如

图１所示。

图１ 匹配偏差随菲涅耳数的变化

Ｆｉｇ．１ ＦｉｔｔｉｎｇｅｒｒｏｒｖｅｒｓｕｓＦｒｅｓｎｅｌｎｕｍｂｅｒ

从图１看出，在菲涅耳数不同时匹配偏差存在

最小值，为２．１７％，菲涅耳数取值范围为０．７５～

１．８８时，匹配偏差小于５％，该范围称之为匹配范

围；数值计算表明，犇／（λ犔）
１／２＝１．０４时路径权重与

狌５
／３偏差最小，称之为最佳匹配条件。

实际测量中孔径大小固定不变，探测波长因观测

恒星变化而变，湍流路径长度犔因观测仰角变化而

变。为此数值计算了不同菲涅耳数时比例系数犆的

变化情况，为了和 Ｗａｌｔｅｒｓ等
［４］计算的比例系数犆ｗ＝

９．５５×１０－７ｒａｄ相比较，计算中波长λ选择５００ｎｍ，

孔径犇 选择１１ｃｍ，菲涅耳数的变化是由犔 引起

的，计算结果如图２所示。在最佳匹配条件下，比例

系数犆＝９．５８×１０－７ｒａｄ与犆ｗ 基本一致。在菲涅

耳数为１．３时犆有最大值，小于１．３时犆快速递

增，大于１．３时犆缓慢递减。因而实际测量中需根

据不同菲涅耳数取犆值。

图２ 比例系数随菲涅耳数的变化

Ｆｉｇ．２ ＰｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌｉｔｙｆａｃｔｏｒｖｅｒｓｕｓＦｒｅｓｎｅｌｎｕｍｂｅｒ

为满足信噪比的要求，实际测量中接收的是具

有一定谱宽的复色光，它的光谱分布与星光、滤光片

和探测器等的光谱特征有关；瑞利散射强度与波长

的四次方成反比，天空背景辐射在短波段更强，为了

能在白天观测恒星，等晕角测量仪接收的复色光光

谱分布范围一般选择在长波段。为了计算比例系数

犆，了解转换得来的等晕角所处的波长，寻求该复色

光的等效波长，所谓等效波长是指该波长的单色光

闪烁量与实际接收的复色光闪烁量相等。

设犚（犾）为接收光强的归一化光谱响应函数，

∫
λ２

λ１

犚（λ）ｄλ＝１，复色光的路径权重可表示为
［１３］

′犠ｐｏｌｙ（狕）＝４π
２

∫
!

０

κ
－８／３ 犉ｉｍ

κ
２狕

８π（ ）［ ］２

２

ｄκ
２Ｊ１（κ犇／２）

κ犇／［ ］２

２

，

（１８）

式中与波长有关的量 犉ｉｍ
κ
２狕

８π（ ）２ ＝∫

λ２

λ１

犚（λ）λ
－１·

ｓｉｎ
κ
２狕λ
４（ ）π ｄλ，为光谱响应函数除以波长的傅里叶变

换的虚部。等效波长即满足

犽２ｅｑ犠（狕，犽ｅｑ，犇）＝ ′犠ｐｏｌｙ（狕）， （１９）

式中犽ｅｑ为等效光波波数。根据该方法，结合实际测

量所选用的探测器、滤光片、恒星，计算的等效波长

λｅｑ取值范围为６４０～６７０ｎｍ，恒星色温降低，等效波

长增加。

湍流模型ＳＬＣＤａｙ和ＳＬＣＮｉｇｈｔ认为高于地

面２０．５ｋｍ 处光学湍流强度为零
［１１］，Ｈｕｆｎａｇｅｌ

Ｖａｌｌｅｙ（ＨＶ）模型通常认为高于地面３０ｋｍ处光学

湍流强度为零［１２］。为了确定用于拟合路径权重的

０３０１００１３
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整层大气湍流积分高度犺，计算了 ＨＶ模型下积分

到不同高度的等晕角与积分到高度１００ｋｍ时的等

晕角的偏差犲犺，偏差计算方式为

犲犺 ＝
θ０犺

θ０
－１， （２０）

式中θ０犺为积分到高度犺的等晕角，θ０ 为积分到高度

１００ｋｍ的等晕角。图３为积分到２０ｋｍ时偏差犲犺

与ＨＶ模型两参数近地面湍流强度犃、高空风速犠

的关系。从图中可看出积分高度为２０ｋｍ时，等晕

角偏差不超过２％，偏差总为正值，高空风速参数犠

越大，偏差越大；近地面湍流强度参数犃 对偏差影

响很小。计算表明，当积分高度为２５ｋｍ时，偏差不

超过０．１５％。同时也计算了其他一些湍流模型下积

分到２０ｋｍ时的偏差，ＳＬＣＤａｙ和ＳＬＣＮｉｇｈｔ模型

下的偏差分别为１．８２％、１．９１％，ＭｉｄｄｌｅＥａｓｔ和

Ｇｒｅｅｎｗｏｏｄ模型下的偏差分别为５．１８％、５．８３％，

这些偏差对等晕角测量来说是可以接受的，因此积

分高度犺的变化范围可以取在２０～３０ｋｍ。湍流路

径长度与积分高度的几何关系为

犔＝犺ｓｅｃγ． （２１）

为满足Ｒｙｔｏｖ近似条件，通常要求γ小于４５°。利用

（２１）式可得湍流路径长度变化范围为２０～４２．４ｋｍ。

图３ 积分到２０ｋｍ时等晕角的偏差与 ＨＶ模型

参数犃、犠 的关系

Ｆｉｇ．３ Ｄｅｖｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｉｓｏｐｌａｎａｔｉｃ ａｎｇｌｅ ｖｅｒｓｕｓ ＨＶ

ｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅｍｏｄｅｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓ犃ａｎｄ犠 ｗｉｔｈｔｈｅ

　　　　　ｉｎｔｅｇｒａｌｈｅｉｇｈｔｏｆ２０ｋｍ

基于上述等效波长、湍流路径长度的变化范围，

综合最佳匹配条件和实际仪器结构要求，选取探测孔

径直径 犇 为１２ｃｍ。运用（１５）式，菲涅耳数为

犇２ｃｏｓγ／（λ犺）。实际应用中，等效波长和孔径大小均固

定。为了满足最佳匹配条件，假定积分高度犺随天顶

角γ的变化而变化，由于积分高度犺变化范围有限，当

天顶角γ大于一定值后，菲涅耳数犇
２ｃｏｓγ／（λ犺）将减

小，由图２可知，此时比例系数犆随之减小。为了便于

在测量程序中利用天顶角数据计算相应的比例系数

犆，将犆（选定犇＝１２ｃｍ，λ＝６５０ｎｍ）在菲涅耳数

０．５～１．１范围内的数值拟合成三次多项式，如图４所

示。拟合均方差σ犮为２．４１４×１０
－２０，校正决定系数犓

为０．９９９９８，拟合精度极高，可用于计算程序中。为了

使菲涅耳数在匹配范围内，实际测量中应尽量选天顶

角较小的恒星。

图４ 菲涅耳数在０．５～１．１之间的比例系数犆

以及犆的三次多项式拟合

Ｆｉｇ．４Ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌｉｔｙｆａｃｔｏｒ犆ｖｅｒｓｕｓＦｒｅｓｎｅｌｎｕｍｂｅｒ

ｆｒｏｍ０．５ｔｏ１．１ａｎｄｃｕｂｉｃｆｉｔｔｉｎｇｏｆ犆

应注意，利用比例系数犆计算的等晕角是等效

波长处的等晕角，可在计算程序中利用（１）式转到需

要波长（５００ｎｍ）的等晕角。

４　计算参数验证

为了验证新的计算参数选取方法的有效性，基

于数值计算比较了某一典型条件下利用新方法与一

般方法计算的等晕角理论误差。选取 ＨＶ５／７模

型，等效波长为６５０ｎｍ，新方法与一般方法对应的

计算参数如表１所示。

表１ 计算参数

Ｔａｂｌｅ１ Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒ Ｎｅｗｍｅｔｈｏｄ Ｃｏｍｍｏｎｍｅｔｈｏｄ

犇／ｃｍ １２ １１

犆／ｒａｄ １．１４×１０－６ ９．５５×１０－７

　　根据所选参数利用（９）、（１１）式数值计算得

σ
２

χＡ ＝７．５１×１０
－３，　

σ
２
犛

珚犛２
＝０．０３， （２２）

代入到（１２）、（６）式分别得到新方法计算的等晕角

θ０，ｎｅｗ＝６．８２，一般方法计算的等晕角θ０，ｏｌｄ＝７．８３

（对应波长５００ｎｍ，单位为μｒａｄ），显然θ０，ｎｅｗ更接近

真实值７μｒａｄ，由此验证了新方法的准确性与有效

性。

０３０１００１４



于龙昆等：　利用恒星闪烁测量等晕角的研究

５　结　　论

对利用恒星闪烁测等晕角的理论公式和计算参

数进行了深入研究。通过理论分析得出了更准确的

计算公式，利用数值方法研究了实际测量中计算参

数的选取问题。存在最佳探测孔径直径，它与菲涅

耳尺度相当，对于接收复色光，应计算等效波长，Ｈ

Ｖ模型下，忽略高于２０ｋｍ以上的光学湍流，积分

得到的等晕角偏大不超过２％，用于计算比例系数

的整层大气湍流积分高度可选范围为２０～３０ｋｍ。

实际应用中，等晕角与闪烁的比例系数与观测恒星、

观测天顶角等引起菲涅耳数变化的量有关，比例系

数随菲涅耳数的变化关系可用三次多项式拟合。利

用恒星闪烁测等晕角的误差有方法理论误差和闪烁

测量误差，用上述结果可以减小理论误差，下一步将

考虑如何减小闪烁测量误差。
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