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摘要　为了提高水下摄像机标定精度，建立了综合考虑径向畸变和切向畸变的水下摄像机非线性数学模型，以张

氏标定方法为基础，并结合ＪｅａｎＹｖｅｓＢｏｕｇｕｅｔ灭点标定方法提出了一种改进张氏标定方法，为验证所提改进张氏

标定方法的可靠性，与张氏标定方法进行了水下标定对比实验。实验结果表明，该方法精确可靠，较张氏标定方法

具有参数求取精度更高、重投影平均误差更小等优势，所求取的结果与实际情况更接近。
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１　引　　言

摄像机的标定是机器人视觉中的重要组成部

分，所谓摄像机标定，就是根据给定的摄像机模型求

取摄像机的内部参数和外部参数［１］。实际摄像机模

型不可避免地受透镜加工和安装等因素的影响存在

畸变，表现为非线性［２］。非线性模型标定方法又以

张氏标定方法为代表，张氏标定方法［３］首先是获得

不考虑摄像机畸变的线性参数初步数值，并利用初

步数值对非线性参数进行迭代，标定方法简单且精

度较高。但是，算法迭代的本质是对初值十分敏感

１２１５００６１
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的，而张氏标定方法求取的线性参数初步数值由于

没有考虑摄像机畸变，故精度较低，对后续迭代结果

产生较大影响［４－５］。而Ｂｏｕｇｕｅ等
［６］提出的灭点法

是根据灭点的基本属性找出相机内参数与灭点之间

的关系，在求取线性参数上具有其他方法无法比拟

的优势，能够弥补张氏标定方法求取线性参数初步

数值精度低的问题。对于水下摄像机成像模型，不

仅因为透镜加工和安装等因素的影响存在径向畸

变，还因为水对光的吸收和水中粒子对光的散射引

起光衰减，使得水下图像对比度低，噪声明显，水中

介质交换引起的光折射使得光学系统光心和几何中

心不一致性更加严重，存在切向畸变，所以水下摄像

机的非线性成像模型中，必须同时考虑径向畸变和

切向畸变［７－１０］。

为了提高水下摄像机标定精度，建立了综合考

虑径向畸变和切向畸变的水下摄像机非线性数学模

型，然后以张氏标定方法为基础，并结合ＪｅａｎＹｖｅｓ

Ｂｏｕｇｕｅｔ灭点标定方法提出了一种改进张氏标定方

法，其思路为：通过线性标定求得单应性矩阵犎，然

后求得灭点坐标，利用灭点求得焦距作为犃的初始

值；通过犎 和犃 求得每幅模板的外参数值；设置畸

变参数使犽犮１、犽犮２、犽犮３、犽犮４的初始值为零；将这些所求

得的参数作为非线性搜索的初始值，通过非线性优

化得到摄像机内、外参数的最终估计。为验证所提

出的改进张氏标定方法的可靠性，与张氏标定方法

进行了水下标定对比实验。

２　水下摄像机非线性成像数学模型

设空间点犘 在世界坐标系中的坐标为（犡ｗ，

犢ｗ，犣ｗ），在摄像机坐标系中的坐标为（犡ｃ，犢ｃ，犣ｃ），

在图像平面坐标系中的实际像点的归一化坐标为

（狓ｎ，狔ｎ），理想像点的归一化坐标为（珟狓狀，珘狔狀），在图像

像素坐标系中的像素坐标（狌，狏）；内参数矩阵为犃，

犃＝

犳狓 犳狓α犮 狌０

０ 犳狔 狏０

熿

燀

燄

燅０ ０ １

，犳狓 为焦距犳 在水平方向上的

像素距离，犳狔为焦距犳在垂直方向上的像素距离，α犮

为变形因子，（狌０，狏０）为主点坐标，是光轴中心线在

成像平面的交点的图像像素坐标；外参数矩阵为

［ ］犚 犜 ，犚 为 旋 转 矩 阵，犚 ＝ 狉１ 狉２ 狉［ ］３ ＝

狉１狓 狉２狓 狉３狓

狉１狔 狉２狔 狉３狔

狉１狕 狉２狕 狉３

熿

燀

燄

燅狕

，狉１、狉２、狉３ 分别为世界坐标系 犡ｗ、

犢ｗ、犣ｗ 轴在摄像机坐标系中的方向向量，犜为平移

矩阵，犜＝ ［］狋 ＝ 狋狓 狋狔 狋［ ］狕
Ｔ，（狋狓，狋狔，狋狕）为世界坐

标系的坐标原点在摄像机坐标系中的坐标；径向畸

变δ狉在狓方向和狔方向上的分量分别为δ狉＿狓和δ狉＿狔，

切向畸变δ狋在狓方向和狔方向上的分量分别为δ狋＿狓

和δ狋＿狔；犓 ＝ 犽犮１　犽犮２　犽犮３　犽犮［ ］４ 为摄像机非线性畸

变系数，犽犮１、犽犮２ 为径向畸变系数，犽犮３、犽犮４ 为切向畸变

系数。

摄像机的非线性成像过程可分为线性映射和非

线性变换，其中线性映射如（１）式所示，即空间点在

世界坐标系下的三维坐标映射到理想的像点图像平

面坐标，其中非线性变换如（２）式所示，即图像平面

坐标系中的理想点坐标到实际点坐标的变换。在摄

像机非线性模型中，引入的非线性参数过多，非但不

能提高求解精度，反而会引起解的不稳定性。针对

水下摄像机的非线性成像模型，且为了保证求解精

度和求解稳定性，综合选取了四阶透镜径向畸变和

不考虑薄棱镜畸变的切向畸变。采用的非线性成像

数学模型如（１）～（３）式。

线性映射：

犣ｃ×

珟狓狀

珘狔狀

熿

燀

燄

燅１

＝ ［ ］犚 犜 ×

犡ｗ

犢ｗ

犣ｗ

熿

燀

燄

燅１

． （１）

　　非线性变换：

狓ｎ＝珟狓狀＋δ狉＿狓＋δ狋＿狓 ＝ （１＋犽犮１狉
２
＋犽犮２狉

４）珟狓狀＋２犽犮３珟狓狀珘狔狀＋犽犮４（３珟狓
２
狀＋珘狔

２
狀）

狔狀 ＝珘狔狀＋δ狉＿狔＋δ狋＿狔 ＝ （１＋犽犮１狉
２
＋犽犮２狉

４）珘狔狀＋犽犮３（３珟狓
２
狀＋珘狔

２
狀）＋２犽犮４珟狓狀珘狔狀． （２）

　　内参数变换：

狌

狏

熿

燀

燄

燅１

＝犃×

狓ｎ

狔ｎ

熿

燀

燄

燅１

． （３）

１２１５００６２
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３　改进张氏标定方法

３．１　摄像机内参数求解

从单应性矩阵中提取灭点，已知单应性矩阵

犎＝ 犺１　犺２　犺［ ］３ ＝

犺１ 犺２ 犺３

犺４ 犺５ 犺６

犺７ 犺８ 犺

熿

燀

燄

燅９

，满足（４）式：

狌

狏

熿

燀

燄

燅１

＝犎

犡ｗ

犢ｗ

熿

燀

燄

燅１

． （４）

　　设世界坐标系位于棋盘格标定板平面，且原点

位于棋盘左上角，犡、犢 分别平行棋盘矩形的两边，

则棋盘矩形两对平行线的交点以及对角线与灭线的

交点在世界坐标系下分别表示为（１，０，０）、（０，１，０）、

（１，１，０）、（－１，１，０），设灭点狏１、狏２、狏３、狏４ 的像素齐

次 坐 标 分 别 为 狏狆１  犪１ 犫１ 犮［ ］１
Ｔ，狏狆２ 

犪２ 犫２ 犮［ ］２
Ｔ，狏狆３  犪３ 犫３ 犮［ ］３

Ｔ，狏狆４ 

犪４ 犫４ 犮［ ］４
Ｔ，则由（４）式得：

狊１狌１ 狊２狌２ 狊３狌３ 狊４狌４

狊１狏１ 狊２狏２ 狊３狏３ 狊４狏４

狊１ 狊２ 狊３ 狊

熿

燀

燄

燅４

＝犎

１ ０ １ －１

０ １ １ １

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

＝

犪１ 犪２ 犪３ 犪４

犫１ 犫２ 犫３ 犫４

犮１ 犮２ 犮３ 犮

熿

燀

燄

燅４

， （５）

式中狊１、狊２、狊３、狊４ 为每一个灭点的深度系数。

则得灭点的像素坐标：狏狆１＝犺１，狏狆２＝犺２，狏狆３＝犺１＋

犺２，狏狆４＝－犺１＋犺２。

规格化：狏狆１＝
狏狆１

‖狏狆１‖
，狏狆２＝

狏狆２

‖狏狆２‖
，狏狆３＝

狏狆３

‖狏狆３‖
，

狏狆４＝
狏狆４

‖狏狆４‖
。

则焦距的方程组：

犪１犪２

犳
２
狓

＋
犫１犫２

犳
２
狔

＋犮１犮２ ＝０

犪３犪４

犳
２
狓

＋
犫３犫４

犳
２
狔

＋犮３犮４ ＝

烅

烄

烆
０

． （６）

　　令狌＝［狌１／狌２］
Ｔ＝［１／犳

２
狓　１／犳

２
狔］
Ｔ，则有：犉犻狌＝

犫犻。

其中：犉犻＝
犪１犪２ 犫１犫２

犪３犪４ 犫３犫
［ ］

４

，犫犻 ＝－
犮１犮２

犮３犮
［ ］

４

。

如果参与标定的图像数量为犖，每幅图都满足

上述方程，将犖 个上述方程叠加起来，则得到如下

超定方程组：

犉狌＝犫， （７）

式中犉＝

 

犪犻１犪犻２ 犫犻１犫犻２

犪犻３犪犻４ 犫犻３犫犻４

熿

燀

燄

燅 

，犫＝－



犮犻１犮犻２

犮犻３犮犻４

熿

燀

燄

燅

。

利用最小二乘法解上述超定方程组，得像素焦

距：

犳＝ｓｑｒｔ［ａｂｓ（１．／狌）］， （８）

式中犳＝ 犳狓 犳［ ］狔
Ｔ，狌＝ｉｎｖ（犃Ｔ犃）犃Ｔ犫。

当犳狓、犳狔 被求解出来后，令主点坐标（狌０，狏０）为图

像的中点的坐标，这时内参数矩阵犃初值完全确定。

３．２　单模板外参数求解

已求得内参数犃后，由 犎＝λ犃 狉１ 狉２［ ］狉 （λ

为尺度因子）和犎＝

犺１ 犺２ 犺３

犺４ 犺５ 犺６

犺７ 犺８ 犺

熿

燀

燄

燅９

得：

λ＝
１

‖犃
－１ 犺１ 犺４ 犺［ ］７

Ｔ
‖
＝

１

‖犃
－１ 犺２ 犺５ 犺［ ］８

Ｔ
‖
，

狉１ ＝λ犃
－１ 犺１ 犺４ 犺［ ］７

Ｔ，

狉２ ＝λ犃
－１ 犺２ 犺５ 犺［ ］８

Ｔ，

狉３ ＝狉１×狉２，

狋＝λ犃
－１ 犺３ 犺６ 犺［ ］９

Ｔ
．

３．３　摄像机全体参数的极大似然估计

本步骤的目的为：利用所有的控制点，求取摄像机

的全 体 参 数的 极大 似然估 计 值，包 括 内 参 数

犃 犽犮１ 犽犮２ 犽犮３ 犽犮｛ ｝４ 和 各 模 板 的 外 参 数

犚１ 犜｛ ｝１ …… 犚犖 犜｛ ｝｛ ｝犖 （假设有犖幅模板），

并将所得的估计值作为摄像机参数的最终估计。

犚犼 犜｛ ｝犼 为第犼幅模板的外参数，每幅模板上

有犐个控制点，则总共有 犖 ×犐 个控制点。令

犿犼犻 犕犼｛ ｝犻 为第犼幅模板上的第犻个控制点。

令犿

⌒

犼犻（犃　犽犮１　犽犮２　犽犮３　犽犮４　犚犼　犜犼）为控制

点 的 理 想 图 像 坐 标， 是 犕犼犻 在 参 数

犃 犽犮１ 犽犮２ 犽犮３ 犽犮｛ ｝４ 和｛犚犼　犜犼｝下的投影，根

据（１）～（３）式得：

犣犮 珟狓狀 珘狔狀［ ］１ Ｔ
＝ 犡ｃ 犢ｃ 犣［ ］ｃ

Ｔ，

犡ｃ 犢ｃ 犣［ ］ｃ
Ｔ
＝ 犚犼 犜［ ］犼 犕Ｔ

犼犻［ ］０ １
Ｔ，

犿

⌒

犼犻 犃 犽犮１ 犽犮２ 犽犮３ 犽犮４ 犚犼 犜（ ）犼
Ｔ
　［ ］１

Ｔ

＝

犃 狓ｎ 狔ｎ［ ］１ Ｔ
．

对噪声按一般情况建模。利用犖×犐个控制点，摄

像机参数的极大似然估计为

１２１５００６３
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犃 犽犮１ 犽犮２ 犽犮３ 犽犮｛ ｝４

犚１ 犜｛ ｝１ …… 犚犖 犜｛ ｝｛ ｝犖

＝ａｒｇｍｉｎ∑
犖

犼＝１
∑
犐

犻＝１

‖犿犼犻－犿

⌒

犼犻 犃 犽犮１ 犽犮２ 犽犮３ 犽犮４ 犚犼 犜（ ）犼 ‖
２．

（９）

　　上述的非线性最小化问题可以利用Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ

Ｍａｒｑｕａｒｄｔ迭代算法求解，各参数迭代初始值为前

面 各 步 骤 中 求 得 的 犃 和

｛｛犚１　犜１｝　……　｛犚犖　犜犖｝｝，而犽犮１、犽犮２、犽犮３、犽犮４

的初值为零。

改进张氏标定方法与张氏标定方法的相同之处

在于：平面单应性矩阵的最初始估计相同。与张氏

标定方法的不同之处在于：从单应性矩阵进行内参

数封闭解的估计有所不同，使用ＪｅａｎＹｖｅｓＢｏｕｇｕｅｔ

提出的正交灭点求摄像机的像素焦距，其次改进算

法在初始阶段没有进行畸变系数初值的估计，最后

的最大似然估计同时考虑了两项径向畸变和切向畸

变。

４　水下标定对比实验及结果分析

４．１　实验设计

为了验证所提出的改进张氏标定方法的可靠

性，与张氏标定方法进行了水下标定对比实验。首

先，在水下环境中，用左右摄像机从不同方位采集

２０幅标定模板图像，然后，分别用张氏标定方法和

改进张氏标定方法对采集的图像进行标定，最后，对

标定结果进行对比分析。实验台如图１所示，实验

台完全被水覆盖，水深为５８ｃｍ。标定模板图案为

棋盘格，模板外形尺寸为２００ｍｍ×２００ｍｍ，阵列

为１２×９，单个方格尺寸为１４ｍｍ×１４ｍｍ，精度为

±０．００１ｍｍ。

１２１５００６４


