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基于迭代算法的两平板互检求解方法
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摘要　提出了一种基于两平板绝对检验的迭代面形恢复算法。算法基于两平板互检方法，通过分别翻转和旋转其

中一块平板，获得４次两两测量结果。对测量得到的４个结果数据进行翻转和旋转逆操作，直接推导出三个面形

与测量结果及相互之间的关系公式。设置初始面形，逐次迭代逼近４次测量结果。实验表明，该方法仅需要５０次

以内迭代，即可得到偏差小于０．１ｎｍ均方根值的绝对面形。详细分析了实验过程中的各项误差来源，并对每项误

差进行了定量计算，获得总的测量误差为１．４１７ｎｍ。
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１　引　　言

三板互检方法目前是最有效的测量平板元件绝

对面形的方法。最早的传统三面互检方法由Ｓｃｈｕｌｚ

等［１－２］提出并发展起来的，这种简单的三面互检法

利用三面两两组合测量，计算出每个平面的绝对质

量，但只能检测出平面上沿直径的几条线的轮廓。

为了获得面形的二维分布，Ｆｒｉｔｚ等
［３－５］在传统三面

互检方法的基础上增加一次对其中一块平板的旋转

测量，利用泽尼克多项式特性将平面的表面面形误

差分解为某些正交基函数，采用最小二乘法将这些

基函数拟合成被检平面的绝对面形。Ｖａｎｎｏｎｉ

等［６－７］提出了一种基于三板互检迭代算法。该方法

需要设置初始波面，通过对初始波面进行旋转或翻

转的逆操作，合成为波前，通过合成的波前与实际测

量波前结果相减，直到残差趋近于零时，则可以得到

绝对面形。由于对波面数据的旋转或翻转，其实现

方法简单，数据计算速度快，因此与多项式拟合方法

相比，大大提高了全频段波面恢复速度。国内也有

大部分作者在绝对检测方面做了相当多的研

究［８－１０］。

Ｘｕ等
［１１］提出了一种两平晶互检的绝对检验方

法，测量中只需使用两块平晶，测量过程中无需替换

参考平面，测量要求其中一块双面使用的平晶具有

较好的光学均匀性，或能提前测得其均匀性分布情

况。该方法采用泽尼克多项式拟合的方法，因此只

能获得低频面形信息。孙文卿等［１２］提出在两平晶
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绝对检验测量的基础上增加多次旋转测量，用快速

傅里叶变换（ＦＦＴ）方法处理波面，求得３个面上的

绝对面形分布情况。

本文提出在两平晶互检方法的基础上，通过４

次测量公式，直接推导出三个面形相互之间、以及与

４次测量波前关系迭代公式。由于迭代公式中，每

个面形迭代结果直接导入下一面形迭代公式，因此

相比Ｖａｎｎｏｎｉ提出的迭代算法，该方法迭代效率更

高，收敛速度更快。通过实验验证了该方法的有效

性，并详细分析了该方法计算过程中产生的插值误

差以及原理性误差。

２　原　　理

两平板互检法，采用４次测量，４次测量坐标系

及测量顺序如图１所示。

４次测量采用公式表示为

犠１ ＝犃＋犅

犠２ ＝犃＋（１－狀）犅－狀犆犉＋Δ

犠３ ＝犃＋犆

犠４ ＝犃＋犆

烅

烄

烆 Φ

， （１）

式中犠１、犠２、犠３、犠４ 分别表示４次测量得到的波

前，犃为１＃ 平板参考面面形，犅为２＃ 平板前表面

面形，犆为２＃ 平板后表面面形，狀为２＃ 平板折射

率，Δ为２＃ 平板光学非均匀性引入的相位差。两板

互检中需要对其中一块平板翻转一次，另外还需要

对该平板旋转一次，假设均对２＃ 平板后表面犆进

图１ ４次相关测量示意图

Ｆｉｇ．１ Ｆｏｕｒｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓａｎｄｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ

ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓ

行上述操作，犆犉 为翻转，犆Φ 为旋转。

将（１）式中犠１ 减去犠２，则（１）式可以变为

犠１ ＝犃＋犅

犠１－犠２ ＝狀犅＋狀犆犉－Δ

犠３ ＝犃＋犆

犠４ ＝犃＋犆

烅

烄

烆 Φ

， （２）

一般地，对同一平板翻转两次则相当于不翻转；同样

旋转一次后，按照同一角度反方向旋转后，也相当于

不旋转。假设定义“－Φ”为反方向旋转。上述表达

可以表述为

犆＝ （犆犉）犉

犆＝ （犆Φ）－
烅
烄

烆 Φ

， （３）

由（２）式和（３）式可分别推导出犃、犅、犆的表达式为

犃＝
犠１＋犠３＋犠４

３
－
犅＋犆＋犆Φ

３

犅＝
２犠１－犠２＋Δ

狀＋１
－
犃＋狀犆犉
狀＋１

犆＝
（犠１－犠２）犉 ＋犠３＋（犠４）－Φ＋Δ犉

狀＋２
－
犃＋犃－Φ＋狀犅犉

狀＋

烅

烄

烆 ２

． （４）

迭代步骤表示如下：

１）设置犃，犅、犆的初始波面，一般地假设犃＝０，犅＝０，犆＝０。

２）计算新的波面犃ｎｅｗ、犅ｎｅｗ、犆ｎｅｗ，由（４）式可得到

犃ｎｅｗ ＝
犠１＋犠３＋犠４

３
－
犅＋犆＋犆Φ

３

犅ｎｅｗ ＝
２犠１－犠２＋Δ

狀＋１
－
犃ｎｅｗ＋狀犆犉
狀＋１

犆ｎｅｗ ＝
（犠１－犠２）犉 ＋犠３＋（犠４）－Φ＋Δ犉

狀＋２
－
犃ｎｅｗ＋（犃ｎｅｗ）－Φ＋狀（犅ｎｅｗ）犉

狀＋

烅

烄

烆 ２

， （５）

（４）式可简单地表示为

１２１２００３２
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犃ｎｅｗ ＝犡－
犅＋犆＋犆Φ

３

犅ｎｅｗ ＝犢－
犃ｎｅｗ＋狀犆犉
狀＋１

犆ｎｅｗ ＝犣－
犃ｎｅｗ＋（犃ｎｅｗ）－Φ＋狀（犅ｎｅｗ）犉

狀＋

烅

烄

烆 ２

，（６）

式中犡、犢、犣表示为

犡＝
犠１＋犠３＋犠４

３

犢 ＝
２犠１－犠２＋Δ

狀＋１

犣＝
（犠１－犠２）犉 ＋犠３＋（犠４）－Φ＋Δ犉

狀＋

烅

烄

烆 ２

，（７）

由于犠１、犠２、犠３、犠４ 及Δ测量完成后恒定不变，因

此可以在迭代循环开始之前计算完成，从而减小迭

代过程中的计算量。

３）定义收敛规则。将第二步中获得的新的

犃ｎｅｗ，犅ｎｅｗ、犆ｎｅｗ，代入（６）式中计算每次循环后恢复

得到的波面与实际测量波前的偏差。

犈１＝犠１－犃ｎｅｗ－犅ｎｅｗ

犈２＝犠２－犃ｎｅｗ－（１－狀）犅ｎｅｗ＋狀（犆ｎｅｗ）犉－Δ

犈３＝犠３－犃ｎｅｗ－犆ｎｅｗ

犈４＝犠４－犃ｎｅｗ－（犆Φ）

烅

烄

烆 ｎｅｗ

，（８）

则定义误差函数为

犈０ ＝ 犈２１＋犈
２
２＋犈

２
３＋犈槡

２
４． （９）

　　迭代开始前设定循环结束阈值，当循环若干次

后计算得到犈０ 小于阈值后，则循环结束。

３　实　　验

实验选择两块口径Ф１００ｍｍ的平板，材料均

为熔石英，折射率为１．４５７。按照图１中的测量方

法对２＃平板按照竖直方向进行翻转，然后旋转

５４°，依次测量获得４组波前测量结果，犠１、犠２、犠３、

犠４，如图２所示［犳ＰＶ：峰谷（ＰＶ）值，犳ＲＭＳ：均方根

（ＲＭＳ）值］。２＃平板均匀性通过经典的４步法测

量获得，如图３所示。

利用本文提出的迭代算法对上述测量结果进行

计算。迭代１２８次后，计算得到１＃平板犃面面形、

２＃平板前表面（犅 面）面形和２＃平板后表面（犆

面）面形，如图４所示。为了消除边缘效应，通光口

径取Ф８０ｍｍ。利用（８）式和（９）式，计算其误差函

数，误差函数收敛曲线如图５所示。

图２ ４次测量波前

Ｆｉｇ．２ Ｗａｖｅｆｒｏｎｔｏｆ犠１，犠２，犠３ａｎｄ犠４

１２１２００３３
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图３ ２平板的光学非均匀性

Ｆｉｇ．３ ＩｎｈｏｍｏｇｅｎｅｉｔｙｏｆｐｌａｔｅＩＩ

图４ 恢复得到的三个面犃、犅、犆的面形

Ｆｉｇ．４ Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｓｍａｐｏｆ犃，犅，犆

图５ 误差函数迭代收敛图

Ｆｉｇ．５ Ｅｒｒｏｒｆｕｎｃｔｉｏｎｖｅｒｓｕｓｎｕｍｂｅｒｏｆｉｔｅｒａｔｉｏｎｃｙｃｌｅｓ

４　误差分析

两板互检绝对检测中误差来源比较多，包括环

境影响引入的误差（气流、振动、温度变化等），干涉

仪系统误差，算法处理过程中的插值误差，以及原理

性误差。

４．１　重复性测量误差及光学非均匀性测量误差

测量过程中的随机性误差，例如气流等引入的

随机性误差，均可通过重复性测量误差来表征，本次

实验针对４个波前犠１，犠２，犠３，犠４ 共测量１６组数

据，每组数据测量过程中取１６次相位平均，计算得

到４次波前重复性测量误差分别为０．４０６、０．４５６、

０．５５２、０．５０７。则４次波前测量总的重复性测量误

差可通过（１０）式得到，为０．９３５ｎｍ。

σ１ ＝ ε
２
１＋ε

２
２＋ε

２
３＋ε槡

２
４． （１０）

　　２＃平板光学非均匀性采用经典的４步法测量，光

学非均匀性测量误差主要来自于干涉仪重复性测量误

差，经过计算干涉仪重复性测量误差为０．４６０ｎｍ，其总

的测量误差可通过（１１）式计算：

σ２ ＝ε ２狀２＋２（狀－１）槡
２， （１１）

式中σ２ 为总的光学非均匀性测量误差，ε为干涉仪

测量重复性误差。

通过（１１）式得到均匀性测量重复性误差为０．

９９６ｎｍ。

４．２　插值误差

进一步增加迭代次数，发现迭代后恢复的波面

与实际波面之间的偏差并未进一步下降，相反其

ＲＭＳ值逐渐变大。这是因为在（２）式推导为（４）式

过程中，假设两次翻转后数据不变和旋转数据后，再
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逆旋转数据同样保持不变。对于离散数据，沿水平

（或竖直）方向连续翻转两次后，数据不变，因此不会

引入误差。但是对于数据旋转一个角度（５４°），按照

同样角度逆旋转一次后，必然存在插值误差。插值

误差在迭代过程中不断积累，最终在迭代结果中表

现出来，特别地，当迭代次数越多时，插值误差累积

越多。

因此为了抑制旋转和逆旋转引入的误差，在迭

代计算的步骤２中的公式增加一个旋转误差消除因

子，
［（犆ｎｅｗ）Φ］－Φ
狀＋２

－
犆ｎｅｗ
狀＋２

，则（５）式改变为

犃ｎｅｗ ＝犡－
犅＋犆＋犆Φ

３

犅ｎｅｗ ＝犢－
犃ｎｅｗ＋狀犆犉
狀＋１

犆ｎｅｗ ＝犣－
犃ｎｅｗ＋（犃ｎｅｗ）－Φ＋狀（犅ｎｅｗ）犉

狀＋２
＋
［（犆ｎｅｗ）Φ］－Φ
狀＋２

－
犆ｎｅｗ
狀＋

烅

烄

烆 ２

． （１２）

　　图６中给出了旋转误差因子引入前后，残差结

果分布。从图中可以明显看出改进前后关于波前

犠１ 的残差分别为０．１ｎｍ和０．０６ｎｍ。另外通过误

差函数（９）式计算总的最小残差，改进前后分别为

０．３７６ｎｍ和０．０９９ｎｍ。因此改进后的算法对旋转

引入的插值误差得到了极大的抑制。

图６ 改进前后１２８次迭代后的关于波前犠１ 的残差分布。（ａ）改进前；（ｂ）改进后

Ｆｉｇ．６ Ｒｅｓｉｄｕａｌｍａｐｏｆ犠１ａｆｔｅｒ１２８ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ．（ａ）Ｂｅｆｏｒｅｍｏｄｉｆｉｅｄ；（ｂ）ａｆｔｅｒｍｏｄｉｆｉｅｄ

４．３　原理性误差

为了分析该方法存在的原理性误差产生原因，

这里假设２＃平板后表面面形犆可以通过无穷多项

泽尼克多项式表示

犆（狉，θ）＝∑ 犿，狀犝
犿
狀（狉）［犆

犿
狀ｃｏｓ（犿θ）＋犆

－犿
狀 ｓｉｎ（犿θ）］， （１３）

那么翻转２＃平板后

犆犉（狉，θ）＝∑
犿，狀

犝犿
狀（狉）［珚犆

犿
狀ｃｏｓ犿（π－θ）＋珚犆

－犿
狀 ｓｉｎ犿（π－θ）］， （１４）

化解后（１４）式变为

犆犉（狉，θ）＝∑
犿，狀

犝犿
狀（狉）［犆

－犿
狀 ｓｉｎ（犿θ）－犆

犿
狀ｃｏｓ（犿θ）］， （１５）

同样对２＃平板旋转角度φ后

犆Φ（狉，θ）＝犆（狉，θ－φ）＝∑
犿，狀

犝犿
狀（狉）［珚犆

犿
狀ｃｏｓ（犿θ）＋珚犆

－犿
狀 ｓｉｎ（犿θ）］， （１６）

式中

珚犆犿狀 ＝犆
犿
狀ｃｏｓ（犿φ）－犆

－犿
狀 ｓｉｎ（犿φ）

珚犆－犿狀 ＝犆
－犿
狀 ｃｏｓ（犿φ）＋犆

犿
狀ｓｉｎ（犿φ

烅
烄

烆 ）
， （１７）
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当犿φ正好是１８０°的整数倍时，（１７）式可表示为

珚犆犿狀 ＝犆
犿
狀

珚犆－犿狀 ＝犆
－犿

烅
烄

烆 狀

． （１８）

　　因此，当犿φ正好是１８０°的整数倍时，旋转后的

面形分量与旋转前面形分量相等。显然该部分面形

分量无法通过迭代方法计算获得。为了获得更多的

该部分分量，可以通过增加旋转次数获得。同时为

了避免产生更多的１８０°的整数倍分量，旋转角度应

尽量避免旋转４５°、９０°等角度。

４．４　旋转（翻转）误差

迭代算法中假设翻转两次以及旋转一次再逆旋

转相同角度后数据不变，但是实际操作时必然存在旋

转角度误差或翻转后数据在水平方向存在平移误差。

为了降低旋转误差对迭代过程中多次旋转造成

的影响，实验中采用一个精密旋转控制台对待测元

件进行旋转，该精密旋转控制台角度旋转精度为

０．１°，因此为了估计旋转角度误差为０．１°对实验计

算结果的影响，分别对旋转角度为５４°和５４．１°进行迭

代计算，两次迭代收敛曲线如图８所示。当旋转角度

误差为０．１°时，误差收敛后最小残差为０．３１５ｎｍ，相

对无旋转误差时，残差增加了０．２１６ｎｍ。

同样为了减小翻转过程中造成的平移误差，实

验中在测量过程中设置了掩模板，保证４次测量使

用同一掩模板，从而保证了平移误差不大于１ｐｉｘｅｌ。

为了估计平移误差为１ｐｉｘｅｌ时，迭代算法中的翻转

对实验结果的影响，分别对无平移误差和平移误差

为１ｐｉｘｅｌ这两种情况进行迭代计算，平移１ｐｉｘｅｌ

后，误差收敛后最小残差为０．２７９２ｎｍ，相比无平移

误差增加０．１７９３ｎｍ。

同时加入旋转误差０．１°和平移误差１ｐｉｘｅｌ后，

迭代计算后，最小收敛误差为０．３７６３ｎｍ。

４．５　总的误差计算

插值误差和原理性误差可统一为最后的计算残

差，通过迭代计算公式的误差函数（９）式计算，改进

后的迭代算法最小残差为０．０９９ｎｍ，则插值误差和

原理性误差为０．０９９ｎｍ。同时考虑旋转误差和翻

转过程中造成的平移误差后，则插值误差、原理性误

差、旋转（翻转）误差可总共表示为σ３＝０．３７６３ｎｍ。

通过对上述测量进行详细分析，假设认为各部分

误差相互无关，则总的误差可通过（１９）式计算：

σ＝ σ
２
１＋σ

２
２＋σ槡

２
３ ＝

０．９３５２＋０．９９６
２
＋０．３７６槡

２
＝１．４１７ｎｍ，（１９）

则总的误差为１．４１７ｎｍ。

５　结　　论

提出一种用于两板互检的迭代算法，该方法与

泽尼克多项式拟合方法相比，具有计算速度快、同时

可以获得更多中高频面形分量等优势。与Ｖａｎｎｏｎｉ

提出的迭代算法相比，该方法通过４次测量步骤，通

过计算推导出每一个面形表达式，因此其迭代思想

具有根本的不同。同时由于该方法迭代过程中，每

一步都直接影响下一步面形迭代计算，因此迭代效

率更高。通过对实际的测试波面进行计算，证明了

该方法的有效性。并详细分析了方法中存在的两项

主要误差来源。该方法具备高精度、高效率等优点，

特别适合于大口径平板元件绝对检测。
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