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基于矩形的摄像机自标定几何方法
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摘要　基于矩形两组对边的消隐点特性和隐含的长宽比信息，提出了一种新的摄像机自标定几何方法。该方法仅

依据同一个矩形的两次或三次成像，即可在摄像机传感器特性已知或未知时标定摄像机内参数并辨识矩形长宽

比。利用空间中有限距离点与同一无穷远点的连线相互平行和完全四边形的调和分割特性，以及被多次成像的矩

形长宽比相同的特点，建立了摄像机内参数约束方程。通过建立与直线段成像相关的代价函数，提出了畸变参数

寻优与线性内参数标定相迭代的畸变校正方法，可获得与摄像机无畸变情况下相当的自标定精度。在确定矩形任

意两个顶点坐标的情况下，即可求解摄像机所有外参数。仿真实验表明，该标定算法收敛快速，对图像噪声不敏

感。实际图像实验表明，与传统平面靶标法相比，该方法不但减少了预知条件，而且提高了标定精度和效率。
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１　引　　言

摄像机模型确定了三维世界到二维图像的映射

关系，摄像机标定即为确定该模型中相关参数的过

程。标定方法按对标定所需参考物能提供的已知信

息分为靶标标定与自标定两类［１］。

靶标标定须利用参考点坐标精确已知的靶标，

１１１５００２１
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并根据其空间坐标与图像坐标的对应关系求内参

数。其中Ｔｓａｉ
［２］提出两步标定方法综合了线性内

参数的标定与摄像机畸变参数的非线性寻优，实现

了较高的标定精度，被广泛应用。

Ｆａｕｇｅｒａｓ和 Ｍａｙｂａｎｋ于１９９２年提出利用图像

自身信息的自标定方法［２－４］。目前，该方法可分为

三类［１］：利用绝对二次曲线的摄像机自标定方法［５］、

利用本质矩阵的自标定方法和基于主动视觉的自标

定方法。前两种方法须求解Ｋｒｕｐｐａ方程而导致标

定结果对噪声敏感；基于主动视觉的标定需要高精

度平台（如经纬仪）［６］，成本高且附加条件苛刻。

利用合作目标的标定方法，已被学者广泛研究。

主要采用规定形状［７－９］的目标或利用消隐线特

征［９－１１］完成自标定，也可通过求解未标定相机ｎ点

透视（ＰｎＰ）问题也能实现自标定
［１２］。由于消隐线或

消隐点广泛存在，相关方法的应用价值较高［１３］。

现有的利用消隐线或消隐点完成自标定的方

法，主要经圆环点求解基本矩阵后由Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解

以得到摄像机内参数矩阵［７，９，１４］。而文献［１０］提出

直接利用摄像机几何模型和正交消隐点特性的自标

定方法避免了Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解。文献［７］和［１０］均利

用正交平行线完成自标定，其中文献［７］要求四组正

交平行线（即两个矩形）在同一平面内。而文献［１０］

虽在标定时无需两组正交的平行线在同一平面内，

但至少需对两组正交平行线的三次和四次成像才能

分别满足摄像机三参数和四参数模型标定的最低要

求。另外，由文献［１５］可知，若仅仅利用一组平行线

段的多次成像，则需求解高次方程方可完成标定。

事实上，在实际自标定过程中，可针对一个矩形

获取多幅图像，其中就隐含了“被成像的矩形是相同

的”这一关键约束。所提方法利用了该约束中“矩形

长宽比相同”这一特性，只需根据一个矩形的两次和

三次成像即可分别标定相机的三参数和四参数模

型，同样达到了文献［１０］避免Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解的效

果。该方法减少了所须捕获图像的数量，同时能得

到该矩形的长宽比信息，实现了摄像机标定与外界

信息获取的同步，该信息还利于采用其他基于单应

矩阵的标定方法［１６］完成后续的视觉量测。进一步，

利用文献［１７］的代价函数，由ＮｅｌｄｅｒＭｅａｄ（ＮＭ）非

线性单纯型法［１８］可实现畸变校正，基本消除畸变对

线性参数标定精度的影响。另外，若预知该矩形两

个顶点的空间坐标时即可求解摄像机的全部外参数

（每次成像时摄像机所处的位置和姿态）。

２　摄像机模型

图１的摄像机模型描述了摄像机线性内外参数

和畸变。其中，有两个三维坐标系：世界坐标系

（犗ｗ狓ｗ狔ｗ狕ｗ）、摄像机坐标系（犗ｃ狓ｃ狔ｃ狕ｃ）；两个二维

坐标：图 像 坐 标 系 （犗ｕ狌狏）、虚 拟 成 像 坐 标 系

（犗ｎ狓ｎ狔ｎ）。空间中的点狆ｗ ＝ （狓ｗ，狔ｗ，狕ｗ，１）
Ｔ 对应

犗ｕ狌狏 中的狆ｕ＝（狌，狏，１）
Ｔ，犗ｃ狓ｃ狔ｃ狕ｃ中的狆ｃ＝（狓ｃ，

狔ｃ，犳，１）
Ｔ，和犗ｎ狓ｎ狔ｎ中的狆ｎ＝ （狓ｎ，狔ｎ，１）

Ｔ。

图１ 摄像机小孔几何模型

Ｆｉｇ．１ Ｇｅｏｍｅｔｒｙｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅｃａｍｅｒａ′ｓｐｉｎｈｏｌｅ

２．１　摄像机线性投影模型

根据摄像机针孔投影模型［１４］可得变换关系：

狊狆ｕ＝狊犃狆ｎ＝ ［ ］犃犐 ０狆ｃ＝犃 犚　［ ］犜狆ｗ，（１）

式中狊为齐次坐标的适应因子，犃和 犚　［ ］犜 分别为

摄像机的内参数和外参数。

犃＝

犳狓 γ 狌０

０ 犳狔 狏０

熿

燀

燄

燅０ ０ １

，　
犳狓 ＝犳／犱狓

犳狔 ＝犳／犱
烅
烄

烆 狔

， （２）

式中犱狓和犱狔分别为狌和狏方向上的像素间距，［狌０，

狏０］为犗ｕ的图像坐标。一般，感光单元为矩形，约定

γ＝０，同时，设犱狓，犱狔 间关系：

犱狔 ＝λ犱狓， （３）

当（３）式中的参数λ已知时可构成摄像机三参数模

型，否则将构成四参数模型［１９］。

虚拟成像下的坐标狆ｎ等价于在以焦距为犳ｎ 的

虚拟成像面上的像点，即：

狆ｎ／狋 ＝

狓ｎ

狔ｎ

熿

燀

燄

燅１

＝

犳ｎ／犳狓 ０ ０ ０

０ 犳ｎ／犳狔 ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １ １

狆ｕ，（４）

特别地，当犳ｎ＝１时，得到归一化坐标系（对应狆ｎ），

以便建立与摄像机非线性畸变相关的模型（第２．２

节）；犳ｎ ＝犳狓 时，可得到一个过渡成像坐标系

犗ｕ狌狏′，狏′＝λ狏，犱狓 ＝犱狔，即成像单元等效正方形，

以便推导自标定算法（第４节）。
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　　同时，由（１）式可引出无穷单应关系，即当狆ｗ

为无穷远点［狆ｗ＝（狓ｗ，狔ｗ，狕ｗ，０）
Ｔ］时可得：

狊狆ｕ＝犃 犚　［ ］犜 狓ｗ，狔ｗ，狕ｗ，［ ］０ Ｔ
＝犃犚 狓ｗ，狔ｗ，狕［ ］ｗ

Ｔ，

（５）

并记，无穷远单应矩阵：犎
!

＝犃犚。

２．２　摄像机非线性畸变模型

２．２．１　摄像机畸变校正模型

在虚拟成像坐标系犗ｎ狓ｎ狔ｎ（犳ｎ ＝１）中定义畸

变校正模型和参数［（６）式］。该模型将易于处理当

λ≠１时的情况，同时有利于采用非线性优化方法

求解畸变参数。

狌［］
狏
＝ １＋∑

狇

狋
ｄ＝１

犽狋
ｄ
狉２犻（ ）ｄｎ

（狌ｄ－狌０）

（狏ｄ－狏０
［ ］）＋

狌０

狏
［ ］
０

狉ｄｎ＝ 狓２ｄｎ＋狔
２

槡 ｄｎ

狓ｄｎ

狔
［ ］
ｄｎ

＝
犳狀／犳狓 ０

０ 犳狀／犳
［ ］

狔

（狌犱－狌０）

（狏犱－狏０
［ ］烅

烄

烆

烅

烄

烆 ）

，（６）

（６）式中，狆ｕ＝（狌，狏，１）
Ｔ 为畸变校正后的图像坐标，

狆ｄ＝（狌ｄ，狏ｄ，１）
Ｔ 为考虑畸变时的图像坐标。犽狋

ｄ
为

第狋ｄ阶径向畸变系数，一般取狇≤２。

２．２．２　摄像机畸变仿真模型

为实现对自标定算法中的畸变校正的验证，设

计与２．２．１节相对应的畸变仿真模型。求得图像点

（狌，狏）在虚拟成像坐标系中相对中心犗ｎ 的位置

（狓ｎ，狔ｎ）和距离狉ｎ：

狉２ｎ＝狓
２
ｎ＋狔

２
ｎ，　狉ｄｎ（０）＝狉ｎ

狓ｎ

狔
［ ］
ｎ

＝
犳ｎ／犳狓 ０

０ 犳ｎ／犳
［ ］

狔

狌－狌０

狏－狏
［ ］烅

烄

烆 ０

， （７）

以狉ｎｄ（０）为初值，迭代求解畸变后成像点在犗ｎ狓ｎ狔ｎ

与犗ｎ间的距离狉ｎｄ（犿），取犿＝１５。

狉ｎｄ（犻）＝狉ｎ １＋∑
狇

狋
ｄ＝１

犽狋
ｄ
狉
２狋
ｄ

ｎｄ（犻－１［ ］） －１
，　（犻＝１，２，…，犿），

（８）

由比例关系和（７）式得到畸变后的成像点：

狌ｄ

狏
［ ］
ｄ

＝
狉ｎｄ（犿）

狉ｎ

狌－狌０

狏－狏
［ ］

０

＋
狌０

狏
［ ］
０

， （９）

综合２．１节、２．２．２节，将摄像机成像过程简记为

狆ｕ＝犉ｉｍａｇｅ 犮ｕ，犳ｕ，［ ］犽 ，犚，［ ］犜 ，狆（ ）ｗ ， （１０）

式 中 犮ｕ ＝ 狌０　狏［ ］０
Ｔ，犳ｕ ＝ 犳狓，犳［ ］狔 ，犽 ＝

犽１，…，犽［ ］狇 。

３　标定原理

３．１　矩形成像的平面几何特性

矩形的四个顶点（犃、犅、犆、犇）成像后能对应

犗ｕ狌狏′中的（犃ｕ′，犅ｕ′，犆ｕ′，犇ｕ′），并构成图２所示的完

全四边形犃ｕ′，犅ｕ′，犆ｕ′，犇ｕ′犘犉ｖ犘犛ｖ。

图２ 矩形成像点几何关系

Ｆｉｇ．２ Ｇｅｏｍｅｔｒｙｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｒｅｃｔａｎｇｌｅｉｍａｇｅｐｏｉｎｔｓ

引理１：完全四边形调和分割特性（证明见文献

［２０］）

如图２，犃ｕ′犅ｕ′犆ｕ′犇ｕ′，犃ｕ′犅ｕ′与犆ｕ′犇ｕ′交于犘犉ｖ，

犃ｕ′犇ｕ′ 与犅ｕ′犆ｕ′ 交于犘犛ｖ，犃ｕ′犆ｕ′ 和犅ｕ′犇ｕ′ 分别与

犘犉ｖ犘犛ｖ交于犘犆犃ｖ和犘犅犇ｖ。则犘犉ｖ犘犛ｖ被犘犆犃ｖ和犘犅犇ｖ

调和分割，即：

犘犛ｖ犘犆犃ｖ
犘犛ｖ犘犅犇ｖ

＝
犘犉ｖ犘犆犃ｖ
犘犉ｖ犘犅犇ｖ

． （１１）

定理１：完全四边形中的反演点对

如图２，以犘犉ｖ犘犛ｖ为直径并以其中点犘犗ｖ 为圆

心的圆犗犘狅ｖ，则犘犆犃ｖ和犘犅犇ｖ关于犗犘狅ｖ互为反演点，

即：

犘犗ｖ犘犆犃ｖ·犘犗ｖ犘犅犇ｖ＝ （犘犗ｖ犘犉ｖ）
２， （１２）

证明：由（１１）式，并记：犚犘犗ｖ＝犘犗ｖ犘犉ｖ，可得：

犘犛ｖ犘犆犃ｖ·犘犉ｖ犘犅犇ｖ＝犘犉ｖ犘犆犃ｖ·犘犛ｖ犘犅犇ｖ

（犚犘犗ｖ＋犘犗ｖ犘犆犃ｖ）·（犘犗ｖ犘犅犇ｖ－犚犘犗ｖ）＝

　（犚犘犗ｖ－犘犗ｖ犘犆犃ｖ）·（犘犗ｖ犘犅犇ｖ＋犚犘犗ｖ）

犚
２
犘犗ｖ＝犘犗ｖ犘犆犃ｖ·犘犗ｖ犘犅犇ｖ． （１３）

３．２　单次成像的摄像机光心约束

由于在欧几里得空间中，若干有限距离点［设为

犘犉犻（犻＝１，…，犖）］与同一无穷远点（犘ｖ）的连线相

互平行［２１］，［犘犉犻犘ｖ‖犘犉犽犘ｖ　（犻≠犽）］。

因而，如图３可得：

犗ｃ犘犛ｖ‖犅犆，　犗ｃ犘犉ｖ‖犃犅

犗ｃ犘犆犃ｖ‖犆犃，　犗ｃ犘犅犇ｖ‖
烅
烄

烆 犅犇
． （１４）

　　对图３中通过光心与无穷远直线的平面上的信

息进行解算可以得到光心犗ｃ 所在的圆犆犗ｃ。由平

行线组之间保持夹角的性质可得：



∠犘犛ｖ犗ｃ犘犆犃ｖ＝ ∠犃犆犅 α

∠犘犛ｖ犗ｃ犘犅犇ｖ＝π－α

∠犘犛ｖ犗ｃ犘犉ｖ＝π／

烅

烄

烆 ２

． （１５）
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图３ 矩形成像与摄像机光心几何模型

Ｆｉｇ．３ Ｇｅｏｍｅｔｒｙｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅｒｅｃｔａｎｇｌｅｉｍａｇｅ

ａｎｄｃａｍｅｒａ′ｓｏｐｔｉｃａｌｃｅｎｔｅｒ

推论１：如图４，在圆犗犘犗ｖ 上取两点犘α１、犘α２ 满足

∠犘犛ｖ犘犗ｖ犘α１ ＝ ∠犘犛ｖ犘犗ｖ犘α２，则：

１）犘α１犘犆犃ｖ和犘α２犘犅犇ｖ必交于犗犘狅ｖ上；

２）当 ∠犘犛ｖ犘犗ｖ犘α２ ＝２α时，该交点犗ｃｐ 满足

（１５）式对犗ｃ的要求。

证明：

　（１２）式 Δ犘犗ｖ犘犅犇ｖ犘α１ ～Δ犘犗ｖ犘α１犘犆犃ｖ

　∠犘犗ｖ犘α１犘犅犇ｖ＝ ∠犘犗ｖ犘犆犃ｖ犘α１ β

　 设：犘α２犘犅犇ｖ交圆犗犘狅ｖ于点犗ｃ

　 由定理１，犘犆犃ｖ与犘犅犇ｖ关于圆犗犘狅ｖ反演

　犘犅犇ｖ犘犆犃ｖ·犘犅犇ｖ犘犗ｖ＝犘犅犇ｖ犗ｃｐ·犘犅犇ｖ犘α２

　∠犘犗ｖ犘α２犘犅犇ｖ＝ ∠犗ｃｐ犘犆犃ｖ犘犅犇ｖ＝β

　 则犘α１、犘犆犃ｖ、犗ｃｐ共线，故１）得证。

由圆周角定理，可得：

∠犘α１犗ｃｐ犘犛ｖ＝０．５∠犘α１犘犗ｖ犘犛ｖ＝α

∠犘α２犗ｃｐ犘犛ｖ＝０．５∠犘α２犘犗ｖ犘犛ｖ＝
烅
烄

烆 α

∠犘犅犇ｖ犗ｃｐ犘犛ｖ＝π－α

　　故犗ｃｐ满足（１５）式的要求。

由推论１知，如图４，作犗ｃ犆ｃ⊥犘犛ｖ犘犉ｖ，则光心

在以犆ｃ为圆心，犗ｃｐ犆ｃ为半径的圆犆犗ｃ上。

为便于描述，对第犻个成像约定下述变量：

（ａ）犚犕犻 ＝ 犘犗ｖ犘犉ｖ ；犔犕犻 ＝ｍｉｎ犘犗ｖ犘犆犃ｖ，犘犗ｖ犘犅犇（ ）ｖ ；

（ｂ）犘犗ｖ坐标（狌犗犻，狏犗犻），犱犗犻 ＝ 犘犗ｖ犆ｃ ；

（ｃ）向量犘犛ｖ犘犉ｖ在犗犻狌狏坐标中的方向角为：θ犻；

（ｄ）符号变量：

犛犔犻 ＝
１， 犘犉ｖ∈犘犃犆ｖ犘犅犇ｖ

－１， 犘犛ｖ∈犘犃犆ｖ犘犅犇
烅
烄

烆 ｖ

定理２：设被成像矩形犃犅犆犇，∠犃犆犅＝α，则成立：

犱犗犻 ＝
珚犆２α（犔

２
犕犻＋犚

２
犕犻）＋２犚犕犻犔犕犻

２珚犆２α犔犕犻＋犚犕犻＋犔
２
犕犻／犚犕犻

珚犆２α ＝犛犔犻犆２α，　犆２α ｃｏｓ（２α

烅

烄

烆 ）

， （１６）

图４ 摄像机光心与成像矩形长宽比间的约束

Ｆｉｇ．４ Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｃａｍｅｒａ′ｓｏｐｔｉｃａｌｃｅｎｔｅｒ

ａｎｄｔｈｅｉｍａｇｅｄｒｅｃｔａｎｇｌｅ′ｓｌｅｎｇｔｈｗｉｄｔｈｒａｔｉｏ

式中犆２α反映了矩形长宽比［４．３节（６６）式］

证明：

设：

Δ犔犕犻 ＝犚犕犻ｃｏｓ（２α）＝犚犕犻犆２α， （１７）

则：

犘α１犘犅犇ｖ
２
＝犚

２
犕犻－Δ犔

２
犕犻＋（Δ犔犕犻＋犔犕犻）

２
＝

２Δ犔犕犻犔犕犻＋犚
２
犕犻＋犔

２
犕犻， （１８）

由圆的割线定理，可得：

犓犜犻 
犗ｃｐ犘犅犇ｖ
犘α１犘犅犇ｖ

＝
犗ｃｐ犘犅犇ｖ·犘α１犘犅犇ｖ
犘α１犘犅犇ｖ

２ ＝

犔２犕犻－犚
２
犕犻

２Δ犔犕犻犔犕犻＋犚
２
犕犻＋犔

２
犕犻

， （１９）

最后，由相似比例关系，可得：

犱犗犻 ＝ （Δ犔犕犻＋犔犕犻）（１－犓犜犻）－Δ犔犕犻．（２０）

　　将（１７）式和（９）式代入（２０）式即得（１６）式

３．３　两次成像的摄像机光心约束

获取两幅成像且已知成像单元特性λ，根据两

幅成像中对应的犆２α 反映同一个矩形的特点，并根

据λ，可求得犆２α 和摄像机光心′犮ｕ（狌０，′狏０），进而完成

线性内参数标定。本节位置关系推导均在犗ｕ狌狏′上

进行。

由３．２节可知，摄像机光心犗ｃ 同时通过球面

犘犗ｖ犻，即两球面交线（圆犆１２）和由３．２节中犱犗犻 确定

的圆犆ｃ犻上。从而，犗ｃ位于三个空间圆［犆１２、犆ｃ犻（犻＝

１，２）］的交点上。

由于球面犘犗ｖ犻（犻＝１，２）的直径均在犗ｕ狌狏′平面

上，上述三个空间圆所在平面均垂直于犗ｕ狌狏′，而且

若三个圆相交则交点一定在犆１２ 上，因而可将上述

三个空间圆相交的立体问题等价为面犗ｕ狌狏′上三线

相交的问题。具体描述如下：

如图５，因两次成像对应同一个矩形，故：

∠犘犛ｖ１犗ｃｐ１犘犆犃ｖ１ ＝ ∠犘犛ｖ２犗ｃｐ２犘犆犃ｖ２ ＝α．（２１）
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徐　嵩等：　基于矩形的摄像机自标定几何方法

图５ 摄像机光心位置解算

Ｆｉｇ．５ Ｒｅｓｏｌｖｉｎｇｏｆｃａｍｅｒａ′ｓｏｐｔｉｃａｌｃｅｎｔｅｒ

　　由光心的唯一性，犾犆１，犾犆２，犾１２ 应满足三线共点

的特性，从而在求得犆２α 后，直接根据犾１２，犾犆１，犾犆２ 的

交点和球面犘犗ｖ犻（犻＝１，２）的交线可得光心的位置。

得到光心位置后依据坐标系犗ｕ狌狏和犗ｕ狌狏′间

的转换关系（狏′＝λ狏）求得犳ｕ，犮ｕ。

４　标定算法

第３节中重点描述了矩形成像、形状（长宽比）

和摄像机光心的关系，并基于此阐述求解摄像机线

性内参数的方法。本节将阐述具体标定算法，还将

基于第３节中得到的几何关系，推导λ未知时的标

定算法。同时，利用非线性优化方法，设计能兼顾特

征点优化估计的畸变校正算法。

４．１　摄像机线性内参数标定算法

首先，根据矩形犃犅犆犇 成像计算得到对应图像

的（狌犗犻，狏犗犻）和犚犕犻，犔犕犻，犛犔犻，θ犻。

设矩形犃犅犆犇 在第犻幅图下成像为一般的凸四

边形犃ｕ犻犅ｕ犻犆ｕ犻犇ｕ犻，继而由

珚犘犛ｖ犻 ＝犃ｕ犻犇ｕ犻×犅ｕ犻犆ｕ犻 ＝（犃ｕ犻×犇ｕ犻）×（犅ｕ犻×犆ｕ犻）

珚犘犉ｖ犻 ＝犃ｕ犻犅ｕ犻×犆ｕ犻犇ｕ犻 ＝（犃ｕ犻×犅ｕ犻）×（犆ｕ犻×犇ｕ犻）

珚犘犛ｖ犻珚犘犉ｖ犻 ＝珚犘犛ｖ犻×珚犘犉ｖ犻

珚犘犆犃ｖ犻 ＝珚犘犛ｖ犻珚犘犉ｖ犻×犃ｕ犻犆ｕ犻 ＝珚犘犛ｖ犻珚犘犉ｖ犻×（犃ｕ犻×犆ｕ犻）

珚犘犅犇ｖ犻 ＝珚犘犛ｖ犻珚犘犉ｖ犻×犅ｕ犻犇ｕ犻 ＝珚犘犛ｖ犻珚犘犉ｖ犻×（犅ｕ犻×犇ｕ犻

烅

烄

烆 ）

，

（２２）

得到各边延长线交点的齐次坐标后，即可计算（狌犗犻，

狏犗犻）和犚犕犻，犔犕犻，犛犔犻。将方向角θ犻表示为

θ犻～
ｓｉｎθ犻 ＝ ［犘犛ｖ犻（１）－犘犉ｖ犻（１）］／犘犛ｖ犻犘犉ｖ犻

ｃｏｓθ犻 ＝ ［犘犛ｖ犻（２）－犘犉ｖ犻（２）］／犘犛ｖ犻犘犉ｖ
烅
烄

烆 犻

，

（２３）

犘犛ｖ犻犘犉ｖ犻所在直线的方程在犗ｕ狌狏中可表示为

犾犇犻：
犫犻（狌－狌犗犻）－犪犻（狏－狏犗犻）＝０

犪犻＝ｃｏｓθ犻，　犫犻＝ｓｉｎθ
烅
烄

烆 犻

， （２４）

转换到犗ｕ狌狏′中后为［参考（３）式］

′犾犇犻：
犫犻（狌－狌犗犻）－犪犻λ

－１（狏′－′狏犗犻）＝０

′狏犗犻＝λ狏
烅
烄

烆 犗犻

，（２５）

则，在犗犻狌狏′中，与′犾犇犻垂直于（狌犗犻，′狏犗犻）的′犾犇⊥犻为

′犾犇犻：犪犻（狌－狌犗犻）＋犫犻λ（狏′－′狏犗犻）＝０， （２６）

再次转换到犗犻狌狏得犾犇⊥犻：

犾犇⊥犻：犪犻（狌－狌犗犻）＋犫犻λ
２（狏－狏犗犻）＝０． （２７）

　　根据（１６）式得到的犱犗犻，可在犗ｕ狌狏′中由犾犇⊥犻平

移得到图５中的犾犆犻：

犾犆犻：犪犻（狌－狌犗犻－犪犻犱犗犻）＋犫犻λ
２（狏－狏犗犻－犫犻犱犗犻）＝０，

（２８）

即：

犪犻狌＋犫犻狏Λ＋犮犗犻＋η犗ｄ犱犗犻 ＝０

Λ＝λ
２，　犮犗犻 ＝－犪犻狌犗犻－犫犻Λ狏犗犻

狏Λ ＝Λ狏，　η犗ｄ＝－（犪
２
犻 ＋犫

２
犻Λ

烅
烄

烆

烅

烄

烆 ）

． （２９）

　　其次，依据犗ｕ狌狏上成像，在过渡坐标系犗ｕ狌狏′

上，求解圆犘犗ｖ犻（犻＝１，２）的交线′犾１２。

将坐标系犗ｕ狌狏′中的圆犘犗ｖ犻（犻＝１，２）：

（狌－狌犗犻）
２
＋（狏′－′狏犗犻）

２
＝ （犪

２
犻 ＋λ

２犫２犻）犚
２
犻，

（３０）

转换到犗ｕ狌狏中为

（狌－狌犗犻）
２
＋λ

２（狏－狏犗犻）
２
＝ （犪

２
犻 ＋λ

２犫２犻）犚
２
犻．

（３１）

　　在犗ｕ狌狏中求解两圆犘犗ｖ犻（犻＝１，２）的交线：

２（狏犗犼－狏犗犻）λ
２狏＋λ

２ （狏２犗犻－犫
２
犻犚

２
犻）－（狏

２
犗犼－犫

２
犼犚

２
犼［ ］）＋

２（狌犗犼－狌犗犻）狌＋ （狌２犗犻－犪
２
犻犚

２
犻）－（狌

２
犗犼－犪

２
犼犚

２
犼［ ］）＝０，

（３２）

即：

η犝犻犼狌＋η犞犻犼狏Λ＋η犃犻犼＋η犅犻犼Λ ＝０

η犝犻犼 ＝２（狌犗犼－狌犗犻），　η犞犻犼 ＝２（狏犗犼－狏犗犻）

η犃犻犼 ＝ （狌
２
犗犻－犪

２
犻犚

２
犻）－（狌

２
犗犼－犪

２
犼犚

２
犼）

狏Λ ＝Λ狏，　η犅犻犼 ＝ （狏
２
犗犻－犫

２
犻犚

２
犻）－（狏

２
犗犼－犫

２
犼犚

２
犼

烅

烄

烆

烅

烄

烆 ）

．

（３３）

４．１．１　预知传感器单元特性的标定算法

当传感器单元参数λ已知时，通过两次成像即

可得到摄像机内参数。通过（２９）式和（３３）式（可设

犻＝１，２）联立构建关于狌，狏Λ 的方程组：

η犝犻犼 η犞犻犼 η犃犻犼＋η犅犻犼Λ

犪犻 犫犻 犮犗犻＋η犗犱犱犗犻

犪犼 犫犼 犮犗犼＋η犗犱犱犗

熿

燀

燄

燅犼

狌

狏Λ

熿

燀

燄

燅１

＝

熿

燀

燄

燅

０

０

０

． （３４）
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　　若犾犆犻，犾犆犼，犾犻犼 三线共点，则方程［（３４）式］有解。

也等价于系数矩阵Ψ的行列式值为０：

Ψ

η犝犻犼 η犞犻犼 η犃犻犼＋η犅犻犼Λ

犪犻 犫犻 犮犗犻＋η犗ｄ犱犗犻

犪犼 犫犼 犮犗犼＋η犗ｄ犱犗

熿

燀

燄

燅犼

，　 Ψ ＝０，

（３５）

令：

犈狌犻犼 ＝η犗ｄ
η犝犻犼 η犞犻犼

犪犼 犫犼
，　犈狏犻犼 ＝－η犗ｄ

η犝犻犼 η犞犻犼

犪犻 犫犻

犈ｃ犻犼 ＝

η犝犻犼 η犞犻犼 η犃犻犼＋η犅犻犼Λ

犪犻 犫犻 犮犗犻

犪犼 犫犼 犮犗

烅

烄

烆 犼

，

（３６）

得：

犈ｕ犻犼犱犗１＋犈ｖ犻犼犱犗２＋犈ｃ犻犼 ＝０， （３７）

将（１６）式简化为

犱犗犻 ＝ （犔犛ｑ犻珚犆２α＋犔犘ｒ犻）／（犔ｄ犻珚犆２α＋犔犇ｖ犻）

犔犛ｑ犻 ＝犔
２
犕犻＋犚

２
犕犻，　犔犘ｒ犻 ＝２犚犕犻犔犕犻

犔犇ｖ犻 ＝犚犕犻＋犔
２
犕犻／犚犕犻，　犔ｄ犻 ＝２犔

烅
烄

烆

烅

烄

烆 犕犻

． （３８）

　　将（３８）式代入（３７）式后经过通分处理可得（４０）式，由（４０）式中的一元二次方程可解得：

犆２α ＝
－η１犻犼± η

２
２犻犼－４η２犻犼η０犻槡 犼

２η２犻犼
， （３９）

η２犻犼犆
２
２α＋η１犻犼犆２α＋η０犻犼 ＝０

η２犻犼 ＝犛犔犻犛犔犼（犈ｕ犻犼犔ｄ犼犔犛ｑ犻＋犈ｖ犻犼犔ｄ犻犔犛ｑ犼＋犈ｃ犻犼犔ｄ犻犔ｄ犼）

η１犻犼 ＝犈ｕ犻犼 犛犔犻犔犛ｑ犻犔犇ｖ犼＋犛犔犼犚犕犻犔ｄ犻犔ｄ［ ］犼 ＋犈ｖ犻犼 犛犔犼犔犛ｑ犼犔犇ｖ犻＋犛犔犻犚犕犼犔ｄ犻犔ｄ［ ］犼 ＋犈ｃ犻犼 犛犔犻犔犇ｖ犻犔ｄ犼＋犛犔犼犔犇ｖ犼犔ｄ［ ］犻

η０犻犼 ＝犈ｕ犻犼犚犕犻犔ｄ犻犔犇ｖ犼＋犈ｖ犻犼犚犕犼犔ｄ犼犔犇ｖ犻＋犈ｃ犻犼犔犇ｖ犻犔犇ｖ

烅

烄

烆

烅

烄

烆 犼

，

（４０）

记：犆２α，τ，（τ＝１，２）为（３９）式中的两个解

将犆２α，τ代入（３８）式求得犱犗犻，τ并代入（３４）式后

求解得狌，狏Λ，即得图像中心（狌０，τ，狏Λ０，τ）：

狌０，τ

狏Λ０，
［ ］

τ

＝－（犎
Ｔ
犖犻犼犎犖犻犼）

－１犎Ｔ犖犻犼犢犖犻犼，τ，狏０，τ＝狏Λ０，τ／Λ

犎犖犻犼 ＝

η犝犻犼 η犞犻犼

犪犻 犫犻

犪犼 犫

熿

燀

燄

燅犼

，犢犖犻犼 ＝

η犃犻犼＋η犅犻犼Λ

犮犗犻＋η犗ｄ犱犗犻，τ

犮犗犼＋η犗ｄ犱犗犼，

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆 τ

，

（４１）

然后，选取在犾１２ 处于圆犘犗狏１，犘犗狏２ 内的（狌０，τ，狏Λ０，τ）

为正式解（τ＝１，２）。

最后，由坐标系犗ｕ狌狏′中两个球面的交线圆犆１２

即可确定焦距犳值：

犳
２
＝
１

狀∑
狀

犻＝１

（′犚２
犻 － ′犇２

犻）

′犚２
犻 ＝ （犪

２
犻 ＋Λ犫

２
犻）犚

２
犻

′犇２
犻 ＝ （狌犗犻－狌０）

２
＋（狏犗犻－′狏０）

烅
烄

烆

烅

烄

烆
２

， （４２）

在（４２）式中取狀＝２即可求得狌０，狏０，犳。

４．１．２　未知传感器单元特性的标定算法

当传感器单元参数λ未知时，可自由设定Λ并

代入４．１．１节的算法而得到一组标定值，这组标定

值满足两次成像的矩形相似。而由投影性质可知在

视线方向能按比例找到两个相同的矩形符合代入Λ

后的摄像机标定。因而，无法通过两次成像来完成

摄像机四参数标定，这里推导利用三次成像完成标

定的算法。

可先由交线（３７）式得到Λ与（狌０，狏Λ０）的关系

令：犎η＝ η犝犻［ ］犼
Ｔ
狀×１ η犞犻［ ］犼

Ｔ
狀［ ］×１ ，其中狀＝３，并由：

犎Ｔ

η犎η ＝
珔犺１１ 珔犺１２

珔犺１２ 珔犺
［ ］

２２

，

（犎Ｔ

η犎η）
－１
＝
－１
珔犺犇ｖ

珔犺２２ －珔犺１２

－珔犺１２ 珔犺
［ ］

１１

珔犺１１ ＝∑
犻≠犼
η
２
犝犻犼，珔犺１２ ＝∑

犻≠犼
η犝犻犼η犞犻犼

珔犺２２ ＝∑
犻≠犼
η
２
犞犻犼，珔犺犇ｖ＝珔犺

２
１２－珔犺１１珔犺

烅

烄

烆

烅

烄

烆

２２

， （４３）

得：

狌０

狏Λ
［ ］

０

＝－（犎
Ｔ

η犎η）
－１犎Ｔ

η

η犃犻犼＋η犅犻犼λ
２

［ ］
，（４４）

令：

１１１５００２６



徐　嵩等：　基于矩形的摄像机自标定几何方法

犎Ｔ

η

η犃犻犼＋η犅犻犼λ
２

［ ］
＝
犃ｕ＋犅ｕλ

２

犃ｖ＋犅ｖλ
［ ］２

犃ｕ＝∑η犝犻犼η犃犻犼，　犅ｕ＝∑η犝犻犼η犅犻犼

犃ｖ＝∑η犞犻犼η犃犻犼，　犅ｖ＝∑η犞犻犼η犅犻
烅

烄

烆

烅

烄

烆 犼

，（４５）

据此可计算得到：

狌０

狏Λ
［ ］

０

＝
犃犝 ＋犅犝λ

２

犃犞 ＋犅犞λ
［ ］２

犃犝 ＝ （珔犺２２犃ｕ－珔犺１２犃ｖ）／珔犺犇ｖ

犅犝 ＝ （珔犺２２犅ｕ－珔犺１２犅ｖ）／珔犺犇ｖ

犃犞 ＝ （珔犺１１犃ｖ－珔犺１２犃ｕ）／珔犺犇ｖ

犅犞 ＝ （珔犺１１犅ｖ－珔犺１２犅ｕ）／珔犺犇

烅

烄

烆

烅

烄

烆 ｖ

， （４６）

代入直线犾犆犻方程［（２９）式］可得：

犃Λ犻＋犅Λ犻Λ－（犪
２
犻 ＋Λ犫

２
犻）犱犗犻 ＝０

犃Λ犻 ＝犪犻犃犝 ＋犫犻犃犞 －犪犻狌犗犻

犅Λ犻 ＝犪犻犅犝 ＋犫犻犅犞 －犫犻狏

烅

烄

烆 犗犻

， （４７）

将（３８）式代入（４７）式并通分后可得：

ηα犻犆２α＋ηΛ犻Λ＋ηαΛ犻（犆２αΛ）＋ηαΛ０犻 ＝０

ηα犻 ＝犛犔犻（犃Λ犻犔ｄ犻－犪
２
犻犔犛ｑ犻）

ηΛ犻 ＝ （犅Λ犻犔犇ｖ犻－犫
２
犻犔犘ｒ犻）

ηαΛ犻 ＝犛犔犻（犅Λ犻犔ｄ犻－犫
２
犻犔犛ｑ犻）

ηαΛ０犻 ＝ （犃Λ犻犔犇ｖ犻－犪
２
犻犔犘ｒｉ

烅

烄

烆

烅

烄

烆 ）

，（４８）

三次成像在（４８）式中对应（犻＝１，２，３），且记：

犆Λ２α ＝Λ犆２α． （４９）

　　联立求解可得：犆２α（０）和Λ（０），犆Λ２α（０）；但当图像

成像有噪声或畸变时，所得线性方程的解并不满足

（４９）式的约束，即：犆Λ２α（０）≠Λ（０）犆２α（０）。因而，本节采

用非线性最小二乘算法（ＮＬＳ），以犆２α（０），Λ（０）为初

值寻优得解：

ｍｉｎ
犆
２α
，Λ ∑

３

犻＝１

（ηα犻犆２α＋ηΛ犻Λ＋ηαΛ犻犆２αΛ＋ηαΛ０犻）｛ ｝２ ．

（５０）

　　进一步由（４６）式可得到（狌０，狏０）

狌０

狏
［ ］
０

＝
犃犝 ＋犅犝Λ

犃犞／Λ＋犅
［ ］

犞

． （５１）

　　最后，设（４２）式中的参数狀＝３即可求得摄像

机焦距犳，至此完成对狌０，狏０，犳，λ的标定。这里也可

等价地将犳，λ表示为：犳狓 ＝犳；犳狔 ＝λ
－１
犳。

４．２　畸变参数标定与成像特征点优化估计

４．２．１　摄像机畸变参数标定方法

摄像机成像畸变将引入线性内参数自标定偏

差，由于采用了矩形（或正交平行线组）作为自标定

的参照物。因而，当畸变较大且λ已知时，可以采用

文献［１７］对目标矩形成像进行校正。

当畸变较小且λ未知时，可先完成线性内参数

的自标定，而后基于文献［１７］中的３．３．２节提出的

关于图像中心和畸变参数的局部非线性优化方法，

针对所提出的分段求和指标［（５２）式］，完成畸变校

正参数求解［其中，函数犉犻采用（６）式的畸变校正模

型，而非文献［１７］的畸变模型］。

犉犇（犮犗（狋－１），犳犮（狋－１），犽犛（狋－１））＝∑
犖

犻＝１

犉犻［犮犗（狋－１），犳犮（狋－１），犽犛（狋－１）］

犽犛
Ｏｐｔ
（狋）＝ｍｉｎ

犽犛

犉犇［犮犗（狋－１），犳犮（狋－１），犽犛（狋－１）｛ ｝
烅

烄

烆
］

犽犛（狋－１）＝ 犽１，…，犽［ ］犿 （狋－１），　犳ｃ（狋）＝ 犳狓（狋）　犳狓（狋［ ］） Ｔ

犽犛
Ｏｐｔ
（狋－１）＝ 犽Ｏｐｔ１，…，犽Ｏｐｔ［ ］犿 （狋－１），　犮犗（狋）＝ 狌０（狋）　狏０（狋［ ］）

烅
烄

烆

烅

烄

烆
Ｔ

． （５２）

　　结合本文的自标定算法，通过第狋－１次线性标

定结果犮犗（狋－１）、犳犮（狋－１）寻优得到畸变参数犽犛Ｏｐｔ（狋）。

４．２．２　成像特征点优化估计

完成第狋次非线性优化的畸变校正后（当狋＝０

时不做畸变校正，犽犛
Ｏｐｔ
（０）＝犽犛（０）＝０），对第犻个矩形

的第犼条（１≤犼≤４）边的第κ段（１≤κ≤犖）成像

也进行拟合得直线：珋犾犚犻犔犼κ（狋）［（５３）式］。则，（２２）式中

顶点犃ｕ犻犅ｕ犻犆ｕ犻犇ｕ犻可采用优化估计值［（５４）式］。

珋犾犚犻犔犼κ（狋）＝ 珔犪犚犻犔犼κ（狋）
珔犫犚犻犔犼κ（狋）

珋犮犚犻犔犼κ（狋［ ］） Ｔ

＝
珔犪犚犻犔犼κ（狋）狓＋

珔犫犚犻犔犼κ（狋）狔＋
珋犮犚犻犔犼κ（狋）＝０

珔犪２犚犻犔犼κ（狋）＋
珔犫２犚犻犔犼κ（狋）＝

烅
烄

烆 １
， （５３）

珚犘犚犻犔犼１犔犼２
（狋）＝珋犾犚犻犔犼１犖

（狋）×珋犾犚犻犔犼２１
（狋）

犼２ ＝犼１＋１ｏｒ犼１ ＝犼２＋
烅
烄

烆 ３

犃ｕ犻（狋）珚犘犚犻犔４犔１（狋），犅ｕ犻（狋）
珚犘犚犻犔１犔２（狋）

犆ｕ犻（狋）珚犘犚犻犔２犔３（狋），犇ｕ犻（狋）
珚犘犚犻犔３犔４（狋

烅
烄

烆

烅

烄

烆
）

．（５４）
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　　 从而完成线性内参数自标定（４．１节）得到第狋

次迭代的标定结果犮犗（狋）、犳ｃ（狋）。当满足（５５）式时停止

迭代（ξ，ΔＰｓｔ＞０为待设参数），得标定结果。

‖犮犗（狋－１）－犮犗（狋）‖＋‖犳ｃ（狋－１）－犳ｃ（狋）（ ）‖
‖犮犗（狋）‖＋‖犳犮（狋）‖

＋

‖犽犛
Ｏｐｔ
（狋－１）－犽犛Ｏｐｔ（狋）‖

‖犽犛
Ｏｐｔ
（狋）‖＋ΔＰｓｔ

＜ξ， （５５）

对于４．２．１节和４．２．２节中的算法均取犖＝４。

文献［１０］中的畸变校正算法仅利用光心和正交

消隐点的连线在几何上的正交关系，需要不少于５

幅成像，并利用ＮＭ非线性优化方法实现畸变参数

求解。但其难以同步实现对自标定参考特征点的优

化估计，增大了标定误差。同时，文献［１０］提供的畸

变标定仿真结果也体现了其求解不稳定的问题。

４．３　摄像机外参数与矩形长宽比的求解

如图６，按矩形犃犅犆犇设定坐标系犗ｒ狓ｒ狔ｒ狕ｒ。延

狓ｒ狔ｒ坐标轴正负方向的消隐点分别记为犡ｕ，犢ｕ 和

犡ｕ－，犢ｕ－（实际中仅出现其一）。

图６ 摄像机外参数求解模型

Ｆｉｇ．６ Ｍｏｄｅｌｏｆｒｅｓｏｌｖｉｎｇｅｘｔｅｒｎａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

这四个点分别对应犗ｒ狓ｒ狔ｒ狕ｒ下的齐次坐标：

犡ｕ→ １，０，０，［ ］０ ，　犢ｕ→ ０，１，０，［ ］０

犡ｕ－ → －１，０，０，［ ］０ ，　犢ｕ－ → ０，－１，０，［ ］０ ，（５６）

在由（５）式描述的无穷单应关系，可得：

狊犻狆ｕ犻 ＝犎!狆ｗ犻 ＝犃犚狆ｗ犻， （５７）

在求得摄像机内参数犃后可得：

狊犻犃
－１
狆ｕ犻 ＝ 狉１，狉２，狉［ ］３ 狆ｗ犻， （５８）

由消隐点位置关系选择（５６）式中坐标点，可得：

狉１ ＝ （－）狊１犃
－１犡ｕ（－）（ａ）

狉２ ＝ （－）狊２犃
－１犢ｕ（－）（ｂ

烅
烄

烆 ）
狉３ ＝狉１×狉２（ｃ），

（５９）

（５８）、（５９）式均满足：｜｜狉１｜｜２＝｜｜狉２｜｜２＝１。

因受噪声影响，需要对狉１、狉２ 进行调整：

ｍｉｎ
犚
‖犚


１～２－犚１～２‖

２
犉，犚１～２ ＝ 狉１，狉［ ］２

狊狋．（犚１～２）
Ｔ犚１～２ ＝犐

烅
烄

烆 ２

，（６０）

根据文献［１６］、［２２］，通过奇异值分解求犚１～２。

犚１～２ ＝犝犇犞
Ｔ
犚


１～２ ＝犝犞

Ｔ， （６１）

再通过（５９）式ｃ求取完整的犚。然后，根据犚和

空间中两个点的坐标即可求得犜：

狊犃－１
狆ｕ＝ 犚，［ ］犜 狆

Ｔ
ｎｈ犻，［ ］１ Ｔ

犜＝狊犃
－１
狆ｕ犻－犚


狆ｎｈ犻 ＝狊狆ｃ犻－犚


狆ｎｈ犻，（６２）

（６２）式中，取犘Ｔｎｈ犻为犗ｒ时：

犜＝狊 狌犅／犳狓，λ狏犅／犳狓，［ ］１ Ｔ， （６３）

通过另一点坐标，可由（１）、（２）式解出狊，进而解出

犜，也可以采用下述线性方程优化求解：

犎ｕ犻 犜
Ｔ，狊１，…，狊［ ］犿

Ｔ
＝犚


狆ｎｈ犻

犎ｕ犻 ＝ 犐３，犗３×（犻－１），犃
－１
狆ｕ［ ］

烅
烄

烆 犻

， （６４）

则利用矩形平面内犿犘 个独立点（犿犘≥２）的空间坐

标和图像坐标可得（取犃、犅两点）：

犜Ｔ，狊１，…，狊犿［ ］
犘

Ｔ
＝ （犎

Ｔ
ｕ犎ｕ）

－１犎Ｔ
ｕ犢ｒ

犎ｕ＝ 犎Ｔ
ｕ１，犎

Ｔ
ｕ２，…，犎

Ｔ
ｕ犿［ ］
犘

Ｔ

犢ｒ＝ 犚狆ｎｈ１，…，犚

狆ｎｈ犿［ ］

犘

烅
烄

烆

烅

烄

烆
Ｔ

，（６５）

根据（４０）、（４９）式得犆２α，可计算矩形长宽比：

μＲｅｃｔ＝ （１－犆２α）／ １－犆
２
２槡 α． （６６）

５　仿真实验与分析

５．１　无噪声情况下的算法收敛性仿真验证

如４．２．１节所述，所提算法在解决畸变标定时

采用迭代方法，这里验证无噪声时的收敛性。

５．１．１　已知成像单元特性λ＝１时的收敛性验证

设定相机传感器尺寸为８００ｐｉｘｅｌ×６００ｐｉｘｅｌ，

光心为（狌０，狏０），焦距为犳狓，狔 ＝犳狓 ＝犳狔，以及矩形顶

点坐标值和摄像机平移犜犻，和摄像机依次绕（狕，狔，

狓）旋转角度（φ犼，ψ犼，α犼）：

犃（－４，３，０），犅（－４，－３，０），犆（４，－３，０），犇（４，３，０）

犮犗 ＝ ４５０　［ ］３２０ Ｔ，犳犗 ＝ ６００　［ ］６００ Ｔ，犽Ｓ＝ ０．２５　０．［ ］０４ Ｔ

φ１ ＝１０５°，ψ１ ＝３５°，α１ ＝－４５°，犜１ ＝ （０，０．２５，１０）

φ２ ＝６５°，ψ２ ＝－３５°，α２ ＝４０°，犜２ ＝ （０，－１，９

烅

烄

烆 ）
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记：

Φ犻 φ犻，ψ犻，α［ ］犻 ，　犜犻 狓犻，狔犻，狕［ ］犻 ，　（犻＝１，２）．

（６７）

　　两次成像如图７所示（每边取５０１个采样点经

畸变成像得到）。

图７ 对矩形两次成像的图形

Ｆｉｇ．７ Ｔｗｉｃｅｉｍａｇｉｎｇｆｏｒａｒｅｃｔａｎｇｌｅ

由４．２．１中方法经１５次迭代，得标定结果：

狌０（１５）＝４５０．０００８２７

狏０（１５）＝３１９．９９９１２４

犳狓，狔（１５）＝６００．

烅

烄

烆 ０００１２８

，　
犽１（１５）＝０．２４９９９８３２２

犽２（１５）＝０．
烅
烄

烆 ０４０００６４６９
，

（６８）

定义完成第狋次迭代后的标定偏差：

Δ犿犮犗（狋）＝ ‖犮犗（犻）－犮犗‖，Δ犿犳ｃ（狋）＝ ‖犳ｃ（狋）－犳犗‖

Δ犿犽犛（狋）＝ ‖犽犛（犻）－犽犛‖，犮犗，犳犗，犽犛
烅
烄

烆 ａｒｅｒｅａｌｖａｌｕｅｓ
，

（６９）

前１５次迭代结果按（６９）式计算偏差后，得图８，从

而可知该迭代算法按指数收敛。

图８ 对矩形两次成像的标定仿真的收敛过程

Ｆｉｇ．８ Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｐｒｏｇｒｅｓｓｏｆｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

ｆｏｒｔｗｉｃｅｉｍａｇｉｎｇｆｏｒａｒｅｃｔａｎｇｌｅ

５．１．２　成像单元特性λ未知时的收敛性验证

保留５．１．１中的矩形坐标，将摄像机参数设定

为

犮犗 ＝ ４３５　［ ］３１０ Ｔ，犳犗 ＝ ６００　［ ］５００ Ｔ，犽犛 ＝ ０．２　０．［ ］０４

φ１ ＝１００°，ψ１ ＝４０°，α１ ＝３５°，犜１ ＝ （０，－０．５，９）

φ２ ＝－６５°，ψ２ ＝４０°，α２ ＝－３０°，犜２ ＝ （０，０，９．５）

φ３ ＝－１６０°，ψ３ ＝－４５°，α３ ＝２５°，犜２ ＝ （－１．２５，－０．５，８．５）

Φ犻 φ犻，ψ犻，α［ ］犻 ，犜犻 狓犻，狔犻，狕［ ］犻 ，（犻＝１，２，３

烅

烄

烆 ）

， （７０）

　　可得到相关成像（图９）。

由４．２．１中方法经１５次迭代，得标定结果：

图９ 对矩形三次成像的图形

Ｆｉｇ．９ Ｔｒｉｐｌｅｉｍａｇｉｎｇｆｏｒａｒｅｃｔａｎｇｌｅ

狌０（１５）＝４３５．００００１８， 狏０（１５）＝３０９．９９９８２９

犳狓（１５）＝６００．００００２９， 犳狔（１５）＝４９９．９９９９８８

犽１（１５）＝０．１９９９９８８９， 犽２（１５）＝０．

烅

烄

烆 ０４０００２５２８

，

（７１）

图１０ 对矩形三次成像的标定仿真的收敛过程

Ｆｉｇ．１０ Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｐｒｏｇｒｅｓｓｏｆｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ

ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｆｏｒｔｒｉｐｌｅｉｍａｇｉｎｇｆｏｒａｒｅｃｔａｎｇｌｅ
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前１５次迭代结果（狋≤１５）按（６９）式计算偏差后，得

图１０，从而可知该迭代算法按指数收敛。

根据犖犕 ＝１００次实验结果，采用均方偏差珔狏犕

度量（ＭＳＤ）参数误差［（７２）式］，其中狏ｔｅｓｔ犻为待标定

参数的第犻次实验值，狏ｒｅａｌ为待标定参数的真实值，

犖Ｔ 为 ＭＣ实验次数）。

珔狏犕 ＝ ∑

犖犕

犽犜＝１

（狏ｔｅｓｔ犽犜 －狏ｒｅａｌ）］［ ２ 犖
槡

犕． （７２）

５．２　有噪声情况下的标定精度分析

５．２．１　已知成像单元特性λ＝１时的标定精度

１）不考虑成像畸变的仿真验证

矩形犃犅犆犇和摄像机姿态及线性内参数的设

置同５．１．１节，畸变参数设定为犽犛＝［０，０］。仿真

结果见图１１，其 ＭＳＤ结果随噪声水平线性增长，并

且即使当噪声水平为±３ｐｉｘｅｌ时，也能获得良好的

标定精度。

图１１ 无畸变情况下，已知成像单元特性λ＝１时的标定仿真结果

Ｆｉｇ．１１ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ，ｗｉｔｈｏｕｔｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ，ｋｎｏｗｉｎｇｉｍａｇｉｎｇｃｅｌｌｃｈａｒａｃｔｅｒλ＝１

图１２ 有畸变情况下，已知成像单元特性λ＝１时的标定仿真结果

Ｆｉｇ．１２ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ，ｗｉｔｈｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ，ｋｎｏｗｉｎｇｉｍａｇｉｎｇｃｅｌｌｃｈａｒａｃｔｅｒλ＝１

　　由于采样点提取中一般采用子像素级的估计方

法，因而噪声水平应不高于±０．５ｐｉｘｅｌ。这里为说

明标定结果对噪声不敏感，采用±３ｐｉｘｅｌ。

２）考虑成像畸变的仿真验证
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矩形犃犅犆犇和摄像机姿态及线性内参数的设

置同５．１．１节，畸变参数设定为犽犛＝［０．２５，０．１］。

仿真结果见图１２，其 ＭＳＤ值同样随噪声水平

线性增长，并当噪声水平为±３ｐｉｘｅｌ时，也能获得

良好的标定精度。由于二阶畸变受噪声影响明显，

因而其 ＭＳＤ值较大。但对比图１１和图１２可见考

虑畸变时，其余参数的标定偏差并未显著增加。

当λ未知时的仿真同样表明，对标定结果的仿

真误差（ＭＳＤ）同样符合随噪声水平的提升而线性

增长的特点，且 ＭＳＤ的数值与图１２中的近似。由

于考虑篇幅限制且６．２节中对λ未知时的情况进行

了实物实验，并与张正友平面标定方法［１６］进行了详

细对比，因而这里不再详述当λ未知时的仿真结果。

５．２．２　噪声对矩形长宽比估计的影响

所提算法的特点除体现在减少成像次数（降低

求解条件）外，能在标定相内外参数的同时确定参照

物的形状信息［矩形长宽比μＲｅｃｔ，（６６）式］。

μＲｅｃｔ的准确值为０．７５，由图１３可见在噪声水平

±３ｐｉｘｅｌ内辨识偏差随噪声线性增长，且当电荷耦

合器件（ＣＣＤ）特征未知时采用三次成像得到的结果

精度更高，所提畸变校正算法使辨识精度不受畸变

影响。

图１３ 对矩形长宽比辨识的仿真结果

Ｆｉｇ．１３ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｉｄｅｎｔｉｆｙｉｎｇｔｈｅｒｅｃｔａｎｇｌｅ′ｓｗｉｄｅｅｎｇｔｈｒａｔｅ

５．２．３　噪声对畸变标定迭代次数的影响

在５．１中分析了考虑畸变校正情况下通过迭代

方法求解畸变时的标定算法收敛性。

在５．２．１和对λ未知时标定算法的仿真中，为

控制迭代次数设置了迭代截止参数［对应（５５）式中

的ξ，ΔＰｓｔ）：ξ＝１×１０
－３，ΔＰｓｔ＝１。

图１４ 考虑畸变校正时，自标定算法的平均迭代次数

Ｆｉｇ．１４ Ｍｅａｎｉｔｅｒａｔｉｏｎｔｉｍｅｓｏｆｓｅｌｆｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ｗｉｔｈｉｎｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ

在传感器特性λ是否已知情况下所需平均迭代

次数如图１４所示。两种情况下标定所需迭代次数

相当，这也表明两种情况下的标定效率相当。没有

出现文献［１０］中的不稳定现象。

６　实际图像实验与分析

６．１　标定实验条件

采用微视公司的 ＭＶＣＩＩ３ＭＳ００相机（分辨率

设定为１０２４ｐｉｘｅｌ×７６８ｐｉｘｅｌ）和Ｃｏｍｐｕｔａｒ公司的

Ｔ２Ｚ３５１４ＣＳ２镜头（焦距：３．５～８．０ｍｍ）。对液晶

屏上靶标进行实验（锁定焦距、光圈和对焦）。本实

验所涉及的靶标如图１５所示。

图１５ 实际图像实验的靶标

Ｆｉｇ．１５ Ｍａｒｋｅｒｐｉｃｔｕｒｅｆｏｒｔｈｅｒｅａｌｉｍａｇｅｔｅｓｔ

图１５中标注了本实验的目标矩形（犃犅犆犇 内

边缘矩形）。规定了世界坐标系（狓ｗ狔ｗ狕ｗ），并在尺
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度因子（κ）的意义下规定了坐标值：

犃（２．５，１３．５），犅（１７．５，１３．５）

犆（１７．５，２．５），犇（２．５，２．５｛ ）
． （７３）

　　图１５中的棋盘格用于进行重投影验证，所采用

的特征点集Ψｖｌｄ［（狓ｗ狔ｗ狕ｗ）中］为

Ψｖｌｄ＝

犻κ

犼κ

熿

燀

燄

燅０

犻＝１，２，…，｛ ｝１９  犼＝１，｛ ｝１５

犻＝１，｛ ｝１９  犼＝２，３，…，｛ ｝１４

犻＝３．５，４．５，…，１６．｛ ｝５ 

犼＝３．５，４．５，…，１２．｛ ｝

烅

烄

烆

烅

烄

烆

烍

烌

烎５

．

（７４）

６．２　假设未知成像单元特性时的标定实验

为验证ＣＣＤ特性λ未知时的情况（由于λ已知

时，算法更为简单，为节省篇幅本文仅针对λ未知的

情形完成验证），如图１６，完成三次成像，并提取

犃犅犆犇上的特征点
［２３］。用所提算法（４．１．２，４．２，４．

３节）经１５次迭代（３．７６ｓ）即可完成标定。对（７４）

式中的点进行重投影可得图１７。内外参数的标定

结果见表１。

图１６ 特征目标成像及矩形边缘提取

Ｆｉｇ．１６ Ｉｍａｇｉｎｇｏｆｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｔａｒｇｅｔａｎｄｅｘｔｒａｃｔｉｎｇｏｆｔｈｅｒｅｃｔａｎｇｌｅ′ｓｅｄｇｅｓ

表１ 摄像机参数标定与重投影结果

Ｔａｂｌｅ１ Ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｏｆｃａｍｅｒａｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｎｄｒｅｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ

Ｓｎ． Ｐｒ． Ｐｒｏｐｏｓｅｄｍｅｔｈｏｄ Ｚｈａｎｇ′ｓｍｅｔｈｏｄｉｎＲｅｆ．［１６］

Ｉｎｔｒｉｎｓｉｃ

Ｉｍａｇｅ１

Ｉｍａｇｅ２

Ｉｍａｇｅ３

犮ｕ ７０８．２４６８ ５３２．［ ］１９２２ Ｔ ６６４．９３７３ ４４１．［ ］５３１６ Ｔ

犳ｕ ２１２９．３８８ ２１２７．［ ］９５４ Ｔ ２１１２．６４９ ２１１０．［ ］６５９ Ｔ

犽 ０．３７７４４５ ０．［ ］１６１４１２ Ｔ ０．２５６３８２ １．［ ］３８６０３３ Ｔ

犚

０．９８３４ ０．００９７ －０．１８１２

－０．０２６７ －０．９７９９ －０．１９７９

－０．１７９４ ０．１９９４ －０．

熿

燀

燄

燅９６３３

０．９８００ ０．０１３６ －０．１９８４

－０．０３４５ －０．９７０９ －０．２３７１

－０．１９５８ ０．２３９２ －０．

熿

燀

燄

燅９５１０

犜 －１１．０４５ ５．８４０４ ４９．［ ］２６３ Ｔ －１０．０３１ ７．９５８４ ４８．［ ］８３１ Ｔ

犲狉狆 １１５．４７６８０１４ １３０．６９６０４７４１

犚

０．７７１８ －０．１８０３ ０．６０９８

－０．０３１０ －０．９６８５ －０．２４７２

０．６３５２ ０．１７１９ －０．

熿

燀

燄

燅７５３０

０．７８４２ －０．１７６４ ０．５９４９

－０．００５６ －０．９６０７ －０．２７７４

０．６２０５ ０．２１４２ －０．

熿

燀

燄

燅７５４４

犜 －８．８０１１ ７．１６４８ ３５．［ ］６４５ Ｔ －８．０６４９ ８．７１３７ ３５．［ ］２２５ Ｔ

犲狉狆 ８７．４５４６６７１５ １１１．１１５９０７２２

犚

０．８５６８ ０．０１４９ ０．５１５４

－０．１５４８ －０．９４６１ ０．２８４６

０．４９１８ －０．３２３６ －０．

熿

燀

燄

燅８０８３

０．８６７５ ０．００７９ ０．４９７４

－０．１３４２ －０．９５９１ ０．２４９３

０．４７９１ －０．２８３０ －０．

熿

燀

燄

燅８３０９

犜 －９．３５５４ ８．１８５０ ４１．［ ］６３２ Ｔ －８．５０１０ ９．９７０６ ４１．［ ］１９１ Ｔ

犲狉狆 ６４．３９５２５７５０ １１７．９０１３１３１０

　　表１中的重投影指标为

犲狉狆 犮ｕ，犳ｕ，［ ］犽 ，犚犻，犜［ ］犻 ，Ψ（ ）ｖｌｄ ＝ ∑
狆ｗ∈Ψｖｌｄ

‖犉Ｉｍａｇｅｉ 犮ｕ，犳ｕ，［ ］犽 ，犚犻，犜［ ］犻 ，狆（ ）ｗ －犉犇ｃ犻（狆狑）‖２， （７５）

式中犻对应图１６中的ｉｍａｇｅ犻，犉犇ｃ犻（狆ｗ）表示通过

Ｈａｒｒｉｓ角点检测方法得到的狆ｗ 的成像点。由于Ψｖｌｄ

中共有２０４个点，所提方法的平均重投影误差均小

于０．６ｐｉｘｅｌ；求解得λ＝１．０００６７（厂家提供的参数

１１１５００２１２



徐　嵩等：　基于矩形的摄像机自标定几何方法

图１７ 特征目标成像及特征点重投影验证

Ｆｉｇ．１７ Ｉｍａｇｉｎｇｏｆｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｔａｒｇｅｔａｎｄｖａｌｉｄａｔｉｎｇｂｙｒｅｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓｏｆｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｐｏｉｎｔｓ

λ＝１），μＲｅｃｔ＝１．３６３９８（图１５中对应μＲｅｃｔ＝１５／１１＝

１．３６３６４），从而验证算法准确性。

同时，根据Ψｖｌｄ和犉犇犮（狆ｗ），狆ｗ∈Ψｖｌｄ，采用张正

友的平面靶标标定法［１６］，所得数据见表１。

对比可知，所提方法在未利用Ψｖｌｄ中成像点的

情况下所得到的重投影误差［（７５）式］仍能小于文献

［１６］标定后的重投影误差。

另外，如文献［１６］所述，平面靶标标定法在处理

畸变标定时，收敛速度慢，进行１０次迭代后，按文献

［１６］优化全参数指标函数：

ｍｉｎ
犮
ｕ
，犳ｕ
，犽，犚

犼
，犜
犼
，（犼＝１，２，３）∑

３

犻

犲狉狆 犮ｕ，犳ｕ，［ ］犽 ，犚犻，犜［ ］犻 ，Ψ（ ）ｖｌｄ ，

（７６）

利用ＮＭ 非线性优化方法寻优，共耗时２５．４５ｓ才

能得到表１中的标定结果，明显多于所提算法所需

的３．７６ｓ。

７　结　　论

提出的摄像机自标定方法，不但利用了正交消

隐点在摄像机成像模型中的几何特性，还充分利用

了作为标定参照物的矩形的长宽比在多次成像中固

定不变这一隐含特性。因而，该方法仅利用单个矩

阵的两次和三次成像信息即可分别完成摄像机的三

参数和四参数模型的标定，并得到矩形长宽比信息。

同时，在预知矩形两个顶点的空间和图像信息的基

础上即可求解摄像机在每次拍摄时的全部外参数

（六自由度）。当摄像机存在畸变时，通过所设计的

等价平面上的畸变校正模型并利用基于非线性优化

的畸变校正参数寻优方法，该算法能在标定畸变校

正参数的同时，对矩形顶点进行优化估计，提高了自

标定精度。

仿真表明所提算法对摄像机线性内外参数和畸

变的标定结果对噪声干扰不敏感，适合于高精度标

定。而且，利用所提的迭代畸变校正方法可基本消

除畸变对自标定精度的影响。实际图像实验表明所

提算法相对传统平面靶标标定法，在减少了预知条

件且不增加成像数的情况下，提高了标定精度和效

率

另外，所采用的将立体解算问题转化为相应平

面问题的方法，以及利用参照物多次成像但其自身

形状不变（或形状相似）等隐含信息的思路，可为研

究其他与摄像机自标定相关的视觉测量问题所借

鉴。
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