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基于共线向量的非量测镜头畸变校正
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摘要　针对传统摄像机标定算法中摄像机内外参数与镜头畸变之间存在耦合，提出了一种将镜头畸变从摄像机参

数中分离出来单独求解的算法。算法基于“三维空间中的直线经过遵循透视模型的相机投影，在相机平面上仍是

直线”这一基本属性。对于无畸变图像，直线上任意两特征点构成的共线向量外积应为零向量。利用非线性优化

方法求解畸变参数，讨论了畸变中心与畸变系数之间的耦合性。设计了一种畸变校正效果评估方法，证明了结果

的正确性。完成畸变校正后，摄像机的内外参数可线性求解。实验表明，该方法仅需一张图片即可完成所有摄像

机参数的求解，提高了标定效率，且稳定度高，精度与传统标定方法相当。
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１　引　　言

摄像机标定的主要任务是确定摄像机的位置、

姿态等属性参数，以建立空间中任意一点与其经摄

像机成像后在图像平面上的像点之间的对应关系。

图像平面上的像点所在位置与其对应物点的空间几

何位置直接相关，且由摄像机成像的几何模型决定。

通过标定得到的摄像机参数，可以计算出三维空间

中物体的几何信息。在计算机视觉领域，国内外学

者近２０年来对摄像机标定技术进行了深入的研究，

提出了一系列经典的标定方法和工具［１－３］。其中，

１０１５００１１
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Ｔｓａｉ标定算法
［１］是一种基于径向约束的两步标定

算法，Ｚｈａｎｇ的算法
［２］基于平面标定物。传统标定

方法利用标定物特征点的像素坐标同其世界坐标的

对应关系估计摄像机内外参数初值，之后与畸变参

数一起进行非线性优化，得到所有参数的最优解。

然而，摄像机内外参数与畸变参数之间的耦合性会

使得求解过程不稳定，甚至得到错解。为了保证摄

像机内外参数的稳定和畸变参数的一致性，需要将

两者的求解分离开来。

在畸变参数的单独求解方面，目前主流的方法

大致分为量测方法和非量测方法两类。量测方法需

要已知特征点在空间中的精确位置，贺俊吉等［４－６］

提出了基于交比不变性的畸变校正算法，Ｖｉａｌａ等
［７］

在交比不变的基础上加入直线方程，得到更为稳健

的运算结果。非量测方法则充分利用投影几何不变

量，在这些不变量中，直线对畸变有很强的度量能

力，因而被广泛采用。Ｍｅｌｅｇｙ等
［８－９］提出了基于直

线的畸变参数求解方法。周富强等［１０－１１］提出基于

共线特征点的畸变校正算法，但需要直线拟合，且只

考虑了一阶径向畸变。陈天飞等［１２］基于镜头畸变

的单参数除式模型，提出用圆弧拟合畸变像点的方

法估计畸变参数，但依赖于非线性圆弧拟合的精度，

且受限于单参数除式模型，对畸变度量能力不够。

张靖等［１３］将畸变曲线的面积平方和作为畸变测度，

并用遗传算法搜索得到畸变参数，但遗传代数多，计

算量庞大，实现繁琐。张征宇等［１４］利用不同视角采

集图像上同名像点共面的基本原理实现了摄像机自

标定，但编码点数不够时精度较差。

本文依据“三维空间中的直线经过遵循透视模

型的相机投影，在相机平面上仍是直线”的基本准

则，认为对于无畸变图像，同一直线上任意两点构成

的向量做叉乘运算后所得向量的模应为零。因此，

可以将共线向量的外积之模作为畸变测度，用非线

性优化算法搜索畸变测度的最小值，即可求得畸变

参数。该算法实现简单，计算量小。另外，设计了一

种畸变校正效果的评估方法。完成畸变校正后，线

性求解摄像机的内外参数。

２　校正方法

２．１　摄像机模型

２．１．１　线性参数模型

摄像机成像模型包括线性模型和非线性模型，

非线性模型加入了对摄像机镜头畸变的补偿和修

正。若不考虑畸变，摄像机标定中广泛采用线性模

型，亦即针孔模型。对针孔模型稍作变化，使得物体

和其所成的像位于透镜同侧，即得到更符合实际情

形的摄像机模型（图１），称之为前投影模型。

图１ 摄像机模型

Ｆｉｇ．１ Ｃａｍｅｒａｍｏｄｅｌ

在这个摄像机模型中，空间中一物点犘（犡ｗ，

犢ｗ，犣ｗ）经过摄像机成像得到图片中对应像点狆（狌，

狏），这一过程需要经历三次坐标变换：

１）世界坐标系犗ｗ犡ｗ犢ｗ犣ｗ 到摄像机坐标系

犗ｃ犡ｃ犢ｃ犣ｃ的变换：三维空间的刚体变换，用旋转矩

阵犚和平移向量狋表征；

２）摄像机坐标系犗ｃ犡ｃ犢ｃ犣ｃ 到成像平面物理

坐标系狓犗ｐ狔的变换：投影变换，由内参数矩阵犕 表

征；

３）成像平面物理坐标系狓犗ｐ狔到像素坐标系

狌犗狏的变换：主点偏移量。

其齐次坐标表示为

犣ｃ

狌

狏

熿

燀

燄

燅１

＝

犳／ｄ狓 ０ 狌０ ０

０ 犳／ｄ狔 狏０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １ ０

×

犚 狋

０Ｔ
［ ］

１

犡ｗ

犢ｗ

犣ｗ

熿

燀

燄

燅１

＝犕１犕２

犡ｗ

犢ｗ

犣ｗ

熿

燀

燄

燅１

． （１）

２．１．２　畸变模型

用针孔模型摄像机所获取的图像与理想模型成

像之间存在着误差，这种误差表现在像点的位置上，

一般把这种误差称之为摄像机镜头的非线性畸变。

摄像机镜头畸变主要包括径向畸变和离心畸变。径

向畸变使得实际像点与理想像点产生径向位移，其

主要成因是透镜的曲面误差。离心畸变的成因则是

透镜光轴与摄像机光轴不同轴。摄像机镜头畸变的

标准模型表示了从有畸变的像点（狓ｄ，狔
ｄ）到理想像

点（狓ｕ，狔
ｕ）的映射狌：

１０１５００１２



周子卿等：　基于共线向量的非量测镜头畸变校正

狌：（狓ｄ，狔
ｄ）→ （狓

ｕ，狔
ｕ），

其数学表达式为

狓ｕ＝狓
ｄ
＋δ狓

狔
ｕ
＝狔

ｄ
＋δ狔

δ狓 ＝珚狓
ｄ（１＋犽１－狉

２
ｄ＋犽２－狉

４
ｄ＋…）＋

狆１（－狉ｄ
２
＋２珚狓

ｄ２）＋２狆２珚狓
ｄ
珔狔
ｄ

δ狔 ＝珔狔
ｄ（１＋犽１－狉

２
ｄ＋犽２－狉

４
ｄ＋…）＋

狆２（－狉ｄ
２
＋２珔狔

ｄ２）＋２狆１珚狓
ｄ
珔狔

烅

烄

烆
ｄ

， （２）

式中珚狓
ｄ
＝狓

ｄ
－犮狓，珔狔

ｄ
＝狔

ｄ
－犮狔，－狉

２
ｄ＝珚狓

ｄ２
＋珔狔

ｄ２，（犮狓，

犮狔）为畸变中心的像素坐标，犽１，犽２，…，为径向畸变

系数，狆１，狆２ 为切向畸变系数。实际应用中，只考虑

一阶径向畸变通常不能够完全表征出镜头复杂的畸

变情形，但引入过多的畸变系数会导致解的不稳定，

为了更贴近镜头的真实畸变情况，考虑二阶径向畸

变系数和两个切向畸变系数，更高阶径向畸变系数

不再讨论。

２．２　畸变参数标定

２．２．１　形状不变量

众所周知，物体描述对于物体识别来说是必要

的［１５］。然而目前所讨论的所有形状描述子都依赖

于视点，这意味着由于物体或观察者的位置变化，使

得识别物体往往是不可能的。形状不变性的作用是

显然的，形状不变量表示了一种几何结构的属性，它

在一个适当的变换类下保持不变。计算机视觉特别

关心透视变换类。

共线性是透视不变性图像特征的最简单的例

子。在任意的透视变换下任何直线都被投影为直

线。类似地，透视不变性形状描述的基本思想是找

到这样的形状特征，它不受物体和图像平面间的变

换的影响。

不变量理论的应用提供了另一个途径，其中不

变量描述子可以直接从图像数据中计算出来而不需

要专门的坐标系统。不变量描述子不受物体姿态、

透视投影以及摄像机内参数的影响。如交比［４－６］就

是代表了透视线的一个经典的不变量。

２．２．２　畸变测度

如果镜头没有畸变，则空间中一条直线经过针

孔模型相机投影后在像平面上仍然是一条直线。对

于直线的衡量成为畸变测度的关键所在，传统非量

测方法［８］用斜率作为畸变测度，但存在一些弊端：１）

当直线接近垂直的时候，斜率会过大而溢出，出现不

可控的状况；２）直接使用斜率判断两条直线的平行

程度会出现尺度不均的情况；３）把直线转化到变换

域下会显著增大计算量。因此，需要提出新的畸变

测度指标。

根据几何知识，若两个向量共线，则它们的外积

应为零向量。因此，对于直线上任意两点构成的向

量，由于共线，其外积之模为零。从这个意义上来

说，共线向量外积之模可作为畸变测度。用共线向

量外积之模作为畸变测度，充分利用了共线性作为

透视不变量，且可有效避免斜率的不足，实现简单，

计算量小。

２．２．３　畸变参数求解

假设一幅标定物图像提取到犔行犕 列特征点，

每一行有犖犾个特征点，每一列有犖犿 个特征点。考

察相邻两个特征点犘犻和犘犻＋１ 构成的向量犘犻犘犻＋１，其

中犘犻（狓
ｕ
犻，狔

ｕ
犻，０），犻＝１，２，…，犖犾－１为理想像点。对

按照此法构造的向量序列，取相邻两个向量做叉乘

运算并计算其模，得到（３）式：

犘犻－１犘犻×犘犻犘犻＋１ ＝

犻 犼＝ 犽

狓ｕ犻 －狓
ｕ
犻－１ 狔

ｕ
犻 －狔

ｕ
犻－１ ０

狓ｕ犻＋１－狓
ｕ
犻 狔

ｕ
犻＋１－狔

ｕ
犻 ０

＝ （狓ｕ犻 －狓
ｕ
犻－１）（狔

ｕ
犻＋１－狔

ｕ
犻）－（狓

ｕ
犻＋１－狓

ｕ
犻）（狔

ｕ
犻 －狔

ｕ
犻－１［ ］）犽，

犘犻－１犘犻×犘犻犘犻＋１
２
＝ （狓ｕ犻 －狓

ｕ
犻－１）（狔

ｕ
犻＋１－狔

ｕ
犻）－（狓

ｕ
犻＋１－狓

ｕ
犻）（狔

ｕ
犻 －狔

ｕ
犻－１［ ］）２，　犻＝２，３，…，犖犾－１． （３）

将畸变模型，即（２）式代入（３）式，（３）式便成为畸变参数的函数。利用此畸变测度建立畸变参数的优化目标

函数，并用非线性优化搜索求解畸变参数。设定目标函数为向量序列中相邻向量外积之模的和函数：

犉（犽１，犽２，狆１，狆２，犮狓，犮狔）＝∑
犔

犾＝１
∑

犖犾－１

犻＝２

犘犻－１犘犻×犘犻犘犻＋１
２
＋∑

犕

犿＝１
∑

犖犿－１

犼＝２

犘犼－１犘犼×犘犼犘犼＋１
２， （４）

（４）式对每一行和每一列的向量分别求和。用

Ｐｏｗｅｌｌ算法对（４）式优化即可求解出畸变参数。

２．２．４　线性参数标定

完成畸变校正后，可以认为校正后的图片符合

针孔线性模型，因此可线性求解摄像机的内外参

１０１５００１３
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数［２］。在已知特征点的理想像点坐标和空间中世界

坐标的对应关系的前提下，容易求得两者之间的单

应性矩阵犎。将犎写为列向量形式：

犎＝ 犺１ 犺２ 犺［ ］３ ＝狊犕 狉１ 狉２［ ］狋 ， （５）

式中犕 为摄像机内参数矩阵，狉１，狉２ 为旋转向量，狉

为平移向量，狊为尺度因子。

由旋转向量的正交性和模相等的特性可以写出

以下两个约束方程［２］：

犺Ｔ１犕
－Ｔ犕－１犺２ ＝０

犺Ｔ１犕
－Ｔ犕－１犺１ ＝犺

Ｔ
２犕

－Ｔ犕－１犺
烅
烄

烆 ２

， （６）

令犺１＝ 犺１１ 犺１２ 犺［ ］１３
Ｔ，犺２＝ 犺２１ 犺２２ 犺［ ］２３

Ｔ，定

义以下变量：

犃＝犺１１犺２１＋犺１３犺２３犮
２
狓－（犺１３犺２１＋犺１１犺２３）犮狓

犅＝犺１２犺２２＋犺１３犺２３犮
２
狔－（犺１３犺２２＋犺１２犺２３）犮狔

犆＝犺１３犺２３

犇＝犺
２
１１－犺

２
２１＋（犺

２
１３－犺

２
２３）犮

２
狓＋２（犺２１犺２３－犺１１犺１３）犮狓

犈＝犺
２
１２－犺

２
２２＋（犺

２
１３－犺

２
２３）犮

２
狔＋２（犺２２犺２３－犺１２犺１３）犮狔

犉＝犺
２
１３－犺

２
２

烅

烄

烆 ３

，

（７）

则像素焦距由下式给出：

犳狓 ＝
犃犈－犅犇
犅犉－槡 犆犈

，　犳狔 ＝
犃犈－犅犇
犆犇－槡 犃犉

， （８）

外参数可以由单应性条件计算得到：

狉１ ＝λ犕
－１犺１，　狉２ ＝λ犕

－１犺２

狉３ ＝狉１×狉２，狋＝λ犕
－１犺

烅
烄

烆 ３

， （９）

这里尺度因子由正交条件确定λ＝１／ 犕－１犺１ 。

至此，所有摄像机参数标定完成。

３　实　　验

实验选用ＪＡＩ公司的ＣＢ２００ＧＥ相机，Ｃｏｍｐｕｔａｒ

公司的５ｍｍ镜头。为了与传统方法做比较，以不同

位姿对标定物拍摄了１４张图片，图片大小为

１６２４ｐｉｘｅｌ×１２３６ｐｉｘｅｌ。分别对这１４张图片计算畸

变参数，优化方式分为优化畸变中心和未优化畸变中

心两种，其结果如图２所示，图２（ａ）～（ｄ）依次为一阶

径向畸变系数犽１，二阶径向畸变系数犽２，离心畸变系

数狆１ 和离心畸变系数狆２ 的计算结果。优化畸变中

心的方式指将畸变中心同畸变系数一起作为未知量

进行优化，即（４）式有６个变量；未优化畸变中心的方

式则将畸变中心设定为图片中心，仅对畸变系数进行

优化，即（４）式有４个变量。

图２ 畸变参数

Ｆｉｇ．２ Ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

３．１　畸变参数

从图２（ａ）、（ｂ）中不难看出，无论是否优化畸变

中心，径向畸变系数的解都十分稳定，而改变优化方

式会直接导致离心畸变系数发生较大变化［图２

１０１５００１４
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（ｃ）、（ｄ）］。从这两种畸变的成因来看，这是容易理

解的。径向畸变是由于透镜的曲面误差而产生，与

畸变中心的位置无关。而离心畸变是由于透镜光轴

与相机光轴不同轴而产生，表征了两个平面之间的

相对位置关系。不同优化方式导致畸变中心位置不

同，使得镜头中心和相机中心之间的偏移量发生变

化，从而导致离心畸变系数发生相应的变化。

文献［９］指出，在非线性优化过程中同时包含畸

变中心和离心畸变系数可能会导致参数估计不稳

定。为了避免畸变中心和离心畸变之间的耦合性，

不妨将畸变中心设定为图片中心，文献［８］也证明了

这种设定带来的误差很小，可以忽略。具体来说，

对畸变中心（犮狓，犮狔）取偏移量（Δ狓，Δ狔），若只考虑一

阶径向畸变犽１ 的影响，等价于在畸变模型中加入两

个离心畸变项－犽１Δ狓和－犽１Δ狔。对于一幅犠ｐｉｘｅｌ×

犎ｐｉｘｅｌ的图像，引入的误差不超过狘犽１狘［（２犠 ＋

犎）珚Δ
２
＋２珚Δ

３］，珚Δ＝ｍａｘ（狘Δ狓狘，狘Δ狔狘）。对于本文实

验，一阶径向畸变为１０－７量级，即使偏移量珚Δ＝２０，

误差仅为０．１８ｐｉｘｅｌ，同样地，对于离心畸变，将畸

变中心设定为图片中心后误差依然很小。另一方

面，不优化畸变中心可以减少非线性目标函数中变

量的数量，使其收敛速度变快，结果更为稳定。因

此，本文认为设定畸变中心为图片中心的方式更优。

图３给出了几张畸变校正前后标定物图片对比

的示例，表１给出了用图３图片计算出的畸变参数

（未优化畸变中心）。

图３ 畸变校正效果示例

Ｆｉｇ．３ Ｅｘａｍｐｌｅｓｆｏｒｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ

表１ 图３图片畸变参数

Ｔａｂｌｅ１ ＤｉｓｔｏｒｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｉｍａｇｅｓｓｈｏｗｎｉｎＦｉｇ．３

Ｐｉｃｔｕｒｅｎｕｍｂｅｒ 犽１／１０
－７ 犽２／１０

－１３
狆１／１０

－７
狆２／１０

－７ 狓ｃ／ｐｉｘｅｌ 狔ｃ／ｐｉｘｅｌ

１ ０．９８９７ －１．０１０ ８．２３６ －６．０９２ ８１２ ６１８

２ １．００９６ －１．０４３ １３．７４ －５．９２４ ８１２ ６１８

３ ０．９８６６ －１．００７ １４．０４ －３．１９３ ８１２ ６１８

３．２　畸变校正效果评估

完成畸变校正后，对每一行特征点进行直线拟

合，若图像无畸变，则每个特征点到拟合直线的距离

应当为零。因此，可以用特征点到用这些特征点拟

合所得直线的平均距离来评估畸变校正的效果。定

义评估函数

ξ犾 ＝
１

犔犖犾∑
犔

犾＝１
∑

犖犾

犻＝１

狘犡犾犻－犔犾狘， （１０）

式中犡犾犻为第犾行第犻个特征点的像素坐标，犔犾为第

犾行特征点通过最小二乘法拟合得到的直线。图４

给出了每幅标定物图片在畸变校正前后评估函数值

的变化。显然，图片的畸变得到了很好的校正，并且

两种优化方式的效果几乎完全一致。

完成畸变校正后，线性标定摄像机的内外参数

并计算重投影误差，其值为０．１９８３ｐｉｘｅｌ，传统方法

所得重投影误差为０．１９３６ｐｉｘｅｌ，两者精度相当。

图４ 畸变校正效果评估

Ｆｉｇ．４ Ｅｖａｌｕａｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ

３．３　运算时间比较

将直线拟合方法和本文方法在耗费时间方面进

行比较，畸变参数的标定过程基于ＯｐｅｎＣＶ库编程

实现，个人计算机（ＰＣ）环境为 ＣＰＵｉ５３４７０３．２
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图５ 时间耗费

Ｆｉｇ．５ Ｔｉｍｅｃｏｓｔ

ＧＨｚ，内存４Ｇ，操作系统 Ｕｂｕｎｔｕ１３．１０。结果如

图５所示，本文方法耗费时间显著小于直线拟合方

法，且对不同场景的运算时间相对稳定，受相机位姿

影响小。

４　结　　论

根据直线的投影不变性，提出将共线向量外积

之模作为畸变测度，并设计非线性优化方法搜索畸

变参数。讨论了畸变中心与畸变系数之间的耦合

性，给出了设定畸变中心为图像中心的优势所在。

同时，设计了一种畸变校正效果评估方法，对该算法

的畸变校正能力给出定性的评价。对完成畸变校正

后的图片给出摄像机内外参数的线性求解方法。

与之前存在的非量测方法相比，该方法能够极

大程度地简化计算，减少标定过程的耗费时间。避

免了镜头畸变与相机内外参数以及畸变参数内部

（畸变中心和畸变系数）的耦合，仅用单张标定物图

片完成全部相机参数的求解，提高了标定效率。对

不同场景的适应性好，畸变参数求解的稳定度高，精

度与传统方法相当。
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