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快速傅里叶变换湍流相位屏高频误差的补偿方法

向劲松
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摘要　基于快速傅里叶变换（ＦＦＴ）的湍流相位屏模拟方法存在低空间频率及高空间频率湍流分量采样不足的问

题。提出了一种相位屏高频误差补偿方法。在这种补偿方法中，通过数值积分计算出未采样部分高频功率谱对应

的二维相位自相关矩阵，然后该自相关矩阵经过ＦＦＴ得到各功率谱采样点需补偿的功率谱值。仿真结果表明，该

方法可以很好地补偿高频误差，模拟的相位结构函数误差约为０．１％。
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１　引　　言

数值模拟是研究激光大气湍流传输特性的一个

重要方法。湍流相位屏的模拟是数值模拟的关键。

目前最常用的模拟方法主要有基于快速傅里叶变换

（ＦＦＴ）的谱反演法
［１－８］、Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式法

［９］、协方

差函数法［１０－１１］、分形插值法［７，１１－１４］等。Ｚｅｒｎｉｋｅ方

法的主要缺点是对湍流的高频分量模拟不足，另外

湍流的外尺度效应也难以模拟。协方差函数法生成

的相位屏比较准确，但受计算机内存及处理速度限

制，其相位屏格点数少。分形插值法通过逐级分形

插值可使相位屏的点数无限扩充，但随着分形级数

的增加，其误差也会逐渐增大。ＦＦＴ谱反演法的主

要优点是可借助ＦＦＴ运算，速度快，相位屏的格点

数可以很多，在激光湍流传输模拟中已得到广泛应

用。但ＦＦＴ相位屏存在一些问题，主要是对湍流的

空间低频分量及空间高频分量模拟不准确。如相位

屏尺寸为犇，采样点数为犕，采样间隔为Δ＝犇／犕，

则能采样的功率谱的最大角频率为π／Δ，最小非零

角频率为２π／犇。对于空间角频率大于π／Δ的功率谱

部分将不能采样，这将引起高频误差。而空间角频率

小于２π／犇的功率谱部分将引起低频误差。其中低

频误差对湍流效应的准确模拟有严重影响，过去二
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十多年来，出现了多种低频误差补偿方法［２－８］，其中

Ｘｉａｎｇ
［５］的基于协方差及插值补偿方法的最大低频

误差只有０．１％左右。因此目前低频误差已可实现

较高精度的补偿。

描述湍流高频特征的一个参数是湍流内尺度

犾０，犾０ 一般为几毫米。对于基于ＦＦＴ方法的湍流相

位屏，为减小高频误差的影响，一般要求采样间隔

Δ＜犾０／２，此条件下高频误差约为１％。但该条件在

许多模拟中难以满足，或在某些情况下需要研究

犾０→０时的湍流效应，这时就会存在较大的高频误

差。尽管与低频误差相比，高频误差的影响一般比

较小，以往模拟时基本忽略高频误差的影响。但在

低频误差已高精度补偿的情况下，高频误差可能会

成为一个大的误差源。因此对高频误差进行补偿也

是具有意义的。目前有关高频误差补偿的文献很

少，只有Ｓｅｄｍａｋ提出过一种补偿方法
［４］，他将空间

角频率大于π／Δ部分的功率谱能量直接折算到角

频率小于π／Δ的功率谱采样点上去，但这种方法精

度较差，仍有１％以上的高频误差。本文提出一种

高频补偿方法，先计算角频率大于π／Δ的功率谱对

应的自相关，再对自相关矩阵进行ＦＦＴ运算得到各

采样频率点的高频功率谱补偿值。

２　有限湍流外尺度及非零内尺度下平

面波的相位结构函数

在相位屏模拟时，一般用相位结构函数描述模

拟的准确程度，首先推导有限外尺度及非零内尺度

下湍流的相位结构函数。平面波在均匀各向同性湍

流大气中传输的相位结构函数为［１５］

犇犔
０
，犾
０
（狉）＝８π

２犽２狕∫
!

０

［１－Ｊ０（犓狉）］Φ（犓）犓ｄ犓，（１）

式中Φ（犓）为湍流功率谱，犓＝ 犓２狓＋犓
２

槡 狔，犓狓，犓狔 为

狓，狔方向的空间角频率，犽为向量（犓狓，犓狔）的模，Ｊ０（·）

为零阶Ｂｅｓｓｅｌ函数，犽为波数，狕为光波在湍流中传输

的距离，狉为激光传输横截面上两点之间的距离。

当考虑湍流具有外尺度犔０ 及内尺度犾０ 时，最

常用的功率谱模型为［１５］

Φ（犓）＝０．０３３犆
２
狀（犓

２
＋犽

２
０）
－１１／６ｅｘｐ（－犓

２／犽２ｍ），

（２）

式中犽０＝２π／犔０，犽ｍ 取２π／犾０，犆
２
狀 为折射率结构常数。

利用Ｂｅｓｓｅｌ函数的一些积分公式
［１６］，将（２）式

代入（１）式中进行积分。当犔０→ !

，犾０→０时，此时的

相位结构函数犇犔
０
，犾
０
（狉）记为

［１７］

犇
!

，０（狉）＝２
２４

５
Γ（ ）［ ］６

５

５／６
狉
狉（ ）
０

５／３

≈６．８８３９
狉
狉（ ）
０

５／３

， （３）

式中Γ（·）为Ｇａｍｍａ函数，狉０ 为Ｆｒｉｅｄ参数。根据Ｆｒｉｅｄ对狉０ 的定义
［１７］，狉０ 可表示为

狉０ ＝
０．０３３×８π

３

２８
／３
Γ
２（１１／６）［（２４／５）Γ（６／５）］

５／６犽
２犆２狀｛ ｝狕

－３／５

≈ （０．４２３３犽
２犆２狀狕）

－３／５． （４）

当犔０ 为一有限值及犾０ →０时，记犇犔０，犾０ 为犇犔０，０，有

犇犔
０
，０（狉）＝

犔０
狉（ ）
０

５／３

π
－８／３
Γ
１１（ ）６

２４（ ）５ Γ（ ）［ ］６

５

５／６

× Γ（ ）５６ －２
１／６（犽０狉）

５／６Ｋ５／６（犽０狉［ ］）， （５）

式中Ｋ５／６（·）为第三类变形Ｂｅｓｓｅｌ函数。当犔０→!

及犾０ 不为零时有

犇
!

，犾
０
（狉）＝２

２４

５
Γ（６／５［ ］）

５／６

Γ
１１（ ）６ （犽ｍ狉０／２）

－５／３
× １Ｆ１ －

５

６
，１，－犽

２
ｍ狉
２／（ ）４ －［ ］１ ， （６）

式中１Ｆ１（·）为合流超几何函数。

湍流外尺度犔０ 一般约几米到几十米，内尺度犾０

一般约毫米级。在犔０犾０ 的条件下，有限湍流外尺

度及非零内尺度下的相位结构函数可近似为

犇犔
０
，犾
０
（狉）≈犇犔０，０（狉）－［犇!

，０（狉）－犇!

，犾
０
（狉）］，

（７）

当犔０／犾０＝１０
３ 时，该近似式的精度约在１０－６量级。

３　基于快速傅里叶变换的相位屏的准

确模拟方法

本文相位屏模拟方法的主体是基于文献［５］的

方法。文献［５］提出的方法可以很好地补偿低频误

差，本文在此基础上进一步补偿高频误差。

设需模拟的相位屏在狓及狔方向的网格数分

别为犕及犖（犕／犖＝１，２，４，８，…），屏尺寸为犇狓及

犇狔，空间采样间距为Δ＝犇狓／犕 ＝犇狔／犖。相位屏

１００１００３２
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分两部分产生，一部分是由ＦＦＴ方法生成的频率较

高的相位屏ＦＦＴ，另一部分是由协方差方法及插值

生产的低频补偿相位屏ｌｏｗ，即

＝ＦＦＴ＋ｌｏｗ， （８）

式中基于ＦＦＴ的相位屏ＦＦＴ由（９）式生成，即

ＦＦＴ（犿，狀）＝ ∑
犕／２－１

犿′＝－犕／２
∑
犖／２－１

狀′＝－犖／２

［犚ａ（犿′，狀′）＋ｉ犚ｂ（犿′，狀′）］× 犜Ｌ（犿′，狀′）犜Ｈ（犿′，狀′）Φ（犿′，狀′）＋ΦＨ（犿′，狀′槡 ）×

ｅｘｐ［ｉ２π（犿′犿／犕＋狀′狀／犖）］， （９）

式中犿，犿′＝－犕／２，…，犕／２－１分别为狓方向上空

域及频域采样格点的序号，狀，狀′＝－犖／２，…，犖／２－

１分别为狔方向上空域及频域采样格点的序号；

犚ａ（犿′，狀′）及犚ｂ（犿′，狀′）为均值为０，方差为１的高

斯随机数；Φ（犿′，狀′）为离散的湍流功率谱；犜Ｌ（犿′，

狀′）及犜Ｈ（犿′，狀′）是为了低频及高频补偿引入的模

板，主要功能是将相应位置的 Φ（犿′，狀′）置零；

ΦＨ（犿′，狀′）为 高 频 补 偿 的 功 率 谱。Φ（犿′，狀′）、

犜Ｌ（犿′，狀′）、犜Ｈ（犿′，狀′）及ΦＨ（犿′，狀′）的表达式如

下：

Φ（犿′，狀′）＝０．４８９８狉－
５／３
０ ［（犿′′Δ狓）

２
＋（狀′′Δ狔）

２
＋犽

２
０］
－１１／６ｅｘｐ｛－［（犿′′Δ狓）

２
＋（狀′′Δ狔）

２］／犽２ｍ｝′Δ狓′Δ狔， （１０）

犜Ｌ（犿′，狀′）＝
０， 犿′′Δ狓 ≤

３

２
′Δ狔ａｎｄ 狀′′Δ狔 ≤

３

２
′Δ狔

１，
烅

烄

烆 ｅｌｓｅ

， （１１）

犜Ｈ（犿′，狀′）＝
０， ［（犿′′Δ狓）

２
＋（狀′′Δ狔）

２］＞π／Δ

１，
烅
烄

烆 ｅｌｓｅ
， （１２）

ΦＨ（犿′，狀′）＝
１

犕犖 ∑
犕／２－１

犿＝－犕／２
∑
犖／２－１

狀＝－犖／２

犅Ｈ［ （犿２＋狀
２

槡 ）Δ］ｅｘｐ［－ｉ２π（犿′犿／犕＋狀′狀／犖）］， （１３）

式中 ′Δ狓＝２π／犇狓，′Δ狔＝２π／犇狔 为频域采样间隔。

（１１）式的低频补偿模板犜Ｌ（犿′，狀′）与文献［５］中的

（３）～ （５）式是等价的。（１３）式中的犅Ｈ 是犜Ｈ（犿′，

狀′）Φ（犿′，狀′）中未包含的高频部分功率谱的自相

关，该式与（９）式一样可用ＦＦＴ运算。高频补偿模板

犜Ｈ（犿′，狀′）的引入是便于自相关矩阵犅Ｈ 的计算。

根据结构函数与自相关函数的关系［３］

犇（狉）＝２［犅（０）－犅（狉）］， （１４）

并结合（１）式，可得相位自相关与功率谱的关系为

犅（狉）＝４π
２犽２狕∫

!

０

Ｊ０（犓狉）Φ（犓）犓ｄ犓． （１５）

（１０）式中能采样到的功率谱的最高空间角频率为

π／Δ。角频率大于π／Δ的湍流功率谱部分将被遗漏，

引起高频误差，该部分功率谱对应的自相关函数为

犅Ｈ（狉）＝４π
２犽２狕∫

!

π／Δ

Ｊ０（犓狉）Φ（犓）犓ｄ犓． （１６）

将（２）式代入（１６）式并利用犽２犆２狀狕＝狉
－５／３
０ ／０．４２３３，得

犅Ｈ（狉）＝３．０７７７狉
－５／３
０∫

!

π／Δ

（犓２＋犽
２
０）
－１１／６ｅｘｐ（－犓

２／犽２ｍ）·Ｊ０（犓狉）·犓·ｄ犓， （１７）

（１７）式一维积分可采用数值积分计算。

ＦＦＴ相位屏ＦＦＴ的自相关的期望值可表示为

犅ＦＦＴ（ 犿
２
＋狀槡

２
Δ）＝ ∑

犕
２
－１

犿′＝－
犕
２

∑

犖
２
－１

狀′＝－
犖
２

［犜Ｌ（犿′，狀′）犜Ｈ（犿′，狀′）Φ（犿′，狀′）＋ΦＨ（犿′，狀′）］ｅｘｐｉ２π
犿′犿
犕
＋
狀′狀（ ）［ ］犖

，

（１８）

（１８）式同样可利用ＦＦＴ运算。

由于ＦＦＴ相位屏ＦＦＴ与低频补偿相位屏ｌｏｗ是独立的，因此低频补偿相位屏的自相关函数为犅ｌｏｗ（狉）＝

犅（狉）－犅ＦＦＴ（狉），再由犇（狉）＝２［犅（０）－犅（狉）］可得低频补偿相位屏的自相关函数犅ｌｏｗ 为

１００１００３３
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犅ｌｏｗ（ 犿
２
＋狀槡

２
Δ）＝犅（０）－

１

２
犇犔

０
，犾
０
（ 犿２＋狀槡

２
Δ）－犅ＦＦＴ（ 犿

２
＋狀槡

２
Δ）． （１９）

　　下面采用协方差相位屏模拟方法产生自相关函

数为犅ｌｏｗ的低频补偿相位屏，该方法一般只能补偿

（犇狓／２）×（犇狔／２）的屏。另外由于协方差方法产生

的屏的网格数目很小，无法直接生成一个大的

（犕／２）×（犖／２）的补偿屏。因此先产生一个低分辨

率的补偿屏ｌｏｗ，ｌｏｗ。设ｌｏｗ，ｌｏｗ 的采样间隔为狇Δ，狓及

狔方向的网格数分别为犕ｌ＝犕／（２狇）＋１及犖ｌ＝

犖／（２狇）＋１（本文取犕ｌ＝犖ｌ＝９），屏尺寸为犇ｌ狓 ＝

犇狓／２＋狇Δ及犇ｌ狔＝犇狔／２＋狇Δ。犾ｏｗ，ｌｏｗ上任两点（犿１，

狀１）、（犿２，狀２）（１≤犿１，犿２＜犕ｌ，１≤狀１，狀２＜犖ｌ）之

间的相位自相关为

犅ｌｏｗ，ｌｏｗ［（犿１－１）犖ｌ狔＋狀１，（犿２－１）犖ｌ狔＋狀２］＝

犅ｌｏｗ［ （犿１－犿２）
２
＋（狀１－狀２）槡

２
狇Δ］． （２０）

　　对矩阵犅ｌｏｗ，ｌｏｗ进行奇异值分解得到矩阵的特征

向量矩阵犝 及特征值矩阵犔。于是可得低分辨率补

偿相位屏

ｌｏｗ，ｌｏｗ ＝犝·Ｒｅ（槡犔）·犡， （２１）

式中犡为一长度为犕ｌ犖ｌ 的零均值高斯随机列向

量。犝、犔的维数为犕ｌ犖ｌ×犕ｌ犖ｌ。特征值矩阵犔为

一对角矩阵，对角上的元素为矩阵犅ｌｏｗ，ｌｏｗ的特征值

λ犻，由于有极少数的λ犻可能为负值，为避免犔中负值

的影响，（２１）式中有Ｒｅ（槡犔）取实操作，这会引入最

大约０．１％的误差，更详细的分析见文献［５］。

最后再对ｌｏｗ，ｌｏｗ进行ｓｐｌｉｎｅ插值得到一个尺寸

为（犇狓／２）×（犇狔／２）网格数为（犕／２）×（犖／２）的低

频补偿相位屏ｌｏｗ。

这里特别说明一下（１９）式中犅（０）的问题，比较

（５）式及（１４）式，可得犅（０）

犅（０）＝

１

２

犔０
狉（ ）
０

５／３

π
－８／３
Γ
１１（ ）６

２４（ ）５ Γ（ ）［ ］６

５

５／６

Γ（ ）５６ ．（２２）

注意这里犅（０）存在两个问题：１）没考虑内尺度犾０

的影响；２）当犔０ → !

时，犅（０）不存在。但考虑到

犅（０）只影响相位屏的整体平移量，不影响相位屏的

形状，因此正常情况下犅（０）的不准确对模拟精度没

影响。但要注意犅（０）太小时，对矩阵犅ｌｏｗ，ｌｏｗ 进行奇

异值分解得到的某些特征值λ犻 可能会负得比较厉

害，使误差增大。但当犅（０）增大到一定程度后，λ犻将

趋于稳定（但仍不能完全消除负值）。另外如要模拟

犔０ → !

的相位屏，可用一较大的犔０ 值（如１０００）代

入（２２）式得到犅（０）。

４　仿真结果

先分析（１７）式表示的高频功率谱对应的自相关

函数犅Ｈ（狉）。（１７）式的数值积分可采用简单的中点

矩形积分方法计算，积分上限只取到５犽ｍ 足够。积

分结果如图１所示，图中横坐标表示两点间相距的

网格数目。从图中可见，大于π／Δ部分的高频功率

谱对应的自相关函数犅Ｈ（狉），其空间相关距离很小，

一般只有几倍采样间隔Δ；对于更大的间距，犅Ｈ（狉）

逐渐趋于零。因此实际上不需计算所有的犕×犖 个

犅Ｈ（狉），只需计算十几到二十余个犅Ｈ（狉）就可。如高

频补偿到狀＝５，则狀≥６的未补偿的相位结构函数

最大高频误差 ［２犅Ｈ（６Δ）／犇犔
０
，犾
０
（６Δ）］就可小于

０．０１％。考虑到犅Ｈ（狉）的各向同性，狀＝５时实际上

需要进行积分计算的犅Ｈ（狉）个数不超过２１个。对于

其他有实际意义的犔０，犾０，犕，犖，犇狓，犇狔 等参数，狀＝

５也足可保证残余高频误差只有０．０１％ 左右。

图１ 频率大于π／Δ的高频功率谱对应的相位自相关

Ｆｉｇ．１ Ｐｈａｓｅａｕｔｏｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｔｈｅ

ｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒｕｍｗｈｉｃｈｆｒｅｑｕｅｎｃｙｉｓｌａｒｇｅｒｔｈａｎπ／Δ

图２比较了本文高频补偿方法与文献［４］高频

补偿方法的补偿性能。图中实线为采用本文补偿方

法补偿后的相位结构函数的相对误差。点线为采用

文献［４］高频补偿方法的误差 （高频补偿时将角频

率大于π／Δ 部分的功率谱能量折算到角频率为

０．９９π／Δ～π／Δ之间的功率谱采样点上去，低频补

偿仍采用文献［５］中的方法）。图中模拟的相位结构

函数犇ｓｉｍ（狉）＝〈［（犚０＋狉）－（犚０）］
２〉是通过统计

５×１０
６个相位屏边缘狓方向上的相位结构函数得到

的。图２（ａ）为内尺度犾０＝０．００１ｍ时的误差曲线，

图２（ｂ）为内尺度犾０＝０．０１ｍ时的误差曲线。其他

仿真参数为：屏尺寸犇狓＝犇狔＝５．１２ｍ，网格数犕＝

犖＝５１２，采样间隔Δ＝０．０１ｍ，犔０＝１００ｍ，狉０＝

１００１００３４
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０．１ｍ。从图中可见，采用本文方法进行高频补偿

后，在距离为犇／２范围内误差只有０．１％左右。实

际上该误差主要是由模拟的随机性引起的，如果统

计的样本数更多，该误差还会继续减小。而文献［４］

的高频补偿方法，在犾０Δ时，最大残余高频误差仍

接近１．５％，其补偿精度明显低于本文方法。

图２ 模拟相位屏相位结构函数的相对误差。（ａ）犾０＝０．００１ｍ；（ｂ）犾０＝０．０１ｍ

Ｆｉｇ．２ Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｓｏｆｔｈｅｐｈａｓｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｅｄｐｈａｓｅｓｃｒｅｅｎ．（ａ）犾０＝０．００１ｍ；（ｂ）犾０＝０．０１ｍ

５　结　　论

标准的ＦＦＴ湍流相位屏模拟方法中，遗漏了空

间角频率高于π／Δ的高频湍流成分，这引入了高频

模拟误差，在高精度湍流模拟中需要补偿这部分高

频误差。本文对此问题提出了一种高精度的高频误

差补偿方法，使高频湍流效应的模拟更准确。对

ＦＦＴ相位屏进行高、低频补偿后的最大相位结构函

数误差只有０．１％左右。
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