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摘要　对比研究了处于热库中的两量子比特的量子纠缠和量子关联随时间的演化。数值模拟的结果表明，尽管热

库几乎总能诱导两量子比特的量子纠缠与量子关联，但二者的动力学演化并不完全相同。在与热库的相互作用

中，两比特初始形成量子纠缠，随后纠缠逐渐消失，两比特形成纠缠以外的量子关联并得到维持。由此看出，相比

于量子纠缠，量子关联对消相干的影响表现得更为稳健。
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１　引　　言

量子系统中存在着经典物理无法解释的关联，

它是衡量系统的量子性的重要依据。最重要的量子

关联无疑是量子纠缠［１］，它在量子信息等许多领域

有着广泛的应用［２－３］。然而，已有研究表明，量子关

联的范围并不局限于量子纠缠［４－５］。Ｏｌｌｉｖｉｅｒ等
［５］

从信息论的角度出发，提出了量子关联的一般定义，

旨在涵盖包括量子纠缠在内的所有非经典关联。

一般认为，系统与外界环境（热库）的相互作用

正是系统的量子关联遭受破坏的根源［６］。因此，系

统与热库的相互作用是量子信息、量子通信等领域

研究的重要课题之一［７］。然而，在与诸如两体系统

相互作用的过程中，热库也可能扮演使两个原本不

直接相互作用的子系统耦合的媒介，在合适的条件

下，热库的存在会使两个子系统产生量子关联（纠

缠）。热库的这一特性引起了人们广泛的兴趣，陆续

在不同的开放系统模型中发现了热库的这一特性。

Ｂｒａｕｎ等
［８］提出了量子系统与热库相互作用的可精

确求解消相干函数的模型，在这一模型下，热库几乎

总能诱导两比特的纠缠和关联［９－１０］。Ｂｅｎａｔｔｉ等
［１１］
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证明了两个量子比特在马尔可夫耗散动力学下的纠

缠，并给出了产生纠缠的条件，这个工作最近被 Ｈｕ

等［１２］进一步推广，给出了马尔可夫耗散动力学过程

诱导两比特的量子关联的条件。此外，许多研究工

作表明，玻色模热库也能够诱导两个谐振子的纠缠

态［１３－１５］。

本文主要研究在Ｂｒａｕｎ的系统 热库模型下，两

个量子比特与热库相互作用后两比特的量子纠缠与

量子关联。通过选取不同的初态，数值模拟了比特

间的纠缠与关联的动力学演化，并对二者进行分析

对比。

２　理论模型

考虑处于热库中的不直接相互作用的两量子比

特（将之标记为Ａ比特与Ｂ比特），它们与热库的相

互作用的哈密顿量可以表示为

犎 ＝犎Ｓ＋犎Ｒ＋犎ｉｎｔ， （１）

其中犎Ｓ，犎Ｒ 和 犎ｉｎｔ分别表示系统、热库的自由哈

密顿量和二者相互作用哈密顿量。当系统 热库作

用时间远小于系统弛豫时间时，可以忽略系统本身

的动力学过程（犎Ｓ）
［８］，系统的密度算符仅非对角元

会发生变化（消相干过程）。

假定系统与环境的相互作用哈密顿量为

犎ｉｎｔ＝ （犛Ａ＋犛Ｂ）犙， （２）

其中犛Ａ（犛Ｂ）与犙分别对应比特 Ａ（Ｂ）与热库的某

个可观测量，两个比特Ａ、Ｂ的基矢｜０〉和｜１〉是算符

犛Ａ、犛Ｂ 的本征态，本征值分别为０和１。进一步假

定热库由犖 个处于热平衡的谐振子构成，犙为谐振

子的广义位移算符。这样，犎Ｒ 和犎ｉｎｔ可以表示为

犎Ｒ ＝∑
犖

犽＝１

１

２犿
狆
２
犽＋
１

２
犿ω

２
犽狇
２（ ）犽 ，

犎ｉｎｔ＝犛∑
犖

犽＝１

犵犽狇犽， （３）

其中犵犽 是系统与第犽个谐振子的耦合强度，犿是谐

振子的质量，狆犽，狇犽 和狑犽 分别为第犽个谐振子的广

义动量、广义位移和振动频率。

当两个比特初始处于直积态，而热库处于热平

衡态，温度为犜时，系统 热库的密度算符为

ρｔｏｔａｌ（０）＝狘Ａ〉〈Ａ狘狘Ｂ〉〈Ｂ狘

１

犣
ｅｘｐ［－犎Ｒ／（犽Ｂ犜）］， （４）

其中狘犻〉是比特犻的初态，犣＝ｔｒＲ｛ｅｘｐ［－犎Ｒ／（犽Ｂ犜）］｝，

犽Ｂ是玻尔兹曼常数。通过计算可以得到，在狋时刻，两比

特的约化密度算符在子空间｛｜００〉，｜０１〉，｜１０〉，｜１１〉｝中的

展开式为［８］

ρ
ＡＢ
狉狊，狌狏（狋）≡ 〈狉狊狘ρ

ＡＢ
狘狌狏〉＝

ρ狉狊，狌狏（０）ｅｘｐ｛－（狉＋狊－狌－狏）
２
犳（狋）＋

ｉ［（狉＋狊）
２
－（狌＋狏）

２］φ（狋）｝，狉，狊，狌，狏＝０，１，

　（５）

其中

犳（狋）＝∑
犽

犵
２
犽（１＋２珔狀犽）

２犿珔犺ω
３
犽

（１－ｃｏｓω犽狋）＝

Ｒｅ
１

珔犺
２∫
狋

０

狊犆（狋－狊）ｄ［ ］狊 ，

φ（狋）＝∑
犽

犵
２
犽

２犿珔犺ω
２
犽

狋－
ｓｉｎω犽狋

ω（ ）
犽

＝

Ｉｍ
１

珔犺
２∫
狋

０

狊犆（狋－狊）ｄ［ ］狊 ， （６）

其中珔狀犽≡｛ｅｘｐ［珔犺ω犽／（犽Ｂ犜）］－１｝
－１是第犽个谐振子

的平均热量子数，犆（狋）＝ 〈犙（狋）犙（０）〉是热库的关

联函数。函数犳与φ分别描述在热库的影响下，两比

特密度算符的非对角元的幅度衰减和相位偏移随时

间的变化，显然，在较短时间内，二者都是狋的增函

数，其值取决于热库本身的特性。因此，为简单起见，

以犳和φ作为变量考虑系统的量子关联（纠缠）随时

间的演化。

３　两比特的量子纠缠与关联

本节简要地介绍两量子比特间的纠缠与关联的

度量与计算。用ρ
ＡＢ表示两个原子的密度算符，将密

度算符ρ
ＡＢ对原子Ｂ（Ａ）求迹，即可得到原子 Ａ（Ｂ）

的约化密度算符，用ρ
Ａ（ρ

Ｂ）表示。

目前，较为常用的一种纠缠度量是形成纠缠

度［１６］，以衡量制备给定纠缠态所需要的资源的多少

判定其纠缠程度。对于任意的两量子比特，其形成

纠缠度可以利用Ｃｏｎｃｕｒｒｅｎｃｅ函数描述
［１７］，定义为

犆（ρ）＝ｍａｘ｛０，λ１－λ２－λ３－λ４｝， （７）

其中λ犻是矩阵ζ＝ρ
Ａ（σ狔σ狔）（ρ

Ａ）（σ狔σ狔）的

本征值，σ狔 是泡利矩阵，ρ
 是ρ的复共轭。

本文中量子关联的度量源自Ｏｌｌｉｖｉｅｒ等
［５］的工

作。他们的研究结果表明，将经典互信息的两个等

价表达式推广至量子系统后一般不再相同，二者之

差（即失谐）可以作为系统的所有量子关联（包括量

子纠缠）的度量。量子关联的Ｄｉｓｃｏｒｄ函数定义为

犇＝犛（ρ
Ｂ）－犛（ρ

ＡＢ）＋ｍｉｎ
Π
Ｂ
犼

∑
犼

犘犼犛（ρ
Ａ
Π
Ｂ
犼［ ］），

（８）
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其中犛（ρ）＝－ｔｒ（ρｌｂρ）是冯·诺伊曼熵，Π
Ｂ
犼 ＝

狘φ犼〉〈φ犼狘是 Ｂ比特的一组完备投影测量算符，

ρ
Ａ
Π
Ｂ
犼 ＝ （犐Ａ  Π

Ｂ
犼）ρ

ＡＢ（犐Ａ  Π
Ｂ
犼）／ｔｒ［（犐

Ａ


Π
Ｂ
犼）ρ

ＡＢ（犐Ａ Π
Ｂ
犼）］，犘犼 ＝ｔｒ［（犐

Ａ
Π

Ｂ
犼）ρ

ＡＢ（犐Ａ 

Π
Ｂ
犼）］，犐

Ａ为Ａ比特的单位算符。为了得到犇的值，必

须寻找最佳的投影算符使（８）式最后一项的值最小。

４　数值结果与讨论

令Ａ、Ｂ比特初始都处于量子叠加态：

狘Ａ〉＝
１

槡２
（狘０〉＋狘１〉），

狘Ｂ〉＝α狘０〉＋β狘１〉， （９）

其中α、β都为实数。根据（５）式，两比特随时间演化

的密度矩阵为

图１α分别取（ａ）１／槡２，（ｂ）１／槡３和（ｃ）１／槡５时，Ｃｏｎｃｕｒｒｅｎｃｅ（左）和Ｄｉｓｃｏｒｄ（右）函数随犳，φ的演化

Ｆｉｇ．１ Ｃｏｎｃｕｒｒｅｎｃｅ（ｌｅｆｔ）ａｎｄＤｉｓｃｏｒｄ（ｒｉｇｈｔ）ａｓｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆ犳ａｎｄφｗｈｅｎαｉｓ（ａ）１／槡２，

（ｂ）１／槡３ａｎｄ（ｃ）１／槡５，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ

０１２７００２３
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ρ（狋）＝

α
２

２
αβ
２
ｅｘｐ（－犳－ｉφ）

α
２

２
ｅｘｐ（－犳－ｉφ）

αβ
２
ｅｘｐ（－４犳－４ｉφ）

αβ
２
ｅｘｐ（－犳＋ｉφ）

β
２

２
αβ
２

β
２

２
ｅｘｐ（－犳－３ｉφ）

α
２

２
ｅｘｐ（－犳＋ｉφ）

αβ
２

α
２

２
β
２

２
ｅｘｐ（－犳－３ｉφ）

αβ
２
ｅｘｐ（－４犳＋４ｉφ）

β
２

２
ｅｘｐ（－犳＋３ｉφ）

β
２

２
ｅｘｐ（－犳＋３ｉφ）

β
２

熿

燀

燄

燅２

． （１０）

由（１０）式可以看出函数犳与φ对系统算符的多数非

对角元（ρ２３，ρ３２ 除外）幅度和相位的影响。调整α、β
的权 重，数 值 模 拟 相 应 系 统 的 量 子 纠 缠 度

Ｃｏｎｃｕｒｒｅｎｃｅ函数与量子关联度Ｄｉｓｃｏｒｄ函数随犳

与φ的演化，结果如图１所示。

从图１可以看到，当犳取较小值时，犇与犆的动

力学演化基本相同，热库总是可以诱导两原子的关

联（纠缠），其大小随φ呈周期性变化。在犳→０且

φ＝π／２，３π／２，５π／２，… 时，原子间达到最大的关联

（纠缠）度。在这种条件下，热库诱导两比特关联（纠

缠）是因为在犳取较小值时，系统的密度矩阵［（１０）

式］的各个非对角元的相移φ的系数与基矢的本征

值呈现非线性关系［见（５）式］，这些相移无法简单

地通过定域的比特相位操纵消除。这样，当犳很小

时，两个量子比特通过与环境的耦合建立起非定域

的量子关联。容易证明，当犳＝０时，两量子比特处

于纯态，比特间的量子关联实际上就是量子纠缠。这

也是犇与犆的动力学演化在犳取较小值时基本一致

的原因。此外，原子的关联与α、β的相对权重有关。

对比图１（ａ）～（ｃ）可以明显看到，在犳与φ取相同值

时，随着α／β→１，比特间的关联程度越来越高。这是

因为当α／β→１时，密度矩阵许多非对角元的值（正比

于α×β）相应地增大，从而可能产生更大的关联。

有趣的是，当犳较大时，犇与犆的动力学演化完

全不同。这时，两原子的纠缠度犆始终是犳 的减函

数，并且迅速下降为０；相反，两原子的量子关联犇

却是犳的增函数，且随着犳的增大最终趋于一个稳

定值。因此，原子间产生了无纠缠的量子关联，并在

系统 热库的相互作用过程中得到维持。这种现象

是由于（１０）式所示的系统的密度矩阵包含两个不随

时间变化的非对角元，即ρ２３和ρ３２，把它们称作无消

相干非对角元。当犳很大时，系统的密度矩阵可以

写成

ρ＝

α
２

２
０ ０ ０

０ β
２

２
αβ
２

０

０
αβ
２
α
２

２
０

０ ０ ０ β
２

熿

燀

燄

燅２

， （１１）

其纠缠度Ｃｏｎｃｕｒｒｅｎｃｅ函数表达式为

犆＝２ｍａｘ０，ρ２３ － ρ１１ρ槡｛ ｝４４ ． （１２）

通过简单计算可以发现，（１１）式所示的密度矩阵的

纠缠度为０，因此两个比特并不处于纠缠态。而判

断系统是否具有量子关联，可以借助文献［１０］给出

的判据：在子空间｛｜００〉，｜０１〉，｜１０〉，｜１１〉｝中展开的

任意两比特密度矩阵，要使两比特间的量子关联为

零，当且仅当

犛＝

Ｒｅ（ρ１３）＋Ｒｅ（ρ２４） Ｒｅ（ρ１４）＋Ｒｅ（ρ２３） －Ｉｍ（ρ１４）＋Ｉｍ（ρ２３） Ｒｅ（ρ１３）－Ｒｅ（ρ２４）

－Ｉｍ（ρ１３）－Ｉｍ（ρ２４） －Ｉｍ（ρ１４）－Ｉｍ（ρ２３） －Ｒｅ（ρ１４）＋Ｒｅ（ρ２３） －Ｉｍ（ρ１３）＋Ｉｍ（ρ２４）

１

２
（ρ１１＋ρ２２－ρ３３－ρ４４） Ｒｅ（ρ１２）－Ｒｅ（ρ３４） －Ｉｍ（ρ１２）＋Ｉｍ（ρ３４）

１

２
（ρ１１－ρ２２－ρ３３＋ρ４４

烄

烆

燄

燅
）

（１３）

的秩为１。将（１１）式中的矩阵元代入（１３）式，可以

发现相应犛的第二列为犛２＝（ρ２３，０，０）
Ｔ，第三列为

犛３＝（０，ρ３２，０）
Ｔ，二者显然是线性独立的。因此，由

于去消相干非对角元的存在，两个比特间形成非纠

缠的量子关联。

综合上面的结果可知，在这个系统 热库相互作

用模型中，热库初始诱导两量子比特形成量子纠缠

态，之后随着时间的推移，比特间的量子纠缠逐渐消

０１２７００２４
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失，形成稳定的非纠缠的量子关联。结果还表明，量

子关联是包含量子纠缠而涵盖范围更广的非经典关

联；相比于纠缠，在与热库的相互作用中系统的量子

关联表现得更为稳健。

５　结　　论

研究了热库诱导的两个量子比特的量子纠缠与

量子关联的动力学演化。数值模拟结果表明：热库

总是可以诱导两比特量子关联（纠缠），在相互作用

过程中，初始两比特形成量子纠缠，随后纠缠逐渐消

失，形成非纠缠的量子关联并趋于稳定；在整个过程

中，相比于量子纠缠，量子关联表现得更为稳健。此

研究对于量子光学、量子信息以及开放系统等领域

的研究有一定意义。
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