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基于犔１范数和曲波系数双约束的稀疏角度
微分相位衬度计算机层析成像重建方法
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摘要　微分相位衬度计算机层析成像法（ＤＰＣＣＴ）是一种新的Ｘ射线无损检测方法。与传统方法相比，该方法在

检测弱吸收物质时优势明显。但ＤＰＣＣＴ技术需要进行多次扫描后才能获取足够的样品信息，这必将导致很长的

辐射时间和巨大的辐射剂量。因此，研究在稀疏角度条件下的ＤＰＣＰＣ重建算法就显得尤为重要。分析了ＤＰＣ

ＣＴ的特点，在凸集投影（ＰＯＣＳ）的理论框架下，将犔１ 范数、曲波系数约束和经典的代数迭代算法（ＡＲＴ）相结合提

出了一种适合ＤＰＣＣＴ的重建算法。数值模拟和实验的结果表明，该方法可以根据少量投影数据获得较好的重建

结果。
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１　引　　言

对于弱吸收物质，Ｘ射线相衬成像方法使用折

射信息，而不是衰减信息作为成像信号，这样可以提

供更加丰富的关于物体内部结构的信息。到现在为

止，Ｘ射线相衬成像技术已经发展出４大类方法：干

涉成像法、衍射增强成像法（ＤＥＩ）、相位传播法和光

栅成像法。在这些方法中，后两种方法的优势在于

它们都可以采用宽带非单色光源，而前两种方法则

０１１１００３１
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对射线的平行性与相干性要求非常高。但相较于光

栅成像法，相位传播法对光源的空间相干性有较高

的要求，因此被局限于功率较低的微焦点源，光栅成

像法较好地解决了这个问题，显示出较强的应用前

景。干涉成像法可以测量Ｘ射线的相位分布，相位

传播法可以测量Ｘ射线相位的二阶梯度分布，衍射

增强成像法和光栅成像法则可以测量Ｘ射线相位

的一阶梯度分布。因此，衍射增强成像法和光栅成

像法常被统称为微分相位衬度 （ＤＰＣ）成像法，而基

于这两种成像方法的计算机断层成像（ＣＴ）技术称

为ＤＰＣＣＴ。无论是ＤＥＩ还是光栅成像法所得到

的都不是直接的相位信息，而是包含相位信息的投

影像，均需要对物体进行多次扫描，通过信息分离方

法来得到相位的一阶导数信息，而此过程必将导致

极大的辐射剂量与过长的辐射时间。因此研究稀疏

角度下的重建算法对ＤＰＣＣＴ有着重要意义。目

前，ＤＰＣＣＴ重建算法大致可分为两大类，第一类算

法主张恢复出物体的相位项δ
［１－２］，第二类算法主张

恢复出相位项梯度δ
［３－４］，本文针对第二类算法展

开研究。

与传统ＣＴ类似，ＤＰＣＣＴ也可以归结为求解

线性方程组的问题。在稀疏角度条件下，由于数据

量的缺失，观测数据个数远小于待恢复的像素个数。

此时，满足该方程组的解有无穷多个，而待重建图像

只是这些解当中的一个。因此，往往需要加入恰当

的约束条件，从满足方程组的解当中选择一个满足

约束条件的解。或者说需要将该问题归结为约束优

化问题。基于集合理论的凸集投影法（ＰＯＣＳ）
［５］是

约束优化问题的一个著名方法，这种理论将观测数

据一致性以及其他约束条件视为若干集合，解空间

就是这些集合的交集。值得一提的是，约束条件往

往需要根据具体问题的特点选择。众所周知，在图

像处理领域，小波变换因具备良好的多分辨率特性、

时频局域性以及对光滑奇异性函数的最优逼近性等

特征而得到了广泛的应用。然而在大多数情况下，

函数的奇异性（边缘不连续的线状特征）不仅仅是点

奇异，更多的则表现为线奇异、面奇异。在这种情况

下，小波变换已不能精确地表达图像边缘线段的方

向及线状特征等，因此小波变换会在边缘或细节位

置出现模糊。为了提取高维函数的奇异性这类有效

信息，Ｃａｎｄｅｓ等
［６－７］利用多尺度几何分析的思想，

相继提出了第一代和第二代曲波，并构造了曲波的

紧框架，对于具有光滑奇异性曲线的目标函数，曲波

变换提供了稳定的、高效的和近乎最优的表示，可以

有效地区分曲线和噪声［８－９］。本文根据ＤＰＣＣＴ的

特点，将犔１ 范数约束和曲波变换系数约束作为约束

条件，结合经典的代数迭代算法（ＡＲＴ）提出了适用

于相位项梯度δ重建的 ＡＲＴ犔
１Ｃｕｒｖｅｌｅｔ算法。

仿真和实验结果证明了在均方误差意义下 ＡＲＴ

犔１Ｃｕｒｖｅｌｅｔ算法的重建精度优于 ＡＲＴ和基于犔１

范数约束的代数迭代算法（ＡＲＴ犔１），能更好地重

建图像边缘，消除斑点状噪声，在相同的迭代次数下

拥有比ＡＲＴ犔１ 算法
［１０］更好的重建效果，但曲波变

换消耗了大量的时间，重建时间大于 ＡＲＴ犔１ 算

法。

２　数学物理模型

通过二维空间模型来说明微分相位衬度的成像

模型，如图１（ａ）所示。图中狓狅狔 为固定坐标系；

狓ｒ狅狔ｒ为旋转坐标系；Ｘ射线的传播方向为狓ｒ轴正

方向；为射线与狓轴正方向的夹角；θ为射线穿过物

体后在二维平面内的折射角；δ（狓，狔）函数代表物体

相位项在二维平面狓狅狔上的分布函数。

图１ 折射作用示意图。（ａ）连续域；（ｂ）离散域

Ｆｉｇ．１ Ｓｋｅｔｃｈｏｆｔｈｅｒｅｆｒａｃｔｉｏｎ．（ａ）Ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｄｏｍａｉｎ；（ｂ）ｄｉｓｃｒｅｔｅｄｏｍａｉｎ

　　物体对Ｘ射线的折射和吸收可由复合折射率

狀＝１－δ＋ｉβ来描述，其中δ称为相位项，β称为吸收

项。根据图１（ａ）所示的几何关系，Ｘ射线经过物体

后的折射角θ与相位项梯度δ的关系可归结为

０１１１００３２
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θ＝∫
δ（狓，狔）

狔ｒ
ｄ狓ｒ＝

∫δ（狓，狔）ｄ狓ｒ
狔ｒ

． （１）

　　同时，根据图１所示的几何关系可得

狔＝狓ｒｓｉｎ＋狔ｒｃｏｓ

狓＝狓ｒｃｏｓ－狔ｒｓｉｎ
烅
烄

烆 
． （２）

　　将（２）式代入（１）式可得

∫
δ（狓，狔）

狔
ｄ狓ｒ＝ｓｉｎ∫

δ（狓，狔）

狓ｒ
ｄ狓ｒ＋ｃｏｓ∫

δ（狓，狔）

狔ｒ
ｄ狓ｒ

∫
δ（狓，狔）

狓
ｄ狓ｒ＝ｃｏｓ∫

δ（狓，狔）

狓ｒ
ｄ狓ｒ－ｓｉｎ∫

δ（狓，狔）

狔ｒ
ｄ狓

烅

烄

烆
ｒ

， （３）

式中δ（狓，狔）／狓ｒ表示相位项沿狓ｒ方向的梯度，如

果将空气的折射系数认为是０，则

∫δ（狓，狔）／狓ｒｄ狓ｒ≡０． （４）

　　将（４）式代入（３）式化简后，可得

θｃｏｓ＝∫
δ（狓，狔）

狔
ｄ狓ｒ

θｓｉｎ＝－∫
δ（狓，狔）

狓
ｄ狓

烅

烄

烆
ｒ

． （５）

　　以相位项梯度δ为目标的重建算法是以（５）式

为基础的。将相位项水平方向的梯度δ（狓，狔）／狓的

相反数作为待重建图像狌，将折射角θｓｉｎ作为测量

值狆，二维平面离散化的待重建物体，如图１（ｂ）所示，

根据（５）式中水平方向的梯度公式可知，第犻条射线

穿过物体后的折射角θ犻满足

θ犻ｓｉｎ犻 ＝∑
犜

狋

狉犻，狋狌狋，　犻＝１，２，…，犐， （６）

式中犻为射线与狓轴的夹角；狌狋为待重建图像的第狋

个像素；犐为射线总个数；犜为像素值总个数；如果射

线犻穿过像素狋，狉犻，狋为１，否则为０。由于在实际运用

中，测量误差和噪声无法避免，故在考虑存在误差犲

的情况下，（６）式可用矩阵表示为

狆＝犚·狌＋犲， （７）

式中犲为误差向量，犚为投影矩阵，定义为

犚＝

狉１，１ 狉１，２ … 狉１，犜

狉２，１ 狉２，２ … 狉２，犜

  

狉犐，１ 狉犐，２ … 狉犐，

熿

燀

燄

燅犜

． （８）

３　算法原理

３．１　算法原理

本文将（７）式的解集表示为

犆０ ＝ 狌狘‖狆－犚·狌‖
２
２ ＜ξ｛ ｝０ ， （９）

式中ξ０ 为反映误差的门限参数。在稀疏角度条件

下，由于数据量的缺失，观测数据个数往往远小于待

重建图像的像素个数。此时，集合犆０ 中符合要求的

解往往有无穷多个，而待重建图像只是这些解当中

的一个。若要从这些解中找出待重建图像，则需要

增加约束条件。

与光学图像不同，物体的断层图像的像素取决

于该位置的材质，而相同材质的物质总是聚集在一

起的，因此，如果用δ代表断层图像的边沿，则δ

具有良好的稀疏性。众所周知，犔１ 范数是求解稀疏

信号时常见的约束条件。本文用集合的形式，将该

约束条件表示为

犆１ ＝ ｛狌狘‖狌‖１ ＜ξ１｝， （１０）

式中ξ１ 为犔
１ 范数的门限参数。

δ通常表现为若干曲线，但犔
１ 范数只能保证

重建出的图像是稀疏的，不能保证非零像素点可以

连接成曲线。曲波变换是一种对描述图像中曲线有

着相当强表达能力的变换方法，与小波变换相比，曲

波变换中的曲波基具有方向性，对于表达具有方向

性的曲线有着无可比拟的稀疏优越性。第一代曲波

变换利用了脊波变换的相关知识，而第二代曲波变

换主要在频域进行，在频域中通过快速算法［１１］来得

到曲波系数的频域表达式。２００５年，Ｃａｎｄｅｓ等
［１１］

提出了两种快速离散曲波变换算法，即非等距快速

傅里叶变换（ＵＳＦＦＴ）算法和频域装配（ＦＷ）算法，

并证明了频域装配算法在计算速度等方面优于非等

距快速傅里叶变换算法，因此，本文选用频域装配算

法。

空域曲波基φ犼，犾（犽１，犽２）都是由尺寸参数犼、表

示方向的角度参数犾和空间坐标（犽１，犽２）这三个参

量来标定的。图２（ａ）为一个在固定尺度犼和方向角

度参数犾范围内的曲波基φ犼，犾（犽１，犽２）的示意图，

图２（ｂ）为傅里叶域中的φ犼，犾（ω１，ω２）。由图２（ａ）可

见，离散曲波基φ犼，犾（犽１，犽２）具有明显的方向性：当曲

波基φ犼，犾（犽１，犽２）与曲线狇大体重合时，如图２（ｃ）所

示，快速算法得出的曲波系数犮犼．犾（犽１，犽２）是一个幅

值比较大的数；否则，如图２（ｄ）所示，系数犮犼．犾（犽１，

犽２）是一个接近于０的数。因此，用非常少的曲波系

０１１１００３３
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图２ 曲波基和稀疏表达。（ａ）时域中的曲波基；（ｂ）频域中的曲波基；（ｃ）和（ｄ）为曲波基对曲线的表达

Ｆｉｇ．２ Ｃｕｒｖｅｌｅｔａｎｄｓｐａｒｓｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ．（ａ）Ｃｕｒｖｅｌｅｔｉｎｓｐａｔｉａｌｄｏｍａｉｎ；（ｂ）ｃｕｒｖｅｌｅｔｉｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎ；

（ｃ）ａｎｄ（ｄ）ｄｅｎｏｔｅｔｈｅｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓｏｆａｃｕｒｖｅｕｓｉｎｇｃｕｒｖｅｌｅｔｓ

数就可以较好地表达一条曲线［１１－１２］。

图像狌的曲波变换系数向量犮也具有非常良好

的稀疏性。将曲波系数作为约束条件，用集合形式

表示为

犆２ ＝ ｛狌狘‖犮‖１ ＜ξ２，犮＝犉Ｃｕｒｖｅｌｅｔ（狌）｝，（１１）

式中ξ２ 为曲波变换系数的门限参数，犉Ｃｕｒｖｅｌｅｔ为曲波

变换算子。

考虑（９）～（１１）式所示的三个条件，在稀疏角度

的微分相位衬度领域，可以将集合犆０、犆１和犆２的交

集犆０∩犆１∩犆２认为是可行解的集合。至此，本文将

ＤＰＣＣＴ重建问题归结为如何求交集犆０∩犆１∩犆２

的问题。不失一般性，假定向凸集犆０、犆１ 和犆２ 对应

投影的算子分别为犉０、犉１ 和犉２。根据ＰＯＣＳ算法可

知，犆０、犆１ 和犆２ 的交集可通过下式所示的迭代过程

求解：

狌狀 ＝犉２犉１犉０（狌
狀－１）， （１２）

式中狀为迭代次序；算子犉０、犉１和犉２可以理解为一

种映射关系，将当前解狌狀－１ 映射到相应的集合犆０、

犆１ 和犆２ 内。而本文通过设定在对应算子犉０、犉１ 和

犉２ 中的门限参数珓ξ０、珓ξ１ 和珓ξ２ 来求得交集的可行解，

使之满足在集合犆０，犆１，犆２中参数ξ０、ξ１和ξ２对集合

的约束要求。

３．２　算法流程

犉０、犉１ 和犉２ 的构造方式有很多，本文将凸集映

射犉０选择为经典的ＡＲＴ算法，凸集映射犉１通过最

速下降法实现，凸集映射犉２ 由阈值法实现，曲波变

换通过装配算法［１１］实现。综上所述，本文提出的

ＡＲＴ犔１Ｃｕｒｖｅｌｅｔ算法的流程如下：

１）设定迭代初始值

狌０ ＝０，狀＝１． （１３）

　　２）执行ＡＲＴ迭代，该步骤对应于映射犉０，即

狌 ＝狌
狀－１，

狌 ＝狌

＋狉犿

狆犿 －狉犿·狌


狉犿·狉犿
，犿＝１，２，…，犐，（１４）

式中犿为ＡＲＴ迭代次序，向量狉犿 为投影矩阵的第

犿 行，狆犿 为向量狉犿 对应的观测值，犐为观测数据总

个数（即每个角度下的射线总数），迭代截止参数珓ξ０

由迭代总次数犖 代替。

３）由梯度下降法在狌的某个邻域内搜索犔１

范数最小的解，该步骤对应于映射犉１，即

狌狀 ＝狌
，

Ｗｈｉｌｅ‖狌
狀
－狌

狀－１
‖１ ＜珓ξ１，

　　　　狌
狀
＝狌

狀
－η·

‖狌‖１

狌
，

ｅｎｄ， （１５）

式中珓ξ１为搜索半径，η为迭代步长。如果搜索半径珓ξ１

选择过大，则步骤３）的搜索结果狌狀 有可能不满足

（１０）式中的约束条件，反之，则犔１ 范数对图像的约

束作用很难体现出来。当λ＝０时，算法将退化为经

典的ＡＲＴ算法。在迭代初期，图像矢量狌 与真实值

的差距较大，应当给予一个比较大的搜索半径珓ξ１ 以

增大犔１ 范数对图像的约束。随着迭代的进行，逐步

逼近精确解，此时应减小搜索半径珓ξ１。换句话说，搜

索半径珓ξ１ 应当在迭代过程中自适应地调整。在迭代

总次数犖 预先设定的情况下，珓ξ１ 的自适应调整方式

为

珓
ξ１（狀）＝σ·（１－

狀
犖
）‖狌‖１， （１６）

式中０＜σ＜１，σ应当根据经验选择，建议该参数取

为略小于１的数值，本文将σ设定为０．９。

针对步长η，选择方式可表示为

η＝０．１×‖狌

‖１／犑， （１７）

式中‖狌

‖１／犑表示图像矢量狌

所有像素绝对值

的平均值。

４）采用频域装配算法
［１１］对狌狀 进行曲波变换，

将曲波系数犮中元素模的最大值记为犮ｍａｘ。频域装

配算法的主要流程如下：

０１１１００３４
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图３ 频域装配算法示意图。（ａ）同心方；（ｂ）装配过程

Ｆｉｇ．３ Ｓｋｅｔｃｈｏｆｆｒｅｑｕｅｎｃｙｆｒａｐｐｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ．（ａ）Ｃｏｎｃｅｎｔｒｉｃｓｑｕａｒｅｓ；（ｂ）ｗｒａｐｐｉｎｇ

　　① 将原大小为犖×犖 的图像犳进行二维快速

离散傅里叶变换，得到在傅里叶域的采样系数

犳（ω１，ω２），其中－
犖０
２
＜ω１＜

犖０
２
，－
犖０
２
＜ω２＜

犖０
２
，

犖０ ＝２
犿，犖０／２＝２

犿－１。

② 对每一个固定尺度参数犼和角度参数犾条件

下的傅里叶系数犳（ω１，ω２）进行加窗运算，设加窗后

的 结 果 为 犳^犼，犾（ω１，ω２），^犳犼，犾（ω１，ω２） ＝ 珘φ犼，犾（ω１，

ω２）犳（ω１，ω２），其中，楔形频域窗珘φ犼，犾（ω１，ω２）的形状如

图３（ａ）中灰色阴影区域所示，其具体的构造方法为

珘φ犼，犾，犽（ω１，ω２）＝ｅｘｐ（－ｉ〈珘犫
犼，犾
犽 ，ω〉）２

－３犼／４犠（２－犼ω１）犞（２
［犼／２］ω２／ω１－犾），

２犼－１ ≤ω１ ≤２
犼＋１，－２

［犼／２］·２
３
≤ω２／ω１ ≤２

［犼／２］·２
３
， （１８）

式中珘犫犼
，犾
犽 ＝［犛

－１
θ ］

Ｔ
犼，犾（犽１２

－犼，犽２２
－［犼／２］）表示珘φ犼，犾，犽（ω１，ω２）对应在空域中的位置，犽＝（犽１，犽２），［犼／２］表示取最接

近且小于等于犼／２的整数，剪切矩阵犛θ＝
１ ０

－ｔａｎθ
［ ］

１
，犛－１θ ＝

１ ０

ｔａｎθ
［ ］

１
，旋转角度θ犼，犾＝２π·２

－［犼／２］·犾，犾＝

－２
［犼／２］，－２

［犼／２］＋１，…，２
［犼／２］－１，角度窗犞（狓）和半径窗犠（狓）的构造函数为

［１３］

犞（狓）＝

１， 狘狓狘≤１／３

ｃｏｓ
π
２
γ（３狘狓狘－１［ ］）， １／３＜狘狓狘≤２／３

０，

烅

烄

烆 ｅｌｓｅ

， （１９ａ）

犠（狓）＝

ｃｏｓ
π
２
γ（５－６狓［ ］）， ２／３≤狓≤５／６

１， ５／６＜狓≤４／３

ｃｏｓ
π
２
γ（３狓－４［ ］）， ４／３＜狓≤５／３

０，

烅

烄

烆 ｅｌｓｅ

， （１９ｂ）

γ（狓）＝
０， 狓≤０，

１， 狓≥１｛ ，
　γ（狓）＋γ（１－狓）＝１，狓∈ 瓗． （１９ｃ）

　　③ 对加窗运算后的数据犳^犼，犾（ω１，ω２）进行周期

延拓，过程如图３（ｂ）所示，得到包装后的数据

珟犳犼，犾 狀１，狀［ ］２ ＝犠犳^犼，犾 狀１，狀［ ］２ ＝

∑
犿
１∈犣
∑
犿
２∈犣

犳^犼，犾 狀１＋犿１·犔１，犼，狀２＋犿２·犔２，［ ］犼 ，　

（２０）

式中０＜狀１＜犔１，犼，０＜狀２＜犔２，犼。

④ 在以原点为中心的矩形［犔１，犼，犔２，犼］范围内运

用二维快速离散傅里叶逆变换，得到离散曲波变换

系数犮犼，犾（犽１，犽２）。

⑤ 遍历所有的尺度参数犼和角度参数犾即可得

到原图像的所有曲波系数。

０１１１００３５
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５）对曲波系数进行修正，此步骤对应于映射犉２，

即

犮（犽）＝
犮（犽）， 犮（犽）≥珓ξ２·犮ｍａｘ

０，｛ ｅｌｓｅ
，犽＝１，２，…，犓，

（２１）

式中犽为曲波系数向量犮中元素的次序；珓ξ２为大于０

且小于１的参数，需根据经验选择，自适应选择方式

可表示为

珓
ξ２ ＝０．０５× １－

狀（ ）犖 ． （２２）

　　６）使用修正后的曲波系数犮执行逆曲波变换

得到图像狌狀。

对曲波系数犮犼，犾（犽１，犽２）作傅里叶变换得犠犼，犾

（ω１，ω２），对犠犼，犾（ω１，ω２）作逆装配得犳^犼，犾（ω１，ω２），最

后在尺度参数为犼、角度参数为犾的楔形区域内根据

犳^犼，犾（ω１，ω２）＝珘φ犼，犾［ω１，ω２］犳（ω１，ω２）得原图像的傅里

叶系数犳（ω１，ω２）＝
犳^犼，犾（ω１，ω２）

珘φ犼，犾［ω１，ω２］
。遍历所有的尺度

参数犼和角度参数犾即可得到原图像的所有傅里叶

系数，并进行逆傅里叶变换即可恢复出原始图像犳。

７）判断是否满足终止条件。

将终止条件设定为迭代次序狀大于等于预先设

定的最大迭代次数犖。如果狀≥犖，则输出狌
狀作为最

终结果；否则，令狀＝狀＋１并转至步骤２），启动下一

轮迭代。步骤２）对应于映射犉０，作用是保证数据的一

致性；步骤３）对应于映射犉１，作用是对结果进行犔
１

范数约束；步骤４）～６）对应于映射犉２，作用是对结

果进行曲波系数约束。如果去掉步骤４）～６），则该

算法将转化为ＡＲＴ犔１ 方法
［８］。

算法的流程图如图４所示。

４　仿真实验与分析

４．１　仿真实验

以相位项δ水平梯度δ／狓的重建为例验证算

法的有效性，垂直梯度δ／狔的重建与之类似。分

别选用ＳｈｅｐｐＬｏｇａｎ模型和校徽模型来模拟纯相

位物体的断层，并假定上述断层位于一个边长为

８ｍｍ的视野（ＦＯＶ）内，如图５所示。

图４ ＡＲＴ犔１Ｃｕｒｖｅｌｅｔ算法流程图

Ｆｉｇ．４ ＦｌｏｗｃｈａｒｔｏｆＡＲＴ犔
１Ｃｕｒｖｅｌｅｔａｌｇｏｒｉｔｈｍ

图５ 视场中的各种模型。（ａ）ＳｈｅｐｐＬｏｇａｎ模型；（ｂ）校徽模型；（ｃ），（ｄ）为图（ａ）、（ｂ）水平梯度的绝对值

Ｆｉｇ．５ ＭｏｄｅｌｓｉｎＦＯＶ．（ａ）ＳｈｅｐｐＬｏｇａｎｍｏｄｅｌ；（ｂ）ｂａｄｇｅｍｏｄｅｌ；（ｃ），（ｄ）ａｂｓｏｌｕｔｅｖａｌｕｅｓｏｆｔｈｅｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ

ｇｒａｄｉｅｎｔｏｆＦｉｇ．（ａ），（ｂ）

０１１１００３６
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　　在仿真试验中，视野中图像的分辨率设定为

２５６ｐｉｘｅｌ×２５６ｐｉｘｅｌ。将上述模型的灰度值量化至

０～２．５５×１０
－７区间来模拟物体的相位项δ（狓，狔），

然后采用（２３）式所示的滤波器与相位项δ（狓，狔）卷

积得到相位项的水平梯度δ／狓，将其作为待重建

图像，水平梯度δ／狓的绝对值｜δ／狓｜如图５（ｃ）、

（ｄ）所示。在采样过程中，待重建物体以５°为间隔

旋转３６次。在得到观测数据后，分别采用ＡＲＴ犔１

算法和 ＡＲＴ犔１Ｃｕｒｖｅｌｅｔ算法进行重建。其中，

（１６）式中的参数σ选为０．９。

犺＝
１

８

－１ ０ １

－２ ０ ２

－

熿

燀

燄

燅１ ０ １

． （２３）

　　本节采用两组实验验证算法。在第一组实验

中，不考虑任何误差和噪声，ＡＲＴ犔１ 算法和ＡＲＴ

犔１Ｃｕｒｖｅｌｅｔ算法迭代次数均为１５，重建结果的绝对

值如图６所示。第二组实验中，在折射角数据中加

入均值为０且标准差为折射角数据标准差０．２倍的

高斯噪声，ＡＲＴ犔１ 算法和 ＡＲＴ犔１Ｃｕｒｖｅｌｅｔ算法

迭代次数均为１５，重建结果的绝对值如图７所示。

图６ 理想条件下的重建结果。（ａ），（ｂ）ＡＲＴ犔１ 重建结果；（ｃ），（ｄ）ＡＲＴ犔１Ｃｕｒｖｅｌｅｔ重建结果

Ｆｉｇ．６ Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｓｉｎｉｄｅａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎ．（ａ），（ｂ）ＡＲＴ犔
１ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ；（ｃ），（ｄ）ＡＲＴ犔１Ｃｕｒｖｅｌｅｔ

ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ

　　为了更方便地评价图像重建的质量，本文采用

以下三种评价标准：均方误差（ＭＳＥ，犈ＭＳ）、峰值信

噪比 （ＰＳＮＲ，犚ＰＳＮ）及结构相似性系数 （ＳＳＩＭ，

犛ＳＩＭ）
［１４］。ＭＳＥ定义为重建图像与真实值之间的均

方误差，即

犈ＭＳ（犽）＝
‖狌

犽
－狌

ｅｘａｃｔ
‖
２
２

‖狌
ｅｘａｃｔ
‖
２
２

， （２４）

式中狌ｅｘａｃｔ表示真实图像向量；狌犽 表示第犽次迭代后

的向量。ＰＮＳＲ定义为信号最大功率和影响它精度

的破坏性噪声功率的比值，表示重建图像与真实值

之间的接近程度，即

犚ＰＳＮ（犽）＝２０·ｌｇ
ｍａｘ（狌犽）－ｍｉｎ（狌

犽）

‖狌
犽
－狌

ｅｘａｃｔ
‖２／犔

，（２５）

式中犔表示图像向量狌的长度。在图像处理领域

常用ＰＮＳＲ来客观评价经程序处理后的图像品质。

但大量的实验结果表示，峰值信噪比的高低无法和

人眼观察到的视觉品质完全一致，为了能更有效地

评价算法的重建效果，引入不同于传统评价标准的

ＳＳＩＭ，定义式为

犛ＳＩＭ（狓，狔）＝
（２μ狓μ狔＋犆１）（２σ狓狔＋犆２）

（μ
２
狓＋μ

２
狔＋犆１）（σ

２
狓＋σ

２
狔＋犆２）

，

犕ＳＳＩＭ（犡，犢）＝
１

犕∑
犕

犼＝１

犛ＳＩＭ（狓，狔）， （２６）

式中犕ＳＳＩＭ为平均结构相似度（ＭＳＳＩＭ）；狓＝｛狓犻狘犻＝

１，２，…，犖｝和狔＝｛狔犻狘犻＝１，２，…，犖｝表示用来对比结

构相似性的两幅图的局部离散非负信号；μ狓 和σ狓 分别

代表局部信号狓的均值和方差，它们可被视为局部

信号狓的亮度和对比度的估计值；相对应地，μ狔和σ狔

分别代表局部信号狔的均值和方差；犆１，犆２ 是为了

防止分母为０时设定的常量，其中，犆１ ＝ （犓１犘）
２，

犆２ ＝（犓２犘）
２，犓１，犓２ 为可调节的常量参数，此处本

文设定犓＝［０．０５，０．０３］，犘表示像素值的动态范

０１１１００３７
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图７ 噪声条件下的重建结果。（ａ），（ｂ）ＡＲＴ犔１ 重建结果；（ｃ），（ｄ）ＡＲＴ犔１Ｃｕｒｖｅｌｅｔ重建结果

Ｆｉｇ．７ Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｓｉｎｎｏｉｓｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ．（ａ），（ｂ）ＡＲＴ犔
１ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ；（ｃ），（ｄ）ＡＲＴ犔１Ｃｕｒｖｅｌｅｔ

ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ

图８ 在理想条件下两重建算法关于ＳｈｅｐｐＬｏｇａｎ图像的三种评价标准对比图。（ａ）均方误差；（ｂ）峰值信噪比；

（ｃ）ＡＲＴ犔１ 算法和（ｄ）ＡＲＴ犔１Ｃｕｒｖｅｌｅｔ算法的ＳＳＩＭ分布图

Ｆｉｇ．８ ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｔｈｒｅｅｅｖａｌｕａｔｉｏｎｓｔａｎｄａｒｄｓｏｆｔｈｅｔｗｏａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒＳｈｅｐｐＬｏｇａｎｍｏｄｅｌｉｎｉｄｅａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎ．

（ａ）ＭＳＥ；（ｂ）ＰＳＮＲ；ＳＳＩＭｉｎｄｅｘｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｍａｐｓｏｆ（ｃ）ＡＲＴ犔
１ａｎｄ（ｄ）ＡＲＴ犔１Ｃｕｒｖｅｌｅｔ

围，此处犘＝２５５。ＳＳＩＭ 表示用来对比的两幅图像

之间的结构相似性大小，包括亮度、对比度及结构上

的对比，为更好地评价图像质量提供了一种新的评

价标准。

分别给出在理想和噪声条件下，两个算法关于

ＳｈｅｐｐＬｏｇａｎ图形和校徽图案的重建结果的质量评

价图，如图８～１１所示。其中，图８～１１中的图（ａ）

表示ＡＲＴ犔１和ＡＲＴ犔１Ｃｕｒｖｅｌｅｔ算法的均方误

０１１１００３８



李梦婕等：　基于犔１ 范数和曲波系数双约束的稀疏角度微分相位衬度计算机层析成像重建方法

图９ 噪声条件下两重建算法关于ＳｈｅｐｐＬｏｇａｎ图像的三种评价标准对比图。（ａ）均方误差；（ｂ）峰值信噪比；

（ｃ）ＡＲＴ犔１ 算法和（ｄ）ＡＲＴ犔１Ｃｕｒｖｅｌｅｔ算法的ＳＳＩＭ分布图

Ｆｉｇ．９ ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｔｈｒｅｅｅｖａｌｕａｔｉｏｎｓｔａｎｄａｒｄｓｏｆｔｈｅｔｗｏａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒＳｈｅｐｐＬｏｇａｎｍｏｄｅｌｉｎｎｏｉｓｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ．

（ａ）ＭＳＥ；（ｂ）ＰＳＮＲ；ＳＳＩＭｉｎｄｅｘｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｍａｐｓｏｆ（ｃ）ＡＲＴ犔
１ａｎｄ（ｄ）ＡＲＴ犔１Ｃｕｒｖｅｌｅｔ

图１０ 理想条件下两重建算法关于校徽图像的三种评价标准对比图。（ａ）均方误差；（ｂ）峰值信噪比；

（ｃ）ＡＲＴ犔１ 算法和（ｄ）ＡＲＴ犔１Ｃｕｒｖｅｌｅｔ算法的ＳＳＩＭ分布图

Ｆｉｇ．１０ ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｔｈｒｅｅｅｖａｌｕａｔｉｏｎｓｔａｎｄａｒｄｓｏｆｔｈｅｔｗｏａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒＢａｄｇｅｍｏｄｅｌｉｎｉｄｅａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎ．

（ａ）ＭＳＥ；（ｂ）ＰＳＮＲ；ＳＳＩＭｉｎｄｅｘｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｍａｐｓｏｆ（ｃ）ＡＲＴ犔
１ａｎｄ（ｄ）ＡＲＴ犔１Ｃｕｒｖｅｌｅｔ

０１１１００３９
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差收敛曲线对比图；图８～１１中的图（ｂ）表示ＡＲＴ

犔１ 和ＡＲＴ犔１Ｃｕｒｖｅｌｅｔ算法的峰值信噪比收敛曲

线对比图；图８～１１中的图（ｃ）表示ＡＲＴ犔
１ 算法的

结构相似性指数分布图；图８～１１中的图（ｄ）表示

ＡＲＴ犔１Ｃｕｒｖｅｌｅｔ算法的结构相似性指数分布图。

均方误差和峰值信噪比曲线变化的趋势反映了算法

在迭代次数意义下的收敛速度；而结构相似性指数

分布图中的局部亮度则代表着当前位置指数的幅值

大小，亮度越高，则代表相似度越大，反之，则越小。

图１１ 噪声条件下两重建算法关于校徽图像的三种评价标准对比图。（ａ）均方误差；（ｂ）峰值信噪比；

（ｃ）ＡＲＴ犔１ 算法和（ｄ）ＡＲＴ犔１Ｃｕｒｖｅｌｅｔ算法的ＳＳＩＭ分布图

Ｆｉｇ．１１ ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｔｈｒｅｅｅｖａｌｕａｔｉｏｎｓｔａｎｄａｒｄｓｏｆｔｈｅｔｗｏａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒＢａｄｇｅｍｏｄｅｌｉｎｎｏｉｓｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ．

（ａ）ＭＳＥ；（ｂ）ＰＳＮＲ；ＳＳＩＭｉｎｄｅｘｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｍａｐｓｏｆ（ｃ）ＡＲＴ犔
１ａｎｄ（ｄ）ＡＲＴ犔１Ｃｕｒｖｅｌｅｔ

　 　 中央处理器为ＩｎｔｅｌＣｏｒｅＩ５２３２０，３ＧＨＺ，

２．４９Ｇ内存的个人电脑上，采用 Ｍａｔｌａｂ（２０１１ａ）软件

分别对本节涉及到的算法进行仿真，ＡＲＴ犔１ 和

ＡＲＴ犔１Ｃｕｒｖｅｌｅｔ算 法 关 于 ＳｈｅｐｐＬｏｇａｎ 模 型 和

Ｂａｄｇｅ模型的 ＭＳＥ、ＰＳＮＲ、ＭＳＳＩＭ和算法执行时间

见表１。由图６～１１和表１可知，由于引入了曲波系

数修正，本文算法可以有效地区分出点状噪声及图像

中的边缘结构，很好地解决了 ＡＲＴ犔１ 算法重建图

像中存在的点状噪声现象，因此，ＡＲＴ犔１Ｃｕｒｖｅｌｅｔ

算法使得重建图像的信噪比和结构相似性都得到显

著提高，重建结果质量优于 ＡＲＴ犔１ 算法，且随着

迭代次数的增加，该优势更加明显，除此之外，本文

算法对噪声的稳健性也更好。但由于曲波变换消耗

了大量的时间，在迭代次数相同的条件下，ＡＲＴ犔１

Ｃｕｒｖｅｌｅｔ算法消耗的时间远大于ＡＲＴ犔１ 算法。

表１ ＭＳＥ、ＰＳＮＲ、ＭＳＳＩＭ与算法执行时间

Ｔａｂｌｅ１ ＭＳＥ，ＰＳＮＲ，ＭＳＳＩＭａｎｄＣＰＵｔｉｍｅｓｏｆａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

Ｍｏｄｅｌ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ
ＭＳＥ ＰＳＮＲ ＭＳＳＩＭ

Ｉｄｅａｌ Ｎｏｉｓｙ Ｉｄｅａｌ Ｎｏｉｓｙ Ｉｄｅａｌ Ｎｏｉｓｙ
ＣＰＵｔｉｍｅ／ｓ

Ｂａｄｇｅｍｏｄｅｌ

ＳｈｅｐｐＬｏｇａｎｍｏｄｅｌ

ＡＲＴ犔１ ０．５０９０ ０．５４２３ ２１．５４３ ２１．２６５ ０．５８３７ ０．５０４３ ０．８４６０

ＡＲＴ犔１Ｃｕｒｖｅｌｅｔ ０．３６５９ ０．３９４０ ２３．００１ ２２．６７３ ０．６４０６ ０．５７７１ １４．９２８

ＡＲＴ犔１ ０．１５５４ ０．２０４６ ３１．４４１ ３０．３２０ ０．８３１６ ０．６８９３ ０．８４６０

ＡＲＴ犔１Ｃｕｒｖｅｌｅｔ ０．０８２４ ０．１０２１ ３４．３７８ ３３．４５１ ０．８６０６ ０．７８８５ １４．９２８

　　从重建结果中可以看出ＡＲＴ犔
１Ｃｕｒｖｅｌｅｔ重建

算法对于消除重建结果中斑点状的噪声效果显著，

对于图像中的边缘和线段有着更好的重建效果，并

在很少的迭代次数下就达到了良好的收敛结果，该

０１１１００３１０
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算法对于区分图像重建中的噪声和图像有着积极的

意义。

４．２　实际实验

本实验是在北京同步辐射装置４Ｗ１ＡＸ射线

成像实验站根据衍射增强成像原理完成的，实验所

用的两块晶体为Ｓｉ［１１１］晶体，探测器像素大小为

１１μｍ。实验样品为密封在胶囊中的蜜蜂，蜜蜂样

品的投影与断层图像如图１２所示，胶囊外圈直径约

为８ｍｍ。实验使用１０ｋｅＶ的同步辐射光对蜜蜂

样品进行１８０°的ＣＴ扫描，扫描间隔为０．５°。

图１２ 蜜蜂样品的投影与断层图像。（ａ）折射角图像；（ｂ）ＦＢＰ算法给出的重建断层；（ｃ）重建断层的边沿

Ｆｉｇ．１２ Ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎａｎｄｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆｂｅｅｍｏｄｅｌ．（ａ）Ｒｅｆｒａｃｔｉｏｎａｎｇｌｅｉｍａｇｅ；（ｂ）ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｓｌｉｃｅｐｒｏｖｉｄｅｄ

ｂｙＦＢＰａｌｇｏｒｉｔｈｍ；（ｃ）ｅｄｇｅｏｆｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｓｌｉｃｅ

　　晶体Ｓｉ［１１１］的达尔文宽度θＤ 约为３．７６×

１０－５
［１５］。在位移曲线左右腰处分别采集３６０幅投影

图像，并采用几何光学近似法（ＧＯＡ）
［１６］提取出３６０

幅折射角图像，每幅图像的真实大小为１３００ｐｉｘｅｌ×

１０３０ｐｉｘｅｌ，如图１２（ａ）所示。

在实际实验中，通常不可能给出待重建图像的

真实值。为了便于比较，采用经典的滤波反投影法

（ＦＢＰ）给出图１２（ａ）中虚线处的断层作为可参照的

重建结果，如图１２（ｂ）所示。在获得断层图像后，采

用一阶差分算子提取出图像的边沿，得到重建断层

的边缘，如图１２（ｃ）所示。

在这组实际实验中，设置以３°为间隔，等间隔

地选取６０幅折射角图像，并按３．２节中介绍的算法

流程分别对相位项的水平方向导数δ／狓和垂直方

向导数δ／狔进行重建。为便于观察，本实验给出

二者的绝对值之和｜δ／狓｜＋｜δ／狔｜作为重建结

果，它代表图像的边沿，在理想情况下应为若干条极

细的线。在本次试验中，将外层迭代次数设定为１５

次，重建结果如图１３所示。

图１３ 重建结果。（ａ）ＡＲＴ算法；（ｂ）ＡＲＴ犔１ 算法；（ｃ）ＡＲＴ犔１Ｃｕｒｖｅｌｅｔ算法

Ｆｉｇ．１３ Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ．（ａ）ＡＲＴａｌｇｏｒｉｔｈｍ；（ｂ）ＡＲＴ犔
１ａｌｇｏｒｉｔｈｍ；（ｃ）ＡＲＴ犔

１Ｃｕｒｖｅｌｅｔａｌｇｏｒｉｔｈｍ

　　从重建结果图１３中的箭头所指区域可以看出，

ＡＲＴ犔１Ｃｕｒｖｅｌｅｔ算法对于弱小边缘的恢复较佳；

从放大的方框区域中可以看出，ＡＲＴ犔１Ｃｕｒｖｅｌｅｔ

算法对于蜜蜂组织结构的边缘轮廓比 ＡＲＴ犔１ 方

法重建的更清晰；且本文算法对于消除斑点状的噪

声效果更明显，但算法中的曲波变换过程消耗了很

０１１１００３１１
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多时间，重建时间多于ＡＲＴ犔１ 算法。

５　结　　论

将压缩感知理论引入到ＤＰＣＣＴ重建中，针对

于恢复物体的相位项梯度，测试了经典的 ＡＲＴ算

法和 ＡＲＴ犔１ 算法在ＤＰＣＣＴ中的重建效果。根

据ＤＰＣＣＴ的特点，将经典的 ＡＲＴ算法中加入了

犔１ 范数和曲波变换系数的双重约束，提出了适合相

位项梯度重建的ＡＲＴ犔１Ｃｕｒｖｅｌｅｔ算法。仿真实验

结果表明，该算法在祛除点状噪声和图像边缘重建

方面效果显著，在均方误差意义上重建精度优于

ＡＲＴ犔１ 算法。实际实验证结果明了该算法的有效

性，为ＤＰＣＣＴ的实际应用提供了一种有效的解决

方案。
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