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摘要　径向剪切干涉术目前被广泛运用于波前检测，但其测量结果中不仅包括待测波前的实际相位信息，也包括

剪切干涉仪自身的系统误差。通过平移待测元件获取其产生的透射波前在不同位置时的干涉条纹图所包含的相

位信息，运用最大似然方法对多次采集的相位差进行线性组合分析和最大似然估计，将待测波前相位差与系统误

差相位差分离。对该方法进行了模拟实验，结果表明最大似然法可以将系统误差相位差与待测波前相位差分离，

实现对剪切干涉仪的标定，为提取和重建待测元件波前消除了系统误差的干扰。
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１　引　　言

环路径向剪切干涉（ＣＲＳＩ）测试技术作为一种

高精密干涉计量技术，通常用于波前相位畸变［１～３］

的检测、激光光束近场光强分布重建［４］、自适应光学

的波前遥感［５］以及大功率激光光束表征［６，７］等方面。

与传统的双光束干涉计量技术相比，ＣＲＳＩ不需要专

门设置参考光路去实现待测波前的检测，无需加工

高精度的参考表面。此外，ＣＲＳＩ是共光路结构，还

具有对环境的扰动不敏感、稳定性强的优点。

近年来，ＣＲＳＩ已经成为波前检测应用中一个很

ｓ１１２００１１
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重要的工具。由于ＣＲＳＩ采用了共光路的结构，是

待测波前间的自身干涉，传统的条纹分析方法很难

从径向剪切干涉图中提取出待测波前的相位信息。

因此，近１０年来，研究人员相继提出了许多提取待

测波前相位并重建波前的算法。如Ｌｉ等
［８，９］提出的

基于迭代算法的波前相位重建方法和波前近场重建

方法，Ｇｕ等
［１０］提出的基于Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式的波前重

建方法等。即使参考波前存在误差，这些算法根据

光路结构也能从相位差数据中恢复出待测波前的相

位信息，实现待测波前的绝对测试。但是这些算法

的适用前提是参考光路和待测光路都应是不引入附

加像差的理想光路。因此，为使ＣＲＳＩ系统达到更

高的测量精度，需要对参考和待测光路引入的波前

误差进行标定。目前，实现对待测元件面形的绝对

测量方法有很多，如Ｓｃｈｕｌｚ等
［１１］提出的三平面互检

法，Ｈａｒｒｉｓ等
［１２，１３］提出的三球面互检法，Ｊｅｎｓｅｎ

［１４］

提出的三位置绝对测试法，Ｓｕ等
［１５］提出的最大似

然估计方法，Ｐａｒｋｓ
［１６］提出的随机球测试法等。Ｓｕ

等［１７，１８］提出和发展的最大似然估计方法是在待测

元件和参考元件的面形均未知的情况下，通过对参

考和待测元件的相互旋转，从而获取多幅测试数据，

再通过线性分析建立最大似然函数处理获得的测试

数据，从而实现待测和参考元件面形的重建。

通过对ＣＲＳＩ系统的误差分析发现，最大似然

估计方法可用于对该系统中存在的误差进行标定。

通过平移待测元件从而改变由其产生的透射待测波

前的位置，可以改变扩大和缩小光束中实际待测波

前的相位信息，但是不改变ＣＲＳＩ的系统误差。因

此，在待测波前相位差和ＣＲＳＩ系统误差相位差均

未知的情况下，本文将待测波前相位差看作待测波

前，ＣＲＳＩ系统误差相位差看作参考波前，运用最大

似然估计对波前相位进行分析，并结合最小二乘法

和Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式拟合重建波前，实现待测波前相

位差与系统误差相位差的分离。对该方法进行了模

拟实验，结果表明最大似然方法可以有效地将ＣＲＳＩ

的系统误差相位差和待测波前相位差分离，从而实

现对环路径向剪切干涉仪的标定。

２　基本原理

２．１　环路径向剪切干涉系统原理

环路径向剪切干涉系统的工作原理如图１所示。

该系统结构最早是由Ｍｕｒｔｙ
［１９］于１９６４年提出。

图１ 环路径向剪切干涉原理图

Ｆｉｇ．１ Ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｄｉａｇｒａｍｏｆｃｙｃｌｉｃｒａｄｉａｌ

ｓｈｅａｒｉｎｇｉｎｔｅｒｆｅｒｏｍｅｔｒｙ

从激光器中出射的准直平行光入射到待测元件

上，经元件透射后形成一个待测波前，该波前经过分

束棱镜（ＢＳ）被分成一束透射光（实线）和一束反射

光（虚线）。两束光经过由Ｌ１ 和Ｌ２ 组成的开普勒望

远系统，以及 Ｍ１、Ｍ２ 反射镜后，在逆时针方向上形

成缩小光束（实线），在顺时针方向上形成扩大光束

（虚线）。两光束再经分束棱镜后，在其重叠区域产

生干涉，形成干涉条纹。用犳１、犳２分别表示透镜Ｌ１、Ｌ２

的焦距，且犳２＜犳１，系统的径向剪切比为狊＝犳２／犳１，其

倒数的平方即为系统的径向剪切放大倍数。

假设由待测元件形成的原始待测波前相位分布

为犠（狓，狔），其复振幅分布为犃（狓，狔）ｅｘｐ［ｉ犠（狓，狔）］。

经透射缩小的光束为犃（狓／狊，狔／狊）ｅｘｐ［ｉ犠（狓／狊，狔／狊）］，

经反射扩大的光束为犃（狓狊，狔狊）ｅｘｐ［ｉ犠（狓狊，狔狊）］。两光

束在重叠区域形成干涉条纹，其光强分布为

犐（狓／狊，狔／狊）＝ 犃（狓／狊，狔／狊）ｅｘｐ［ｉ犠（狓／狊，狔／狊）］＋犃（狓狊，狔狊）ｅｘｐ［ｉ犠（狓狊，狔狊）］
２
＝

犃２（狓／狊，狔／狊）＋犃
２（狓狊，狔狊）＋２犃（狓／狊，狔／狊）犃（狓狊，狔狊）ｃｏｓ［犠（狓／狊，狔／狊）－犠（狓狊，狔狊）］，（１）

式中犠（狓／狊，狔／狊）和犠（狓狊，狔狊）分别表示缩小光束

和扩大光束的相位分布。若用Δ犠（狓／狊，狔／狊）表示两

光束在重叠区域的相位差，则

Δ犠（狓／狊，狔／狊）＝犠（狓／狊，狔／狊）－犠（狓狊，狔狊）．（２）

２．２　环路径向剪切干涉系统的误差分析

上述提取待测波前以及重建波前的方法，都是

ｓ１１２００１２



章　辰等：　径向剪切干涉术的标定算法研究

在忽略系统误差的情况下，通过将ＣＲＳＩ中扩大光

束与缩小光束的相位分离测量实现波前重建的。但

是实际中，产生干涉的两光束中不仅包括了待测波

前的相位信息，还含有剪切干涉仪的系统误差。如

图１所示，在ＣＲＳＩ中扩大和缩小光束虽经过的光

学元件相同，但是由于光斑大小不一样，两光束经过

光学元件的位置也不同，所以它们经过系统后包含

的像差也不同。因此，为了获得更准确的待测波前，

需要先将ＣＲＳＩ系统进行标定，去除系统误差后再

进行波前重建，从而提高 ＣＲＳＩ的测量精度和准

确度。

假设缩小光束中待测波 前的 相位 分布为

犠ｔ（狓／狊，狔／狊），系统误差的相位分布为犠ε（狓／狊，狔／狊），

扩大光束中待测波前的相位分布为犠ｔ（狓狊，狔狊），系统

误差的相位分布为犠ε（狓狊，狔狊）。则（２）式应表示为

Δ犠（狓／狊，狔／狊）＝犠（狓／狊，狔／狊）－犠（狓狊，狔狊）＝ 犠ｔ（狓／狊，狔／狊）＋犠ε（狓／狊，狔／狊［ ］）－

犠ｔ（狓狊，狔狊）＋犠ε（狓狊，狔狊［ ］）． （３）

对（３）式进行简单的数学分析，可得

Δ犠（狓／狊，狔／狊）＝犠（狓／狊，狔／狊）－犠（狓狊，狔狊）＝ 犠ｔ（狓／狊，狔／狊）＋犠ε（狓／狊，狔／狊［ ］）－

犠ｔ（狓狊，狔狊）＋犠ε（狓狊，狔狊［ ］）＝ 犠ｔ（狓／狊，狔／狊）－犠ｔ（狓狊，狔狊［ ］）＋

犠ε（狓／狊，狔／狊）－犠ε（狓狊，狔狊［ ］）＝Δ犠ｔ（狓／狊，狔／狊）＋Δ犠ε（狓／狊，狔／狊）， （４）

式中Δ犠ｔ（狓／狊，狔／狊）表示待测波前的相位差分布，

Δ犠ε（狓／狊，狔／狊）表示系统误差的相位差分布。（４）式

可简写为Δ犠 ＝Δ犠ｔ＋Δ犠ε。

在实际的测量过程中，对图１中所示的待测元

件进行平移将改变待测波前的相位分布，使Δ犠ｔ随

之变化。但是，系统误差为剪切干涉仪的固有误差，

在每次测量中不会随着待测元件位置的变化而变

化，因此Δ犠ε不变。根据此特点，利用绝对测量法

对上述相位分布进行分析和处理，即可将待测波前

的相位差与系统误差的相位差分离。

２．３　最大似然估计法

最大似然法是统计学中的一种参数估计方法，

在已知总体的概率密度函数的情况下，对其进行采

样，由采样数据来估计总体中的一个未知参数。假

设已知的概率密度函数为犘（狓狔），采样数据为狓，

要估计的未知参数为 狔。建立最大似然函数

犔（狓狔），最大似然估计会在所有可能的狔取值中，

寻找一个值使采样数据狓的“可能性”最大化，即

犔（狓狔）＝犘（狓狔）→ｍａｘ。其中采样数据狓被称为

“最大似然估计量”。

环路径向剪切干涉仪测量由待测元件产生的透

射待测波前时，随机获得的所有干涉图所对应的相

位分布Δ犠 即为一个总体。平移待测元件得到不

同相位分布的待测波前，相当于对总体进行采样，

平移后的干涉图所对应的相位分布用Δ犠犻犼表示，即

为所有的采样数据，其中犻表示第犻次平移测量，犼表

示每次平移测量得到的第犼个相位值，则

Δ犠犻犼 ＝Δ犠ｔ犻犼＋Δ犠ε＝∑
狀

犽＝１

犆ｔ犽犣犽（狓犻，狔犻）＋

∑
狀

犽＝１

犆ε犽犣犽， （５）

式中Δ犠ｔ犻犼 表示第犻次平移的待测元件相位差，犣表

示Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式，犆ｔ和犆ε表示待测波前和系统误

差的Ｚｅｒｎｉｋｅ系数，狀表示Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式的最高项

数，狓犻和狔犻表示第犻次平移时待测元件的坐标值。

将最大似然法用于分析获得的相位差分布时，

把Δ犠犻犼 作为采样数据，需要估计的未知参数为犆ｔ

和犆ε。通常情况下，环路径向剪切干涉仪随机获得

的干涉图相位Δ犠犻犼 符合正态分布。于是，建立最大

似然函数

犔（Δ犠犻犼 犆ｔ，犆ε）＝ （２π槡 σ）－
狌狏ｅｘｐ －

１

２σ
２∑

狌

犻＝１
∑
狏

犼＝１

Δ犠犻犼－∑
狀

犽＝１

犆ｔ犽犣犽（狓犻，狔犻）－∑
狀

犽＝１

犆ε犽犣［ ］犽｛ ｝２ ， （６）

式中σ表示平移测量的标准差，狌表示测量次数，狏

表示第犻次平移测量获得的相位值个数。

因为最大化似然函数同最大化它的自然对数是

等价的，所以等同于求出似然函数犔（Δ犠犻 犆ｔ，犆ε）

中指数函数的最小值，即通过下式，运用最小二乘法

求解出Ｚｅｒｎｉｋｅ系数犆ｔ和犆ε，从而实现对似然函数

的最大化：
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∑
狌

犻＝１
∑
狏

犼＝１

Δ犠犻犼－∑
狀

犽＝１

犆ｔ犽犣犽（狓犻，狔犻）［ －

∑
狀

犽＝１

犆ε犽犣 ］犽
２

→ｍｉｎ． （７）

　　上述推导过程还可以用矩阵形式表示。Ｚｅｒｎｉｋｅ

系数犆ｔ和犆ε均为列矩阵，用犆表示Ｚｅｒｎｉｋｅ系数矩

阵，则犆＝ 犆ｔ　犆［ ］ε
Ｔ。用犠 表示原始和平移得到的

干 涉 图 所 对 应 的 相 位 分 布 矩 阵，则 犠 ＝

Δ犠１　Δ犠２　…　Δ犠［ ］狌
Ｔ。由（５）式知，存在一个矩

阵犕 可以表示出矩阵犆和矩阵犠 的关系。犕犻＝

犣犜犻１　犣犜犻２　…　犣犜犻狀　犣犈犻１　犣犈犻２　…　犣犈［ ］犻狀
Ｔ，

式中犣犜犻１，犣犜犻２，…，犣犜犻狀表示待测波前相位差的

Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式，犣犈犻１，犣犈犻２，…，犣犈犻狀表示系统误差相

位差的Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式。则 犕＝［犕１　犕２　…　

犕狌］
Ｔ，矩阵犆和矩阵犠 的关系为犠＝犕犆。已知矩阵

犠，运用最大似然法求解矩阵犆，即可得到Ｚｅｒｎｉｋｅ系

数犆ｔ和犆ε，从而实现待测波前相位差和系统误差相

位差的分离。

３　模拟实验

由上述分析可知，在实际的剪切干涉仪中，由待

测元件产生的透射待测波前中存在四种波前，分别

是经ＣＲＳＩ扩大和缩小的待测波前，ＣＲＳＩ系统中顺

时针方向（扩大）和逆时针方向（缩小）的系统误差波

前。在模拟实验中，分别假设了三组代表ＣＲＳＩ系

统中顺时针系统误差波前、逆时针系统误差波前和

缩小待测波前的Ｚｅｒｎｉｋｅ系数，通过３７项Ｚｅｒｎｉｋｅ

多项式拟合三个波前，同时根据剪切比狊＝０．５插值

出扩大的待测波前。四种波前如图２所示，其中

图２（ａ）为扩大的待测波前犠ｔ（狓狊，狔狊），图２（ｂ）为缩

小的待测波前犠ｔ（狓／狊，狔／狊），图２（ｃ）为顺时针方向

的系统误差波前犠ε（狓狊，狔狊），图２（ｄ）为逆时针方向

的系统误差波前犠ε（狓／狊，狔／狊）。

图２ ＣＲＳＩ系统中存在的四种波前。（ａ）扩大的待测波前；（ｂ）缩小的待测波前；（ｃ）顺时针方向的系统误差波前；

（ｄ）逆时针方向的系统误差波前

Ｆｉｇ．２ ＦｏｕｒｗａｖｅｆｒｏｎｔｓｉｎＣＲＳＩ．（ａ）Ｅｘｐａｎｄｅｄｗａｖｅｆｒｏｎｔｕｎｄｅｒｔｅｓｔ；（ｂ）ｃｏｎｔｒａｃｔｅｄｗａｖｅｆｒｏｎｔｕｎｄｅｒｔｅｓｔ；

（ｃ）ｓｙｓｔｅｍｅｒｒｏｒｓｉｎｃｌｏｃｋｗｉｓｅｄｉｒｅｃｔｉｏｎ；（ｄ）ｓｙｓｔｅｍｅｒｒｏｒｓｉｎｃｏｕｎｔｅｒｃｌｏｃｋｗｉｓｅｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

　　根据（４）式，由ＣＲＳＩ系统中缩小和扩大的待测

波前相位可得到待测波前的相位差分布 Δ犠ｔ，如

图３（ａ）所示；由ＣＲＳＩ系统中逆时针和顺时针方向

的系统误差波前相位可得到系统误差的相位差分布

Δ犠ε，如图３（ｂ）所示。

图３ （ａ）待测波前的相位差分布；（ｂ）系统误差的

相位差分布

Ｆｉｇ．３ （ａ）Ｐｈａｓｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｏｆｗａｖｅｆｒｏｎｔｕｎｄｅｒｔｅｓｔ；

（ｂ）ｐｈａｓｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｏｆｓｙｓｔｅｍｅｒｒｏｒｓ

由Δ犠 ＝ Δ犠ｔ＋Δ犠ε 得到相位差分布，如

图４（ａ）所示。将待测元件沿垂直光轴（狕轴）的方向

平移，模拟实验中是将待测元件产生的透射波前分

别沿±狓、±狔轴平移，平移范围为待测波前直径的

１０％，得到４幅平移后的相位差分布图Δ犠犻，即沿

＋狓方向平移的Δ犠ｔ（狓＋狓０，狔）＋Δ犠ε（狓，狔）、沿

－狓方向平移的Δ犠ｔ（狓－狓０，狔）＋Δ犠ε（狓，狔）、沿

＋狔方向平移的Δ犠ｔ（狓，狔＋狔０）＋Δ犠ε（狓，狔）和沿

－狔方向平移的Δ犠ｔ（狓，狔－狔０）＋Δ犠ε（狓，狔），分别

如图４（ｂ）～（ｅ）所示。

由（６）式对图４中５幅相位差分布图建立最大似

然函数，并进行最大似然估计。再由（７）式对最大似

然函数中的指数项进行最小二乘法处理，得到待测波

前相位差的Ｚｅｒｎｉｋｅ系数犆ｔ 和系统误差相位差的

Ｚｅｒｎｉｋｅ系数犆ε。最后用３７项Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式拟合

Ｚｅｒｎｉｋｅ系数犆ｔ和犆ε，得到分离后的待测波前相位差

分布和系统误差相位差分布，分别如图５（ａ）、（ｃ）所

示。图５（ｂ）和（ｄ）分别为图３中的预设待测波前相

位差分布和系统误差相位分布。图６（ａ）、（ｂ）分别
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图４ 相位差分布。（ａ）Δ犠 相位分布；（ｂ）＋狓方向平移；（ｃ）－狓方向平移；（ｄ）＋狔方向平移；（ｅ）－狔方向平移

Ｆｉｇ．４ Ｐｈａｓｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ．（ａ）ＰｈａｓｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅΔ犠；（ｂ）ｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎａｌｏｎｇｔｈｅ＋狓ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ；（ｃ）ｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎａｌｏｎｇｔｈｅ－狓

ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ；（ｄ）ｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎａｌｏｎｇｔｈｅ＋狔ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ；（ｅ）ｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎａｌｏｎｇｔｈｅ－狔ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

图５ （ａ）模拟待测波前；（ｂ）原始待测波前；（ｃ）模拟系统误差；（ｄ）原始系统误差

Ｆｉｇ．５ （ａ）Ｐｈａｓｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｏｆｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｗａｖｅｆｒｏｎｔｕｎｄｅｒｔｅｓｔ；（ｂ）ｐｈａｓｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｏｆｏｒｉｇｉｎａｌｗａｖｅｆｒｏｎｔｕｎｄｅｒｔｅｓｔ；

（ｃ）ｐｈａｓｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｏｆｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｓｙｓｔｅｍｅｒｒｏｒｓ；（ｄ）ｐｈａｓｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｏｆｏｒｉｇｉｎａｌｓｙｓｔｅｍｅｒｒｏｒｓ

图６ （ａ）待测波前相位差的像差系数模拟值与预设值之差；（ｂ）系统误差波前相位差的像差系数模拟值与预设值之差

Ｆｉｇ．６ （ａ）ＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅｉｎＺｅｒｎｉｋｅｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄａｎｄｏｒｉｇｉｎａｌｗａｖｅｆｒｏｎｔｕｎｄｅｒｔｅｓｔ；（ｂ）ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｉｎＺｅｒｎｉｋｅ

ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄａｎｄｏｒｉｇｉｎａｌｓｙｓｔｅｍｅｒｒｏｒｓ

给出了待测波前相位差和系统误差相位差的

Ｚｅｒｎｉｋｅ系数犆ｔ和犆ε的模拟值与预设值之差。

从图６中可以看出，经最大似然估计分离重建

后的待测波前和系统误差的相位差均方根（ＲＭＳ）

值与预设的相位差ＲＭＳ值相同，两者的Ｚｅｒｎｉｋｅ系

数之间的残差数量级为１０－１４，可以认为模拟结果与

预设值几乎完全吻合，无论是非旋转对称像差或旋

转对称像差都能正确地进行分离。因此通过上述模

拟实验验证了最大似然法分离待测波前和系统误差

的可行性。实验上，对多次测量数据的处理还有助

于降低数据中的噪声，从而提高测量精度。系统误

差标定后，采用参考文献中提到的方法可以实现待

测波前的绝对测量。

４　结　　论

采用最大似然估计法分析经过ＣＲＳＩ系统后获

得的干涉图的相位分布信息，并结合最小二乘法获

取与相位分布相对应的Ｚｅｒｎｉｋｅ系数，运用Ｚｅｒｎｉｋｅ

多项式进行待测波前和系统误差波前的恢复重建，

有效地将待测元件产生的透射待测波前经ＣＲＳＩ系统

后的相位信息与ＣＲＳＩ系统中的系统误差相位信息分

离，解决了环路径向剪切干涉仪系统的标定问题。通

过模拟实验证实了该方法的可行性，为提高重建待测

波前的准确度和精确度提供了一个新方法。
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