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蒙特卡罗追踪光子的散射方向确定及
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摘要　通过对米氏累积概率分布函数（ＣＰＤＦ）进行自定义函数拟合，设计了一种获取显式ＣＰＤＦ的方法。通过对

比分析事件法和权值法两种光子追踪模式的效率，证明了两种方法的计算耗时与样本容量成线性关系。事件法的

计算速度要优于权值法，但权值法的收敛性要明显优于事件法。在达到相同收敛标准的前提下，权值法的样本容

量可以比事件法小１～２个数量级；权值法阈值选取对计算精度和计算时间的影响主要发生在当阈值大于计算对

象１／１００时。总体讲权值法的计算效率要优于事件法。
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１　引　　言

蒙特卡罗方法（ＭＣＭ）在光电子传输、辐射热交

换、颗粒运动等诸多领域应用广泛［１－３］。在工程领

域，光的传输往往采用基于单次散射线性叠加的指

数衰减定律（ＬＢＬ），但当多重散射较为明显时这种

方法是不适用的［４－５］。ＭＣＭ 在解决光传输问题上

灵活方便［６］，且可以充分考虑多重散射，因而得到广

泛应用。

ＭＣＭ模拟光传输很重要的一个环节是散射方

向的确定［７］。通过随机试验的方法获取光子各向异

性散射的天顶角坐标需建立归一化散射相函数的累

积概率分布函数（ＣＰＤＦ），再通过求ＣＰＤＦ的反函数

０８２９００２１
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来获取天顶角θｓ。但由于精确的米氏相函数并不能

用显式表示，因此上述方法难以实现。为了解决该问

题，很多研究采用近似的显式相函数，而应用最多的

是基于不对称因子犵并以天顶角余弦μ＝ｃｏｓθｓ为自

变量的ＨＧ相函数
［８－９］，但该方法的计算精度比较

低。文献［１０－１１］给出了一种基于米氏相函数的相

对精确的方法，主要是通过建立离散的ＣＰＤＦ与散

射角度间的关系数据库来反求散射角度，该方法在

分辨率较高时会导致计算量大。

利用 ＭＣＭ追踪记录光子在粒子系中的传输，

常用的方法有两种：１）将每个光子赋予初始权值

ωｄ＝１，认为光子与粒子碰撞时同时产生吸收与散

射，每次碰撞之后ωｄ都会相应的衰减，通过ωｄ与一

个阈值的比较来确定光子是否湮灭［１２－１４］：本文将这

种方法称作权值法（ＷＭ）；２）将光子与粒子的一系

列碰撞视为独立事件，而将光子每次碰撞产生的散

射与吸收视为相互排斥事件，根据伪随机数ξ与单

次反照率犪的关系决定光子是否湮灭
［１５－１６］：本文将

这种方法称作事件法（ＥＭ）。虽然这两种方法都应

用广泛，但是它们的效率对比以及使用选择却缺乏

参考资料。本文旨在设计一种简易的散射方向获取

方法，并确定两种光子追踪模式的效率优劣，分析阈

值选取对权值法计算精度和计算时间的影响。

图１ 光子传输示意图

Ｆｉｇ．１ Ｄｉａｇｒａｍｆｏｒｐｈｏｔｏｎｓｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ

２　物理模型

建立一个光子在粒子系中传输—反射—传输的

物理模型，如图１所示。以脉冲激光垂直入射一个

厚度为犱的无限扩展粒子系为例，入射平面为狓狔

平面（无限扩展平面）；入射点为坐标原点犗，位于

狓狔平面中心；光子初始运动方向沿狕轴；初始入射

方向为天顶角正方向，天顶角范围为（０，π／２），反射

方向为天顶角负方向，天顶角范围为（π／２，π）；反射

壁面为不透明朗伯体，即反射为漫反射，漫反射率为

ρＬ；水雾粒子服从对数正态分布，光学参数的计算方

法同文献［１１］。计算对象为粒子系对入射脉冲激光

的表观反射率ρＡ，定义ρＡ为入射激光经水雾后向散

射犈ｂ、多重散射犈ｍ 及壁面反射犈ｗ 等所形成的在

π／２～π的范围内有效激光能量与入射激光能量的

比值，即

ρＡ ＝ （犈ｂ＋犈ｍ＋犈ｗ）／犈ｉｎ． （１）

３　蒙特卡罗模型

３．１　轨迹模型

设光子在全局坐标系和当地坐标系内的方向坐标

分别为（θ，φ）和（θｓ，φｓ）。一般而言，粒子在天顶角方向

为各向异性散射，而在方位角坐标上为各向同性，因此

散射后方位角φｓ＝２πξ１，其中ξ１为伪随机数。天顶角的

坐标确定需根据散射相函数计算，即 犘（θｓ）＝

４πα（θｓ）／σｓｃａ，其中α（θｓ）和σｓｃａ分别为角散射截面和散射

截面。该犘（θｓ）是一个无量纲量，满足归一化条件

１

２∫
π

０

犘（θｓ）ｓｉｎθｓｄθｓ＝１；则ＣＰＤＦ为ξ２ ＝犉（θｓ）＝

１

２∫
θｓ

０

犘（θｓ）ｓｉｎθｓｄθｓ，θｓ∈ （０，π），所以θｓ＝犉
－１（ξ２）。

光子在粒子系某点以全局方向坐标（θ，φ）入射

并发生散射产生当地方向坐标（θｓ，φｓ），则散射后的

全局方向坐标（θ′，φ′）为

θ′＝ａｒｃｃｏｓ（ｃｏｓθｓｃｏｓθ＋ｓｉｎθｓｓｉｎθｃｏｓφｓ）， （２）

φ′＝
φ＋ａｒｃｔａｎ（ｓｉｎθｓｓｉｎφｓ／ε）， ε＞０

φ＋ａｒｃｔａｎ（ｓｉｎθｓｓｉｎφｓ／ε）＋π，ε＜
烅
烄

烆 ０
，　

（３）

式中

ε＝ｃｏｓθｓｓｉｎθ－ｓｉｎθｓｃｏｓφｓｃｏｓθ． （４）

　　光子在粒子系内的随机步长
［５，８－９］犾＝－ｌｎ（１－

ξ３）／犽ｅｘｔ，其中犽ｅｘｔ为消光系数。光子由位置狀运动到

位置狀＋１，则第狀＋１位置的坐标可表示为

狓狀＋１ ＝狓狀＋犾ｓｉｎθｃｏｓφ

狔狀＋１ ＝狔狀＋犾ｓｉｎθｓｉｎφ

狕狀＋１ ＝狕狀＋犾ｃｏｓ

烅

烄

烆 θ

． （５）

　　若位置坐标狕≥犱，则光子将与壁面边界发生作

用；若狕＜０，则光子逸出粒子系。经过方向坐标与

位置坐标的确定与记录，可完成对所有光子的追踪。

３．２　散射方向的确定方法

基于米氏理论计算的犉（θｓ）不能表达为显式，

只是一组离散数据，因此无法通过求反函数的方法

来获取天顶角。通常采用近似的显式相函数来解决

该问题，其中应用最多的是ＨＧ相函数，即

０８２９００２２
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犘ＨＧ（μ）≈ （１－犵
２）／（１＋犵

２
－２犵μ）

３／２， （６）

则

θｓ＝ａｒｃｃｏｓ［犉
－１
ＨＧ（ξ２）］＝

１

２犵
１＋犵

２
－

１－犵
２

１＋犵
２
－２犵ξ

（ ）
２

［ ］
２

． （７）

　　ＨＧ相函数作为近似式被广泛应用并非因其

准确性，而是因为 ＨＧ相函数是通过米氏相函数的

数学变换与近似得来的［１１］，具有一定的合理性，同

时运用方便。但ＨＧ相函数在（０，π）范围内是单调

函数，而精确的米氏相函数并非单调。米相函数和

ＨＧ相函数的对比如图２（ａ）、（ｂ）两图所示，可以看

到 ＨＧ相函数具有一定的误差。考虑到ＣＰＤＦ极

其符合对数函数的曲线样式，定义目标函数为

犉（犡）＝ ［ｌｇ（犡）］η， （８）

式中，犡∈（１，１０），则犉（犡）∈（０，１），满足ＣＰＤＦ对

值域的要求；η为待定参数。犡 与天顶角θｓ∈ （０，π）

可建立线性对应关系，即

犡＝
９

π
θｓ＋１， （９）

由（８）式和（９）式可得

犉（θｓ）＝ ｌｇ
９

π
θｓ＋（ ）［ ］１

η

， （１０）

将犉（θｓ）与伪随机数ξ２ 建立对应关系，通过求反函

数可获取相应的天顶角为

θｓ＝犉
－１（ξ２）＝

π
９
（１０ξ

１／η
２ －１）． （１１）

　　基于最小二乘原理，待定参数η可以用 Ｍａｔｌａｂ

软件对（１０）式进行曲线拟合求得。如图３（ａ）所示，

ＨＧＣＰＤＦ会使得前向散射剧烈，与米氏ＣＰＤＦ误

差较大，而拟合的ＣＰＤＦ则更接近米氏ＣＰＤＦ。通

过大量的数据拟合发现，待定系数η与不对称因子

犵近似存在着线性关系，如图３（ｂ）所示。

图２ 米氏相函数和 ＨＧ相函数的对比。（ａ）λ＝１．０６μｍ，狉＝５０μｍ；（ｂ）λ＝１０．６μｍ，狉＝５０μｍ

Ｆｉｇ．２ ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＭｉｅａｎｄＨＧｐｈａｓｅｆｕｎｃｔｉｏｎ．（ａ）λ＝１．０６μｍ，狉＝５０μｍ；（ｂ）λ＝１０．６μｍ，狉＝５０μｍ

图３ 自定义函数拟合ＣＰＤＦ。（ａ）Ｍｉｅ、Ｆｉｔｔｉｎｇ及 ＨＧＣＰＤＦ的对比；（ｂ）待定参数η和不对称因子犵间的关系

Ｆｉｇ．３ ＦｉｔｔｉｎｇＣＰＤＦｗｉｔｈｕｓｅｒｄｅｆｉｎｅｄｆｕｎｃｔｉｏｎ．（ａ）ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎａｍｏｎｇＭｉｅ，ＦｉｔｔｉｎｇａｎｄＨＧＣＰＤＦ；（ｂ）ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ

ｂｅｔｗｅｅｎｕｎｋｎｏｗｎｐａｒａｍｅｔｅｒηａｎｄａｓｙｍｍｅｔｒｙ犵

３．３　光子追踪模式的对比分析

根据 ＷＭ的思想，每一个光子被赋予初始权值

ωｄ＝１，并设定一个判定光子湮灭的阈值γ（γ值往往

是取一个极小值，比如γ＝１０－
１０）；光子每与粒子碰

撞一次将同时产生吸收与散射，碰撞之后光子权值

变为ωｄ，狀＋１＝犪·ωｄ，狀，其中犪表示雾滴散射的单次反

照率，犪＝κｓｃａ／κｅｘｔ；当ωｄ＞γ时，表示光子没有湮灭，

若光子没有逸出粒子系则循环继续；若ωｄ＜γ则认
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为该光子湮灭，循环终止。ＥＭ是将光子单次碰撞的

散射与吸收视为互相排斥事件，两者发生的概率分

别为犪和１－犪。根据伪随机数ξ４与单次反照率犪的

关系决定发生吸收与散射事件的一种：若ξ４≥犪，则

发生吸收事件，认为光子湮灭，循环终止；若ξ４＜犪，

发生散射事件，若光子未逸出，则循环继续。

在边界上，当光子碰撞到漫反射率为ρＬ 的朗伯

体壁面时，对于ＷＭ有：ωｄ，狀＋１＝ρＬωｄ，狀；对于ＥＭ有：

若ξ５＜ρＬ，光子被反射；若ξ５≥ρＬ，光子被吸收，循

环终止。

两种方法的收敛性采用相对标准偏差（ＲＳＤ）来

评价，而 ＷＭ因阈值选取产生的精度问题则用相对

误差（εｒ）来评价。为了准确反映 ＷＭ 和ＥＭ 的计

算效率，在计算实例中单独进行光学参数［α（θｓ）、

σｓｃａ、犽ｅｘｔ和犪等］的计算过程，并且避免大型稀疏矩

阵的出现。

３．３．１　ＷＭ 和ＥＭ 收敛性、计算耗时与样本容量

的关系

ＷＭ和ＥＭ计算耗时及收敛性与样本容量的

关系，如图４（ａ）、（ｂ）所示，可见两种方法的计算耗

时都与样本容量呈线性递增的关系；在相同样本容

量下，ＷＭ的计算耗时要明显大于ＥＭ，但 ＷＭ 的

收敛性要明显好于ＥＭ；在本例中，ＥＭ 计算耗时约

为 ＷＭ 的１／３，但达到相同的收敛标准（即相同的

ＲＳＤ）ＷＭ 的样本容量可以比ＥＭ 要小１～２个数

量级，这主要是因为 ＷＭ中每个光子都对计算对象

有贡献，使得计算的随机性降低，从这个角度来讲，

ＷＭ的模拟效率更高。

图４ ＷＭ、ＥＭ的（ａ）计算耗时及（ｂ）收敛性与样本容量的关系

Ｆｉｇ．４ （ａ）Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｔｉｍｅａｎｄ（ｂ）ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｆＷＭａｎｄＥＭｖｅｒｓｕｓｔｈｅｓａｍｐｌｅｓｉｚｅ

图５ 阈值选取对计算精度和计算时间的影响。（ａ）相对误差与阈值的关系；（ｂ）计算时间与阈值的关系；

（ｃ）计算时间与相对误差的关系

Ｆｉｇ．５ Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｔｈｅｔｈｒｅｓｈｏｌｄｔｏｔｈｅａｃｃｕｒａｃｙａｎｄｔｉｍｅｏｆｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ．（ａ）Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｖｅｒｓｕｓｔｈｒｅｓｈｏｌｄ；

（ｂ）ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｔｉｍｅｖｅｒｓｕｓｔｈｒｅｓｈｏｌｄ；（ｃ）ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｔｉｍｅｖｅｒｓｕｓｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒ

３．３．２　ＷＭ阈值选取对精度与计算耗时的影响

以ＥＭ在容量样本为１×１０６ 时的抽样统计结

果作为精确值（两个计算实例的光学厚度分别为１．５

和２．５），以不同阈值γ下的抽样结果与精确值的相

对误差（εｒ）小于１％作为判定γ选取成功的标准。如

图５（ａ）所示，当γ取极小值时，比如本例中γ∈

（１０－１５，１０－５），并不能实质性的提高计算精度，因为

ＭＣＭ本身存在的统计误差大于因γ值所产生的相

对误差，只要γ值比计算对象（在本文中为表观反射

率ρＡ）小１～２个数量级便可足够保证计算精度。由

图５（ｂ）知，当γ 选取较大时（大于计算对象的

１／１００），ＷＭ的计算时间随着γ值的减小而增大，但

当计算对象ρＡ 趋于定值时计算时间也趋于定值；而

由图５（ｃ）可见，ＷＭ 的计算时间随相对误差的减小
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而增大，当相对误差趋于定值时，计算时间也趋于定

值。对于由图５（ａ）～（ｃ）所得结论实际可以描述

为：当光子湮灭阈值大于计算对象的１／１００时，计算

时间随阈值的减小而增大，计算精度相应提高；当阈

值小于计算对象的１／１００时，计算时间随阈值的继

续减小基本不变，计算精度也没有实质的提高。

４　结　　论

主要研究了蒙特卡罗法模拟光子传输的两个问

题：各向异性散射方向的确定以及两种光子追踪方

法的效率比较，所得结论如下：

１）基于 Ｍａｔｌａｂ软件的曲线拟合功能，通过对

米氏 ＣＰＤＦ 进行自定义函数拟合获得了显式

ＣＰＤＦ；同时发现，自定义函数待定参数的拟合值与

不对称因子犵近似成线性关系，可以作为散射方向

确定的一种简便方法；

２）通过分析 ＷＭ和ＥＭ两种光子追踪模式的

原理，发现在不涉及到初始参数计算，不产生大型稀

疏矩阵的情况下，两种方法的计算耗时与样本容量成

线性关系，ＥＭ的计算速度要好于 ＷＭ；但 ＷＭ的收

敛性要明显好于ＥＭ，达到相同的收敛标准，ＷＭ的

样本容量往往可以比ＥＭ小１～２个数量级；

３）阈值选取对 ＷＭ计算精度和计算时间的影

响主要发生在当阈值大于计算对象１／１００时；当阈

值大于计算对象的１／１００时，计算时间随阈值的减

小而增大，计算精度相应提高；当阈值小于计算对象

的１／１００时，计算时间随阈值的继续减小基本不变，

计算精度也没有实质的提高；

４）综合来讲，由于无限量的减小阈值并不实质

影响计算耗时，并且 ＷＭ使得问题计算的随机性降

低，精度提高，因此更适宜工程计算。
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