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摘要　边界元方法是一种数值求解偏微分方程的高效算法，在微纳光学求解电磁场问题中有广泛的应用。在实际

计算中，边界元数目的选择直接关系着数值模拟的精度。研究不同边界元数目下微腔谐振频率的计算误差，发现

主要误差可视作微腔对电磁波的吸收或放大，因此提出折射率补偿法对离散求解边界积分方程引入的误差加以修

正。加入折射率补偿之后，边界元方法计算谐振频率的精度能提高至少一个数量级，并且该修正可以有效用于较

大频率范围内的所有模式。因此折射率补偿使边界元方法的计算精度和运算速度得到大幅提升，时间和内存消耗

锐减。同时，从物理角度分析、修正数值计算误差的思想也可以推广到其他数值计算方法中。
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１　引　　言

近年来，随着微纳科学技术的快速发展，利用人

工微结构材料制作的光学元件种类越来越丰富，观

察到的新光学现象层出不穷。近场光学［１］、金属表

面等离子体［２］、集成光学［３］、光子晶体［４］、光学微

腔［５－７］、负折射材料［８］等微纳光学分支成为热门的

研究方向。微纳光学研究中的一个首要问题是确定

微纳结构中及其周围的电磁场分布和与之相联系的
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辐射远场性质。实验中，可以通过近场扫描显微镜

测量微纳结构附近的场分布，也可以通过远场的测

量数据反推近场分布。但是，无论是近场还是远场

探测都不能得到完整的电磁场分布，只能依据具体

问题得到部分电磁场分布的信息。因此，只能从麦

克斯韦方程出发，代入具体光源和微纳结构的参数，

计算各种情况下的电磁场分布。然而，只有在极少

数规则的和高度对称的微纳结构中才可以解析求解

麦克斯韦方程组。对于更一般的情况，只能将空间

离散化后数值求解麦克斯韦方程组。时域有限差分

（ＦＤＴＤ）
［９］和有限元（ＦＥＭ）

［１０－１１］是两种常用的电

磁场数值计算方法，有成熟的商业软件可供使用，能

非常方便地求解任意边界形状的电磁场问题。但

是，即使是求解二维问题，计算机时间和内存的消耗

仍然很严重，所能求解的光学结构的尺寸和数值计

算精度都受到极大限制。这是因为计算区域二维离

散的网格数目与模型的尺寸成平方关系，计算复杂

度和计算时间都相应大幅地增长。而这两种计算方

法的另一个局限性是必须人为设定特别的计算区域

边界条件从而带来不可避免的误差。

最近，在光学微腔研究中采用更为高效的边界

元方法（ＢＥＭ）来数值求解其谐振模式和散射问

题［１２］。该方法的核心思想是利用格林函数将二维

微分方程化为一维边界积分方程，然后把边界积分

离散化为求和再数值求解，因此能大大降低计算的

复杂程度且不需要设定截断边界条件。对电磁性质

分区域均匀的微纳光学电磁场问题都可以采用该方

法求解［１３－１５］。但是边界元法的计算精度仍然受到

计算资源的限制［１６］，特别是准确求解高品质因子

（犙）模式（犙＞１０
６）对应的复谐振频率虚部存在困

难。此前文献［１７］开创性地提出用计算辐射场坡印

亭矢量的方法避开谐振频率的计算误差求得超高犙

（１０１０）的精确值。然而，这种方法能提高边界元计

算精度的原理并未弄清。只有更进一步地对ＢＥＭ

中数值误差的来源和具体表现进行研究，才能更加

有效地改进和利用ＢＥＭ。

本文在简要介绍ＢＥＭ 之后，分析计算误差，并

从物理上解释微腔复谐振频率计算误差的意义，然

后通过修正腔的折射率来有效补偿计算误差。采用

这种补偿方法将大大提高边界元法的计算精度，并

且补偿值在较大的频率范围内均有效。

２　ＢＥＭ简介

二维简化模型如图１（ａ）所示，空气中存在单个

介质腔，空间被划分成两个电磁性质均匀的区域（用

Ω表示），它们的边界曲线以Γ犼 表示。空间中的电

磁场分布应满足麦克斯韦方程组，在二维情形下简

化为标量场的亥姆霍兹方程：

（
２
＋狀

２
犼犽
２）ψ犼 ＝０， （１）

式中ψ表示电磁场复振幅的分布（波函数），狀犼 是折

射率，犽＝ω／犮是真空波矢的大小。以横磁模（ＴＭ）

的束缚态问题为例，ψ决定电场强度矢量的狕方向

（垂直纸面方向）分量犈狕（狉，狋）＝ Ｒｅ［ψ（狉）ｅｘｐ（－

ｉω狋）］，其他不为零的电磁场分量可以由犈狕 求出。由

边界条件，即犈狕和犈狕法向导数在腔边界连续，无穷

远处的场强为零，可以求解以上本征值方程得到谐

振模式ψ和谐振波矢犽。

图１ （ａ）ＢＥＭ原理图；（ｂ）ＢＥＭ求解得到模式１的场强

Ｆｉｇ．１ （ａ）ＳｃｈｅｍａｔｉｃｏｆＢＥＭ；（ｂ）ｆｉｅｌｄｉｎｔｅｎｓｉｔｙｏｆｍｏｄｅ１ｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙＢＥＭ
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舒方杰等：　折射率补偿法修正边界元电磁场模拟误差

　　定义格林函数犌：［
２
＋狀

２
犼犽
２］犌（狉，狉′；犽）＝

δ（狉－狉′），将以上二维偏微分方程化为一维边界积

分方程［１１］：

ψ（狉′）＝∮
Γ
犼

ｄ狊［ψ（狊）狏犌（狊，狉′；犽）－犌（狊，狉′；犽）狏ψ（狊）］，

（２）

式中狉′是区域中的坐标点，狊是边界上的坐标点，狏

是沿边界法向的偏导。求出边界上的波函数及其法

向导数就可以通过（２）式积分得到区域内任意点的

函数值。若（２）式的狉′取边界上的坐标点（记做狊′），

可推知边界场满足的积分方程：

∮
Γ
犼

ｄ狊［犅（狊′，狊）（狊）＋犆（狊′，狊）ψ（狊）］＝０， （３）

式中犅（狊′，狊）＝－２犌（狊，狊′；犽），犆（狊′，狊）＝２狏犌（狊，狊′；

犽）－δ（狊－狊′），（狊）＝狏ψ（狊）。

将边界离散化为足够短的犖犼个线元，称其为边

界元。将同一边界元上的场及其法向导数视为常数，

则（３）式可以近似为犖犼个元素的求和：

∑

犖
犼

犾＝１

（犅犻犾犾＋犆犻犾ψ犾）＝０， （４）

其中，犅犻犾＝∫
犾

ｄ狊犅（狊犻，狊），犆犻犾＝∫
犾

ｄ狊犆（狊犻，狊）。将各边界

上离散的线性方程综合起来写成矩阵形式：

犅１ 犆１

犅２ 犆２

 

犅犼 犆

熿

燀

燄

燅犼

［］
ψ
＝犕［］

ψ
＝０． （５）

其中犅犼和犆犼是犖犼×犖的矩阵，犕是２犖×２犖的方

阵。以上线性方程组有解条件是犕 矩阵对应的行列

式等于０，由此可以解出谐振波矢，从而求出边界上

的波函数ψ（狊）及其法向导数（狊）。

３　误差分析及计算耗时

边界积分方程离散过程中，将同一边界元上的

波函数及其导数当作常数处理会引入误差。另外，

数值计算犅犻犾 和犆犻犾 的积分也会引入误差。这些误差

在增加积分内插点特别是增加边界元数目时会显著

减小。文献［１２］推荐采用最大边界元长度Δ狊约为介

质中的波长λ＝２π／狀Ｒｅ（犽）的１／１６求解一般谐振模

式。但是对于长寿命的模式，为了确定虚部犽这个很

小的数值就需要大大增加边界元的数目。相应地，

内存和计算时间的消耗将大增，往往会导致内存需

求超出计算机的内存总量或者计算时间过长。下面

以圆腔的一个二阶模式（模式１）为例，分析ＢＥＭ 计

算犽的误差和时间消耗随着边界元数目的变化。

设二维圆腔的折射率狀＝１．４５。归一化频率

犽犚（其中犚是腔半径，犽取实部计算）表征微腔的尺寸

和波长的比例关系，它与微腔折射率狀的乘积决定了

数值求解的规模。在犽犚＝４３附近（此时与１．５５μｍ波

长对应的腔半径约为１１μｍ）通过分离变量法解析求

得模式１的归一化谐振频率犽犚０ ＝４２．９２１７８－

０．０００７９ｉ，其相应的谐振场强与图１（ｂ）给出的数值

解极为接近［１７］。犽是复数，从前述犈狕 的表达式可以

看出，其实部的大小对应通常的波矢２π／λ；虚部表

示在无源腔中振幅指数衰减系数，是一个小的负值。

定义犙为以角频率ω作比例系数的模式总能量和单

位时间损耗的能量比值，犙值越高表示腔场衰减越

慢，或者说光子保留在腔内的平均时间（寿命）就越

长，它是衡量微腔中模式质量的一个重要指标。由定

义可以推出犙＝－Ｒｅ（犽犚）／２Ｉｍ（犽犚），将模式１的解

析解犽犚０ 代入上式得到犙为２７１６６。

用基于ＢＥＭ的广义本征值法
［１８］数值求解模式

１的犽犚。关键步骤是建立线性方程组的系数矩阵

犕，其矩阵元犅犻犾和犆犻犾用含２０个内插点的高斯积分

求出，以提高求解精度。因为犕 是非厄密的复数矩

阵，因此求解得到广义本征值犽犚 也是复数。分别

考察犽犚的实部、虚部误差绝对值和犙的相对误差

随计算采用的边界元数目犖 的变化［图２（ａ）～（ｃ），

圆圈线］。由图可见，误差变化的整体趋势是随边界

元数目的增大而减小，并且减小的速度逐渐放缓。

在犖 由４００增加到１２００的过程中，犽犚虚部的误差

从１．６×１０－２降低为１．４×１０－３，减小约一个数量

级。实部的误差在犖 由５０增加到２００的过程中急

剧下降，下降后其误差的绝对值均小于虚部误差绝

对值，但是二者没有数量级上的差别。注意到犽犚

的解析解中，实部比虚部大４个数量级，因此在犙

较高的这个二阶模式中，数值计算误差对犽犚 的虚

部影响较大。例如，在文献推荐的 犖＝１６狀犽犚≈

１０００处，实部和虚部误差绝对值分别为９．６×１０－４

和２．１×１０－３，而相对误差分别为 ０．００２％ 和

２６０％。显然采用犖 的推荐值求解犽犚 实部的精度

已经足够高，但是虚部的误差过大，从而无法求得正

确的犙值。犙的相对误差也是随犖 的增大而减小，

但减小的速度放缓，在犖 由５０增加到１２００的过程

中，犙的计算误差从接近１００％仅下降到６４％左右。
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图２ 误差和修正。（ａ）犽犚实部；（ｂ）犽犚虚部；（ｃ）犙；（ｄ）计算耗时随边界元数目的变化曲线

Ｆｉｇ．２ Ｅｒｒｏｒｓａｎｄｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎｓ．（ａ）Ｒｅａｌｐａｒｔｏｆ犽犚；（ｂ）ｉｍａｇｉｎａｒｙｐａｒｔｏｆ犽犚；（ｃ）犙；

（ｄ）ｔｉｍｅｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｓｖａｒｙｗｉｔｈｎｕｍｂｅｒｓｏｆｂｏｕｎｄａｒｙｅｌｅｍｅｎｔｓ

　　由图２可知，直到犖＝１２００时，计算精度仍然

无法满足通常对数值计算结果的要求。若要将虚部

的相对误差减小到５％以内，根据曲线的趋势估计

犖 取值应大于１００００。而二维矩阵犕 随着犖 的增

大，其特征值求解的内存和时间消耗快速增长。依

据经验，Ｌｉｎｕｘ操作系统下４Ｇ 内存的工作站在

Ｍａｔｌａｂ软件中犖 最大仅能取到４０００，否则将报错：

“内存不足”。即使计算机拥有足够大的内存，近指

数增长的计算时间消耗［图２（ｄ）］在取较多边界元

数目时将严重妨碍ＢＥＭ的实际应用。

４　折射率修正

上述理想模型中，腔场衰减的现象是由于腔边

界倏逝场的辐射造成的，由它决定的品质因子记为

犙ｒａｄ，这是品质因子的理论值。但是在边界元数目

不足时（不是无穷大），求解谐振频率犽犚 得到的犙

与犙ｒａｄ总是存在差异。参考实验中微腔犙的综合表

达式为

１

犙
＝
１

犙ｒａｄ
＋
１

犙ａｂｓ
＋
１

犙ｓｃａ
， （６）

其中，犙ａｂｓ是由于材料不均匀和对光的吸收或者放

大引入的，犙ｓｃａ是由于微腔边界不光滑造成光的散射

引入的。在ＢＥＭ 离散化过程中，用有限的离散边

界元代替连续的边界会增大光在边界上的散射，造

成额外的散射损耗，与（６）式中的第三项犙ｓｃａ相对

应。另外，其他数值误差引起的类似材料不均匀和

对光的吸收或者放大的误差由犙ａｂｓ概括。

在犙ａｂｓ和犙ｓｃａ这两项中只有犙ｓｃａ项才对腔模总

能量与向外辐射能流的比例产生影响。文献［１７］采

用计算腔模能量与辐射能流比例的方法能够得到非

常精确的犙，这说明在ＢＥＭ 误差中犙ｓｃａ可以忽略。

实际上，因为选取的边界元长度都比波长小得多，离

散化造成的边界不光滑的尺度不易被光波“察觉”，

因此产生的散射效应不明显。注意，采用文献［１７］

方法获取精确的高 犙 必须先计算场分布，这在

ＢＥＭ计算中是非常耗时的，并且该方法没有从根本

上提高矩阵犕 的精度，因此在用ＢＥＭ 解决其他非

本征值问题，如计算散射场时，误差没有被减小。

下面考虑如何修正ＢＥＭ数值计算得到的犙使

之接近理论值犙ｒａｄ，即将犙ａｂｓ造成的误差补偿掉。

由第３节犽犚误差分析可知，犙ａｂｓ的存在造成犽犚的

实部和虚部均有误差。其中犽犚的实部误差类似于

实验中材料不均匀所造成的有效折射率变化的误

差，而犽犚的虚部的误差类似于材料对光的吸收或

放大。也就是说，ＢＥＭ中的离散处理产生的误差从

整体上可当作在原材料折射率狀的基础上附加一个

复数误差项Δ狀。那么只需要找出Δ狀的值，然后将

它的影响消除，就能修正特征矩阵 犕，从而得出较
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精确的犽犚。这一点从狀和犽在亥姆霍兹方程中的

相同地位也可以看出。

将犽犚当作以狀为自变量的函数，考虑ＢＥＭ误

差的线性部分，参照理论值犽犚０，利用牛顿迭代法找

出Δ狀的值。数值计算与模式１临近的另一２阶模

式（模式２，谐振频率理论值为犽′犚０＝４２．１７７６８－

０．００１０１ｉ），取犖＝４００，在４次迭代后收敛的Δ狀＝

－０．０００１２＋０．０００５５ｉ。以狀′＝狀－Δ狀作为修正之

后的复数折射率，ＢＥＭ 在犖＝４００时计算得到犽犚

绝对误差的实部和虚部均小于１０－６，犙的相对误差

小于千分之一。

相反，在不同的犖 下分别求出模式２的狀′，用

这些狀′修正模式１，得到修正之后犽犚误差随犖 的变

化曲线［图２（ａ）、（ｂ），三角线］。修正以后误差在边

界元大于４００点之后都比未修正的值至少低一个数

量级。由相应的修正后 犙 值随 犖 的变化曲线

［图２（ｃ），三角线］所示，在犖 大于２００之后犙的相

对误差与修正前相比有显著的下降，在犖＝１０００时

相对误差仅５％，不到修正前的十分之一。

图３ 犽犚在复平面的分布

Ｆｉｇ．３ Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆ犽犚ｉｎｃｏｍｐｌｅｘｐｌａｎｅ

既然由模式２的理论值和数值解的差别出发求

得修正后的狀′可以有效修正另一模式１的ＢＥＭ 计

算误差，可以推测ＢＥＭ误差与犽犚的关系较小。在

犖＝４００时，以上面找出的那个狀′对犽犚＝３０～５０的

所有１、２、３阶模式做修正。画出这些模式犽犚的理

论值、修正前后的ＢＥＭ 计算值（图３）。由图可见，

在很大的犽犚 范围内的各阶模式中，修正后（三角

线）的值都比修正前（圆圈线）要更接近理论值（方框

线），由此证明补偿方法在较大频率范围对各阶模式

都有效。

５　结　　论

ＢＥＭ的计算误差严重影响其在计算高犙模式

时的有效性，而折射率补偿法可以在不计算场分布、

不增加过多计算量的情况下，通过直接修正ＢＥＭ

的特征矩阵使误差降低至少一个数量级。这将大大

节约数值计算时间和计算资源，拓展边界元方法的

适用性。注意在没有理论值做修正参考量的情况

下，补偿法需参照计算辐射场坡印亭矢量的方法［１７］

得到的较精确结果，那么在求解某一特定模式时不

具备高精度和低消耗的优势。但是做频率扫描计算

时无需对每一个频率都寻找修正量，这将发挥补偿

法的优势。虽然是以微腔的边界元方法为例，但是

该修正可以直接推广到其他分区域均匀的微纳结构

的边界元求解中。从物理角度分析、修正数值计算

误差这样的数学问题的思想也可以推广到有限差分

和有限元方法等其他数值计算方法中。
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