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偏振光学的四元数方法

丁光涛
（安徽师范大学物理与电子信息学院，安徽 芜湖２４１０００）

摘要　在偏振光学中系统地引入四元数方法。分别给出了在Ｐｏｉｎｃａｒｅ球和斯托克斯参数基础上建立的偏振光四

元数表示，并证明这两种表示是等价的。讨论了偏振光四元数表示的多样性。导出了偏振器件和系统的四元数表

示。利用四元数表示证明了偏振系统的等效定理，导出了等价简化系统的组成和四元数表示。提出了偏振系统的

四元数矩阵计算方法，得到了四元数表示和 Ｍｕｅｌｌｅｒ矩阵之间的变换关系。讨论了根据四元数矩阵乘法有条件的

交换性优化偏振系统的四元数矩阵算法的途径，并指出了这种算法的应用前景。
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１　引　　言

１８４３年哈密顿提出了四元数概念，以推广平面

问题中的复数方法来解决三维空间中的问题。早期

在刚体运动学、结晶学中四元数得到简单应用，也曾

应用于初期电磁理论。近几十年来，在现代物理学

的许多学科，如经典力学、相对论、量子理论、电磁理

论和引力理论等，四元数形式的理论一直在发展中。

由于同一个物理理论可以有多种表述形式，不同的

表述可能具有不同的优点和特点，这些四元数物理

理论在传统领域中与其他数学形式的理论是等价

的。但是，有些四元数理论在突破传统领域后却能

够得到不同的结果［１－７］，因此，研究四元数物理理论

是有一定理论意义的。另一方面，由于２０世纪中叶

以来现代科学技术，如现代控制理论、计算机科学、

高速交通工具、复杂机械制造等工业技术的发展，使

得四元数在许多领域，特别是航天技术和机器人制

造等领域中应用越来越广［７－８］。但是在光学学科以

及相关的技术中，四元数并没有得到重视和应用。

以偏振光学为例，光的偏振态的表示，偏振器件功能

的描述，偏振系统参数的计算，有多种不同的方

法［９］，曾经有人利用四元数作为分析和计算偏振光

的辅助方法［１０－１１］。在试图将四元数引入到光学领域
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的过程中，或者说在光学中应用四元数的过程中，研

究人员提出过两种处理偏振光的四元数方法：一种是

将偏振光的Ｐｏｉｎｃａｒｅ球表示和四元数的球面表示对

应起来，由此导出偏振光的四元数表示；另一种是直

接将斯托克斯参数作为四元数的４个元导出偏振光

的四元数表示。两者都给出了偏振光和偏振器件的

四元数表示，以及偏振器件和系统的 Ｍｕｅｌｌｅｒ矩阵的

计算，并重新证明了偏振系统的等效定理［１２－１４］。偏

振光学有些研究是基于数值计算的，有的研究中利用

了不同的数学表示得到了新的结果［１５－１７］。因此，本

文进一步系统地研究偏振光学中的四元数方法，在总

结已有的结果的基础上，进一步证明提出的两种四元

数表示，虽然形式上不同，但是在本质上是等价的，能

够相互变换，而且指出偏振光有多种四元数表示。此

外，利用四元数矩阵乘法有条件的交换性，给出实用

的偏振系统四元数矩阵计算方法，并讨论了这种算法

的优化方法和实际应用的可能性。

２　四元数及其矩阵乘法

四元数是由实单位１，３个虚单位犲１、犲２、犲３，４个

数元犪０、犪１、犪２、犪３ 组成的超复数

犃＝犪０＋犲１犪１＋犲２犪２＋犲３犪３， （１）

数元可以是实数或复数，本文只讨论实数情况。单

位１和犲犽 的乘积法则为

１犲犽 ＝犲犽１＝犲犽，犲犼犲犽 ＝－δ犼犽＋ε犼犽犾犲犾，

（犼，犽，犾＝１，２，３）． （２）

定义犃的共轭四元数为

珚犃＝犪０－犲１犪１－犲２犪２－犲３犪３． （３）

犃的模为

犃珚犃 ＝犪
２
０＋犪

２
１＋犪

２
２＋犪

２
３． （４）

模等于１的四元数称为单位四元数。

四元数可以表示成列阵或方阵形式，即

｛ ｝犃 ＝［犪０，犪１，犪２，犪３］
Ｔ， （５）

［ ］犃 ＝

犪０ －犪１ －犪２ －犪３

犪１ 　犪０ －犪３ 　犪２

犪２ 　犪３ 　犪０ －犪１

犪３ －犪２ 　犪１ 　犪

熿

燀

燄

燅０

． （６）

其中｛｝表示列阵，［］表示方阵。

两个四元数犃和犅的乘积为

犙＝犃犅＝ （犪０犫０－犪１犫１－犪２犫２－犪３犫３）＋（犪０犫１＋犪１犫０＋犪２犫３－犪３犫２）犲１＋

（犪０犫２＋犪２犫０＋犪３犫１－犪１犫３）犲２＋（犪０犫３＋犪３犫０＋犪１犫２－犪２犫１）犲３． （７）

（７）式可以表示成两种矩阵形式，即

｛ ｝犙 ＝ ［ ］｛ ｝犃 犅 ，［ ］犙 ＝ ［ ］［ ］犃 犅 ． （８）

在一般情况下，四元数乘法是不可交换的，对应的矩

阵乘积也是不可对易的，即

犃犅≠犅犃，［ ］｛ ｝犃 犅 ≠ ［ ］｛ ｝犅 犃 ，

［ ］［ ］犃 犅 ≠ ［ ］［ ］犅 犃 ． （９）

然而，在引入蜕变矩阵概念后，四元数矩阵乘法能够

实现一种有条件的交换性［７－８］。犃的蜕变矩阵为

［ ］犃 
＝

犪０ －犪１ －犪２ －犪３

犪１ 　犪０ 　犪３ －犪２

犪２ －犪３ 　犪０ 　犪１

犪３ 　犪２ －犪１ 　犪

熿

燀

燄

燅０

． （１０）

（６）式和（１０）式表明四元数的矩阵和蜕变矩阵之间

存在简单而又明确的对应关系。直接计算可以验

证，矩阵乘积（８）式能够改写成

｛ ｝犙 ＝ ［ ］犅 ｛ ｝犃 ，［ ］犙 ＝ ［ ］犅 ［ ］犃 ， （１１）

比较（８）式和（１１）式，可知四元数矩阵乘法的有条件

交换性，这个性质使四元数矩阵算法在实用上具有

很大的优越性。

共轭四元数珚犃 同样可以表示成方阵或列阵形

式，同样能引入蜕变矩阵。

３　偏振光的两种四元数表示及其等价性

３．１　椭圆偏振光的基本描述

设平面单色椭圆偏振光沿狕轴正方向传播，在

空间某定点的电场强度矢量的分量为

犈狓 ＝犈０狓ｃｏｓ（ω狋＋δ狓），

犈狔 ＝犈０狔ｃｏｓ（ω狋＋δ狔）， （１２）

式中犈狓，犈狔 分别为狓，狔方向上的电场强度，犈０狓，

犈０狔分别为狓，狔方向上的振幅，δ狓，δ狔 分别为狓，狔方

向上的相位，ω为圆频率，狋为时间。

在电场强度矢量的端点描画一个椭圆，其大小、

形状、方位和端点转向，由分振动振幅犈０狓，犈０狔，以

及相位差δ＝δ狔－δ狓决定。设椭圆的长短半轴为犪和

犫，长轴方位角为θ，引入两个参量α和β，定义

ｔａｎα＝犈０狔／犈０狓，０≤α≤π／４，

ｔａｎβ＝±犫／犪，－π／４≤β≤π／４， （１３）

式中“＋”对应右旋偏振光，“－”对应左旋偏振光。

０７２６００１２



丁光涛：　偏振光学的四元数方法

这些描述偏振光的参量之间存在下列关系

ｔａｎ（２θ）＝ｔａｎ（２α）ｃｏｓδ，

ｓｉｎ（２β）＝ｓｉｎ（２α）ｓｉｎδ， （１４）

如果不考虑光强，即不计椭圆大小，则参量θ和β就

确定了椭圆的形状、方位和电场矢量的转向，也就是

确定了光的偏振态，可将θ和β作为描述偏振态的

基本参量。

３．２　偏振光的两种四元数表示

从偏振光的Ｐｏｉｎｃａｒｅ球表示能够导出一种偏

振光的四元数表示［１２］。完全偏振光的偏振态可以

用Ｐｏｉｎｃａｒｅ球面上的点来表示，而单位四元数也可

以用单位球面上的点来表示。将两个球面合二为

一，使两个球面上的点一一对应，就得到偏振光的一

种四元数表示，记为

犙狆 ＝ρ＋犲２μ＋犲３ν， （１５）

式中

ρ＝ｃｏｓ（２β）ｃｏｓ（２θ），

μ＝－ｓｉｎ（２β），

ν＝ｃｏｓ（２β）ｓｉｎ（２θ）

烅

烄

烆 ．

（１６）

　　光的偏振态通常用斯托克斯参量描述，在这个

基础上也能够引入偏振光的另一种四元数表示［１４］。

对完全偏振光斯托克斯参量为

犐＝犈
２
０狓＋犈

２
０狔，犕 ＝犈

２
０狓－犈

２
０狔，

犆＝２犈０狓犈０狔ｃｏｓδ，犛＝２犈０狓犈０狔ｓｉｎδ．

不考虑光强，可以用下列斯托克斯列阵表示偏振态

［狊０，狊１，狊２，狊３］
Ｔ
＝ ［１，犕／犐，犆／犐，犛／犐］

Ｔ．（１７）

参量狊０，狊１，狊２，狊３ 与参量θ和β之间的关系为

狊１ ＝ｃｏｓ（２β）ｃｏｓ（２θ），

狊２ ＝ｃｏｓ（２β）ｓｉｎ（２θ），

狊３ ＝ｓｉｎ（２β）

烅

烄

烆 ．

（１８）

将参量狊０，狊１，狊２，狊３ 作为四元数的４个数元，则得到

另一种偏振光的四元数表示

犙ｓ＝狊０＋犲１狊１＋犲２狊２＋犲３狊３ ＝１＋犲１狊１＋

犲２狊２＋犲３狊３． （１９）

３．３　两种四元数表示等价性证明

对比（１５）式和（１９）式可知，两种四元数表示之

间有明显差别，但是，这种差别是形式上的，本质上

两者是等价的。论证如下：

１）根据（１６）式和（１８）式，可以得到两种表示的

数元之间存在对应关系

ρ＝狊１，μ＝－狊３，ν＝狊２． （２０）

也就是说，犙ｐ和犙ｓ之间存在直接对应的关系，给定

了犙ｐ就给定了犙ｓ，反之亦然。

２）应当指出，犙ｓ中狊０＝１，与光的强度相关，描

述偏振态的是它的矢量部分

犞（犙ｓ）＝犲１狊１＋犲２狊２＋犲３狊３． （２１）

由犙ｐ可以得到犞（犙ｓ），作如下简单的变换

犙ｐ→ ′犙ｐ＝犙ｐ犲１ ＝犲１ρ＋犲２犲１μ＋犲３犲１ν＝

犲１ρ＋犲２ν－犲３μ． （２２）

将（２０）式代入，就得到

′犙ｐ＝犲１狊１＋犲２狊２＋犲３狊３ ＝犞（犙ｓ）， （２３）

同理，也可以从犞（犙ｓ）通过简单变换得到犙ｐ，即

（１５）式和（１９）式给出的两种四元数表示是等价的。

（２２）式的变换是右乘以犲１，相当于单位四元数

球面上的点的四元数坐标变换，实质上是给与此单

位四元数球面重合的Ｐｏｉｎｃａｒｅ球面上的点重新赋

值，这样就得到偏振光的另一个四元数表示。如果

右乘的不是犲１，而是其他的单位四元数，那么又会

得到一个新的四元数表示，这些不同的表示都是等

价的。这就是说，偏振光的四元数表示不是唯一的，

可以根据情况选择某种表示。由于斯托克斯参量是

广泛使用的偏振光的参量，故下面的讨论选择犙ｓ表

示，在这种表示基础上确定偏振器件和系统的四元

数处理方法。

４　偏振器件和系统的四元数表示

４．１　两种主要偏振器件的四元数表示

物理学中应用四元数有一个优点，即在很多情

况下它既可以表示物理量本身，又可以表示物理量

的变换。例如，力学中四元数可以作为描述刚体方

位的参数，又可以作为表示刚体转动的变换因子［７］；

狭义相对论中四元数可以表示时空坐标等物理量，

又可以表示时空坐标变换，如空间转动和洛仑兹变

换［１］。在偏振光学中应用四元数方法，仍然能够保

留这个优点，既可以用四元数表示光的偏振态，又可

以用四元数表示偏振器件和系统对偏振光的变换作

用［１２－１４］。

１）旋转角为ψ的旋光器件

以犙
ｉ
ｓ和犙

ｏ
ｓ 分别表示入射和出射的偏振光，犚

表示旋光器件的作用，则变换关系为

犙
ｏ
ｓ＝犚犙

ｉ
ｓ
珚犚， （２４）

式中

犚＝ｃｏｓψ＋犲３ｓｉｎψ， （２５）

犚为单位四元数。

２）快轴方位角为φ延迟相位差为Δ 的延迟器

件

以犅表示延迟器件的作用，则偏振光的变换关

系为
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犙
ｏ
ｓ＝犅犙

ｉ
ｓ
珚犅， （２６）

式中

犅＝ｃｏｓ
Δ
２
－［犲１ｃｏｓ（２φ）＋犲２ｓｉｎ（２φ）］ｓｉｎ

Δ
２
，

（２７）

犅也为单位四元数。（２４）式和（２６）式都是四元数表

示的旋转变换，在刚体力学和狭义相对论中都有相

似形式的变换。

上述两种偏振器件的偏振光的变换作用，可以

统一表示为

犙
ｏ
ｓ＝犘犙

ｉ
ｓ
珚犘， （２８）

式中

犘＝狆０＋犲１狆１＋犲２狆２＋犲３狆３， （２９）

犘为单位四元数，即

狆
２
０＋狆

２
１＋狆

２
２＋狆

２
３ ＝１． （３０）

　　当狆１＝狆２＝０时，犘表示旋光器件；当狆３＝０

时，犘表示延迟器件。

４．２　偏振系统的四元数表示和等效定理

设由犖 个偏振器件串列组成偏振系统，第犽个

器件的四元数表示为

犘犽 ＝狆犽０＋犲１狆犽１＋犲２狆犽２＋犲３狆犽３，

狆
２
犽０＋狆

２
犽１＋狆

２
犽２＋狆

２
犽３ ＝１．

（３１）

连续利用（２８）式，得到系统对偏振光的变换作用，表

示为

犙
ｏ
ｓ＝犘犖…犘２犘１犙

ｉ
ｓ
珚犘１珚犘２…珚犘犖． （３２）

系统总的变换作用由下列合成四元数表示

犘＝犘犖…犘２犘１ ＝狆０＋犲１狆１＋犲２狆２＋犲３狆３． （３３）

根据四元数乘积的共轭变换规则，有

珚犘＝珚犘１珚犘２…珚犘犖， （３４）

故（３２）式可以写成与（２８）式相同的形式，而且由于

每个器件的四元数都是单位四元数，故它们的乘积

（合成四元数）也是单位四元数。

在偏振系统的研究中，存在一个系统的等效变

换和简化问题，即偏振系统是否与一个偏振器件等

价的问题，这个问题已经由Ｐｏｉｎｃａｒｅ和Ｊｏｎｅｓ证明

的等效定理所解决，利用四元数表示可以给这个等

效定理以新的简捷的证明［１３－１４］。

对于组成系统的每一个器件都是旋光器件的情

况，即

犘犽 ＝犚犽 ＝ｃｏｓψ犽＋犲３ｓｉｎψ犽，犽＝１，２，…，犖．

（３５）

代入（３１）式，直接计算可以得到

犘＝犚＝ｃｏｓψ＋犲３ｓｉｎψ， （３６）

式中

ψ＝ψ１＋ψ２＋…＋ψ犖． （３７）

即全部由旋光器件组成的系统与一个旋光器件等

效，合成旋光器件的旋转角等于全部旋光器件旋转

角的代数和。

对于除了上述特殊情况外的一般情况，系统由

旋光器件和延迟器件组成或者全部由延迟器件组

成，这样的系统不能等效于一个旋光器件或一个延

迟器件，但是能够证明它与一个旋光器件和一个延

迟器件组成的简单系统等效。设等效的简化系统由

一个旋光器件串列一个延迟器件组成，即（３３）式的

合成四元数

犘＝犅犚，　犚＝狉０＋犲３狉３，

犅＝犫０＋犲１犫１＋犲２犫２， （３８）

式中，狉０、狉３、犫０、犫１、犫２ 可利用四元数表示计算求得，

即

狉０ ＝
狆０

狆
２
０＋狆槡

２
３

，狉３ ＝
狆３

狆
２
０＋狆槡

２
３

，

犫０ ＝ 狆
２
０＋狆槡

２
３，犫１ ＝

狆０狆１－狆２狆３

狆
２
０＋狆槡

２
３

，

犫２ ＝
狆０狆２＋狆１狆３

狆
２
０＋狆槡

２
３

． （３９）

根据（２５）式和（２７）式，等效系统的旋光器件旋转角，

以及延迟器件方位角和延迟相位为

ψ＝ａｒｃｔａｎ狆３／狆（ ）０ ，

Δ＝２ａｒｃｃｏｓ 狆
２
０＋狆槡

２
３，

φ＝
１

２
ａｒｃｔａｎ

狆０狆２＋狆１狆３

狆０狆１－狆２狆３
． （４０）

上述利用四元数方法对等效定理的再证明简单明

晰，说明在理论表述方面四元数表示确实存在优势。

５　偏振光学中的四元数矩阵算法

５．１　犕狌犲犾犾犲狉矩阵的计算

四元数乘积本来是不可交换的，但写成矩阵形

式并引入蜕变矩阵后，就得到形式上的交换性，这就

使得四元数算法在实用上具有很大的优越性［７－８］。

例如，从（２４）～（２９）式，可以直接计算得到偏振器件

和系统的 Ｍｕｅｌｌｅｒ矩阵。

对旋光器件，（２４）式的矩阵形式为

［犙
ｏ
ｓ］＝ ［犚］［犙

ｉ
ｓ］［珚犚］＝ ［犚］［珚犚］

［犙
ｉ
ｓ］．（４１）

将（２５）式代入，得到旋光器件的 Ｍｕｅｌｌｅｒ矩阵为

［犕ｒ］＝ ［犚］［犚
－
］ ＝

１ ０ ０ ０

０ ｃｏｓ（２ψ） －ｓｉｎ（２ψ） ０

０ ｓｉｎ（２ψ） 　ｃｏｓ（２ψ） ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

．

（４２）
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　　对延迟器件，（２６）式的矩阵形式为

［犙
ｏ
ｓ］＝ ［犅］［犙

ｉ
ｓ］［珚犅］＝ ［犅］［珚犅］

［犙
ｉ
ｓ］．（４３）

将（２７）式代入，得到延迟器件的 Ｍｕｅｌｌｅｒ矩阵为

［犕ｂ］＝［犅］［珚犅］

＝

１ ０ ０ ０

０ 犮２２＋狊
２
２β 犮２狊２（１－β） －狊２μ

０ 犮２狊２（１－β） 狊２２＋犮
２
２β 犮２μ

０ 狊２μ －犮２

熿

燀

燄

燅μ β

， （４４）

式中狊２ ＝ｓｉｎ（２φ），犮２＝ｃｏｓ（２φ），μ＝ｓｉｎΔ，β＝ｃｏｓΔ。通过相同的途径，得到偏振系统的 Ｍｕｅｌｌｅｒ矩阵为

［犕ｓ］＝ ［犘］［珚犘］

＝

１ ０ ０ ０

０ 狆
２
０＋狆

２
１－狆

２
２－狆

２
３ ２（狆１狆２－狆０狆３） ２（狆０狆２＋狆１狆３）

０ ２（狆０狆３＋狆１狆２） 狆
２
０－狆

２
１＋狆

２
２－狆

２
３ ２（狆２狆３－狆０狆１）

０ ２（狆１狆３－狆０狆２） ２（狆０狆１＋狆２狆３） 狆
２
０－狆

２
１－狆

２
２＋狆

熿

燀

燄

燅
２
３

． （４５）

（４２）式、（４４）式和（４５）式给出了四元数表示和

Ｍｕｅｌｌｅｒ矩阵之间的变换关系。

５．２　四元数矩阵算法的优化

利用（４５）式计算系统的 Ｍｕｅｌｌｅｒ矩阵的前提是

由（３３）式计算合成四元数，该式的矩阵形式为

［犘］＝ ［犘犖］…［犘２］［犘１］， （４６）

在实际偏振系统中，有些器件是给定不变的，有些器

件是可调变化的，如果能够将变化的器件分离出来，

会简化计算机计算过程。而利用四元数矩阵乘法的

有条件交换性，可以实现这个分离，并将变化器件的

矩阵移动到最后。假设犖 个器件中第犼个器件是

变化的，这时可以将（４６）式改写为

［犘］＝［犘犖］…［犘犼＋１］［犘犼－１］
…［犘２］

［犘１］
［犘犼］＝

［犘′］［犘犼］， （４７）

式中

［犘′］＝ ［犘犖］…［犘犼＋１］［犘犼－１］
…［犘２］

［犘１］
．

（４８）

［犘′］是不变的，可以预先计算出来存储备用，这样处

理有利于实际计算的进行。这是四元数矩阵运算的

一种优化处理，或者说，是偏振光学中四元数方法的

一种优越性。

另一方面，由于四元数既能表示为方阵，又能表

示为列阵，故（４７）式可以等价地写成

｛犘｝＝［犘犖］…［犘犼＋１］［犘犼－１］
…［犘２］

［犘１］
｛犘犼｝＝

［犘′］｛犘犼｝． （４９）

这样处理也是一种优化，将减少实际计算工作量、节

省机时，这也是偏振光学中四元数方法的一种优

越性。

如果实际偏振系统在运行时，入射偏振光是变

化的，则可将（３２）式写成如下矩阵形式

｛犙
ｏ
ｓ｝＝［犘犖］…［犘２］［犘１］［珚犘１］

［珚犘２］
…

［珚犘犖］
｛犙

ｉ
ｓ｝＝ ［犘］［珚犘］

｛犙
ｉ
ｓ｝， （５０）

这里综合利用了上述两种优化处理。

６　结　　论

系统研究和深入讨论了偏振光学中的四元数方

法，得到了如下结果：

１）给出分别在Ｐｏｉｎｃａｒｅ球表示和斯托克斯参

量基础上导出的偏振光的两种四元数表示，证明了

两种表示的等价性，同时指出偏振光四元数表示的

多样性；

２）利用四元数既可以作为状态变量，又可以描

述状态变换的特性，在斯托克斯参量导出的偏振光

四元数表示的基础上，得到偏振器件和系统的四元

数表示，并利用这种表示再次证明了偏振系统的等

效定理，导出了偏振系统的简化结果，体现了四元数

表示在理论表述上的特点和优势；

３）从四元数表示导出了偏振器件和系统的

Ｍｕｅｌｌｅｒ矩阵，给出了四元数表示和 Ｍｕｅｌｌｅｒ矩阵之

间的变换关系；

４）利用四元数矩阵表示既可以是列阵也可以

是方阵，并且四元数矩阵乘法具有条件交换性的特

点，讨论了如何优化偏振光学中四元数矩阵算法，表

明了在偏振光学计算方面四元数方法的优越性。四

元数算法在偏振光学以及相关技术中可以得到应

用，具有较好的应用前景。
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