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摄像机畸变标定的模型参考逼近方法
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摘要　提出了一种畸变中心未知的非量测摄像机畸变标定新方法，该方法无须求解摄像机内外线性参数即可标定

摄像机二阶多项式径向畸变校正模型。该方法分两步实现：将直线畸变成像的曲线的两个端点用直线段连接以形

成闭合曲线，得到其面积值及端点与畸变参数及中心的近似关系，以此完成近似标定；依据该闭合曲线端点和当前

畸变标定值，由畸变模型生成参考值对近似关系进行修正，准确逼近实际的畸变参数与中心。另外，设计了一种畸

变校正指标函数，利用局部非线性优化方法进一步抑制了噪声对标定结果的影响。仿真和实际图像实验均表明该

方法收敛快速，标定精度高。
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１　引　　言

对摄像机模型中各参数的求解过程称为摄像机

标定，这是建立图像像素位置与场景点位置间映射

关系的前提，是视觉测量的基础和关键。对于低成

本摄像机（尤其对变焦镜头）而言，基于针孔模型的

标定将造成严重的量测偏差，因此须引入畸变校正

模型并进行精确的参数标定。

典型的标定算法，如Ｔｓａｉ
［１］的两步法、Ｚｈａｎｇ

［２］

的平面法等，由于畸变参数与内外线性参数一起估

计，适用于较小畸变摄像机的标定；而当畸变较大时

将显著影响标定精度和效率。利用射影几何的交比

不变特性设计标定算法［３－５］可有效解决参数耦合问

题，但仍须已知空间点的精确位置。

非量测的摄像机畸变标定方法即使在未知空间

０７１５００１１
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点坐标时也能有效解决参数求解耦合问题。由于空

间直线普遍存在并且具有对畸变的度量能力［６－７］，

因此被该类方法广泛采用。周富强等［８－９］设计了直

接利用直线在畸变下的弯曲特性进行标定的方法。

上述解耦的标定方法［３－９］均假设畸变中心已知，张

靖等［１０］则由畸变直线引出面积平方指标并通过遗

传算法寻优以得到畸变参数及中心，但算法实现繁

琐，计算量极大。陈天飞等［１１］针对单参数除式模型

设计了一种用圆弧拟合畸变直线成像点获取畸变参

数及中心的方法，但其依赖于对圆弧的非线性高精

度拟合，且局限于单参数除式模型。

本文依据直线段畸变成像近似呈圆弧的特性，

建立了圆弧及弦所围面积与畸变参数及中心的近似

关系以实现初步标定。然后，由二阶径向畸变模型

依据成像线段端点位置及当前参数标定值，获取包

围面积与畸变标定值之间关系的参考比例修正量，

据此设计修正近似关系的模型参考逼近算法，实现

了对真实值的逼近并有效提升了收敛速度。在考虑

成像噪声时，提出了一种描述直线弯曲程度的指标

函数，并据此进行局部非线性优化，进一步抑制了噪

声对畸变标定结果的影响。

图１ 摄像机小孔几何模型

Ｆｉｇ．１ Ｇｅｏｍｅｔｒｙｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅｃａｍｅｒａ′ｓｐｉｎｈｏｌｅ

２　畸变分离的摄像机模型

对非量测畸变标定算法，必须选用畸变参数与

线性参数相分离的摄像机模型。

２．１　线性针孔模型

如图１所示，摄像机针孔模型可由三个坐标系

表示：两 个 三 维 坐 标 系，分 别 为 世 界 坐 标 系

（犗狑狓狑狔狑狕狑）和摄像机坐标系（犗犮狓犮狔犮狕犮）；一个二维

坐标系，即图像坐标系（犗ｉ狌狏）。对于理想针孔透视投

影，空间中一点狆狑 ＝ （狓狑，狔狑，狕狑，１）
Ｔ 分别对应于

犗犮狓犮狔犮狕犮和犗ｉ狌狏中的狆犮 ＝ （狓犮，狔犮，犳，１）
Ｔ 和狆狌 ＝

（狓狌，狔狌，１）
Ｔ。则摄像机线性成像模型为

狊狆狌 ＝犃犐［ ］０狆犮 ＝ ［ ］犃 犚 犜狆狑， （１）

式中犃和［犚　犜］分别为摄像机的线性内外参数，狊

为适应齐次坐标的比例因子。

犃＝

犳狓 γ 狌０

０ 犳狔 狏０

熿

燀

燄

燅０ ０ １

， （２）

式中犳狓和犳狔分别为狌和狏方向上的等效焦距，成像

中心犗ｉ的图像坐标为［狌０，狏０］。由于一般情况下感

光元件为矩形，故设γ＝０。

２．２　畸变校正与仿真模型

由于摄像机存在光学畸变，理想针孔模型不能

准确描述实际映射关系，因而需要引入畸变校正模

型。通常只需考虑一阶或二阶径向畸变即可满足系

统测量精度要求［１，３－４，１２－１３］，引入过多参数反而会引

起解的不稳定性［５］。Ｂｒｏｗｎ
［１４］和 Ｆｉｔｚｇｉｂｂｏｎ

［１２］分

别提出了摄像机畸变的多项式和除式校正模型。

设狆狑 实际成像点为珟狆犱＝（狓犱，狔犱）
Ｔ（非齐次坐

标均加～标记），并记：

′狓犱＝狓犱－狌０；　′狓狌＝狓狌－狌０

′狔犱＝狔犱－狏０；　′狔狌＝狔狌－狏０

狉２犱 ＝ ′狓犱＋ ′狔犱　（狉犱 ≥０

烅

烄

烆 ）

． （３）

　　１）多项式畸变校正模型：

′狓狌－狌０ ＝ ′狓犱 １＋∑

狀犱

犻＝１

犽犻狉
２（ ）犱

′狔狌－狏０ ＝ ′狔犱 １＋∑

狀犱

犻＝１

犽犻狉
２（ ）

烅

烄

烆
犱

． （４）

　　２）除式畸变校正模型：

′狓狌－狌０ ＝ ′狓犱 １－∑

狀犱

犻＝１

犽犻狉
２（ ）犱

′狔狌－狏０ ＝ ′狔犱 １－∑

狀犱

犻＝１

犽犻狉
２（ ）

烅

烄

烆
犱

． （５）

（４）式、（５）式中，狀犱 为畸变校正模型的阶数，犽犻表示

第犻阶径向畸变参数。

为对算法实现仿真，须构建相应的畸变仿真模

型，实现从珟狆狌＝（狓狌，狔狌）
Ｔ 到珟狆犱＝（狓犱，狔犱）

Ｔ 的变换。

这里在文献［１５］的基础上分别对两种畸变校正模型

建立各自的畸变仿真模型。

设无畸变时的图像点为珟狆狌，则可分别通过（６）

式和（７）式迭代得到相应的畸变成像点：

狓犱犻－狌０ ＝ （狓狌－狌０） １＋∑

狀犱

犻＝１

犽犻狉
２
犱（犻－１（ ））

狔犱犻－狏０ ＝ （狔狌－狏０） １＋∑

狀犱

犻＝１

犽犻狉
２
犱（犻－１（ ）

烅

烄

烆
）

，（６）
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徐　嵩等：　摄像机畸变标定的模型参考逼近方法

狓犱犻－狌０ ＝ （狓狌－狌０）１－∑

狀犱

犻＝１

犽犻狉
２
犱（犻－１（ ））

狔犱犻－狏０ ＝ （狔狌－狏０）１－∑

狀犱

犻＝１

犽犻狉
２
犱（犻－１（ ）

烅

烄

烆
）

，（７）

式中狉犱犻＝（狓犱犻－狌０）
２
＋（狔犱犻－狏０）

２，狓犱０＝狓犱，狔犱０＝

狔犱，本文取（狓犱１５，狔犱１５）。

３　畸变标定的模型参考逼近方法

由畸变直线段近似呈圆弧的特性，得到了畸变

直线段及弦所围面积和成像直线到畸变中心距离的

近似关系以完成初始标定。在此基础上，提出了依

据畸变模型求取参考修正量来校正该近似关系的方

法，并据此迭代逼近真实的畸变参数及中心。

３．１　直线畸变成像的圆近似拟合方法

直线经畸变成像后近似呈圆弧状，特别地，当采

用（５）式模型并令狀犱＝１时，则恰为圆弧。无畸变成

像直线犾狌＝（犪，犫，犮）
Ｔ（犪狓狌＋犫狔狌＋犮＝０）。由（５）式

得

′狓２犱＋ ′狔
２
犱－
犫′狔犱
犮′犽１

－
犪′狓犱
犮′犽１

－
１

犽１
＝０

犮′＝犪狌０＋犫狏０＋

烅

烄

烆 犮

， （８）

式中 （′狓犱，′狔犱）的轨迹和经平移后（狓犱，狔犱）的轨迹均

为圆弧。

为方便对圆弧进行分析，因（４）、（５）式均满足

中心对称，不失一般性，在直线犾狌 中可设：狌０ ＝０；

狏０ ＝０；犪＝０；犫＝１；犮＝－犱。则（８）式简化为

狓２犱＋ 狔犱＋
１

２犱犽（ ）
１

２

＝
１

４犱２犽２１
＋
１

犽１
． （９）

　　由此得直观结论：当图像中心（狌０，狏０）到无畸

变成像直线犾狌 的距离为犱时，实际成像直（弧）线段

⌒犾犱（′狓犱，′狔犱轨迹）的半径为犚犱 ＝
１＋４犱

２犽槡 １

２犱犽１
。

对二阶多项式畸变校正模型［对应（４）式并令

狀犱＝２］，由变换

１＋犽１狉
２
犱＋犽２狉

４
犱 ＝

１

１－犽１狉
２
犱

＋ 犽２狉
４
犱－

犽２１狉
４
犱

１－犽１狉
２（ ）
犱

（１０）

可知，该模型对应的直线成像近似呈圆弧状。

３．２　利用面积的模型逼近方法

３．２．１　初始近似计算

圆弧对应面积的定义与计算如图２所示，在

（近似）圆弧︵犮犻（犻＝１，２，…，犖）上取两点狆犱犻１，狆犱犻２，

记弦长犅犻，︵犮犻半径犚犻，犅犻和︵犮犻的闭合区域面积为犛犻，

且设珚犅犻＝
犅犻
２
，则有

犛犻＝π犚
２
犻ａｒｃｓｉｎ

珚犅犻
犚（ ）
犻
－珚犅犻 犚２犻 －珚犅

２
槡 犻 ＝

犓（珟狆犱犻１，２，︵犮犻）珚犅
３
犻

犚犻
， （１１）

式中当 ︵犮犻的弧度较小时，犓（狆犱犻１，２，︵犮犻）≈２／３，因而，

通过面积犛犻和弦长犅犻（珚犅犻）可近似得到犚犻。由此构

建图像中心的初始近似算法。

图２ 畸变直线成像及其面积

Ｆｉｇ．２ Ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｉｍａｇｅｏｆａｌｉｎｅａｎｄｉｔｓａｒｅａ

首先，引入有符号面积珟犛犻和距离犱犻的概念。在

畸变直线段上取连接狆犱犻１，狆犱犻２ 的弦

犾犱犻 ＝（珔犪犱犻，珔犫犱犻，珋犮犱犻）
Ｔ
＝狆犱犻１×狆犱犻２，ｉ．ｅ．

珔犪犱犻狓＋珔犫犱犻狔＋珋犮犱犻 ＝０

珔犪
２
犱犻＋珔犫

２
犱犻 ＝

烅
烄

烆 １
． （１２）

则图像中心珟狆犮狅＝（狌０，狏０）
Ｔ 到犾犱犻的有符号距离犱犻为

犱犻＝珔犪犱犻狓＋珔犫犱犻狔＋珋犮犱犻， （１３）

如图２所示，设︵犮犻上一点狆⌒犮犻
（狓）到犾犱犻的有符号距离

为犱⌒犮犻［狆⌒犮犻（狓）］，则

珟犛犻＝ｓｇｎ（犱⌒犮犻）犛犻＝∫
狆犱犻２

狆犱犻１

犱⌒犮犻［狆⌒犮犻（狓）］ｄ狓，

ｓｇｎ（狓）＝

－１ 狓＜０

０ 狓＝０

１ 狓＞

烅

烄

烆 ０

， （１４）

其中ｓｇｎ表示符号函数。根据（９）式，记畸变直线段

近似半径

珟犚犻＝
１＋４犱

２
犻犽槡 １

２犱犻犽１
≈

１

２犱犻犽１
， （１５）

并由（９）、（１１）两式可得：

犱犻≈－珟犛犻／［２犽１珚犅
３
犻犓（狆犱犻１，２，︵犮犻）］≈

－０．７５珟犛／（犽１珚犅
３
犻）． （１６）

即可近似得到比例关系：犱犻 ∝珟犛犻／珚犅
３
犻。据此，根据两

条线犾犱犻，犾犱犼（犻≠犼）可以确定（狌０，狏０）所在的直线犾犻犼：

珔犪犻狓＋珔犫犻狔＋珋犮犻
珟犛犻／珚犅

３
犻

＝
珔犪犼狓＋珔犫犼狔＋珋犮犼
珟犛犼／珚犅

３
犼

． （１７）

由两条这样的直线犾犻
１犼１
，犾犻

２犼２
相交即可近似求得

狆^犮狅＝（^狌０，^狏０，１）
Ｔ。

记狆^犮狅到犾犱犻距离为犱^犻，并由（１１）式得：

犚^犻≈珚犅
３
犻／（１．５珟犛犻）， （１８）

０７１５００１３
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则根据（１５）式解得

犽^１犻 ＝ ［狇犫－ｓｇｎ（^犱犻^犚犻）］ 狇
２
犫－４狇犪狇槡 犮／（２狇犪）

狇犪 ＝４^犱
２
犻；　狇犫 ＝４^犱

２
犻／^犚

２
犻；　狇犮 ＝－１／^犚

２
烅
烄

烆 犻

．

（１９）

依据（１９）式并对 犖 条直线以面积加权得犽１ 初始

值：

犽^１ ＝ ∑
犖

犻＝１

珟犛犻 犽^１（ ）犻 ∑
犖

犻＝１

珟犛（ ）犻 ． （２０）

下文若无特殊说明，面积（珟犛犻）、半径（珟犚犻）和点到直

线的距离（犱犻）均指有符号量。

３．２．２　模型参考逼近过程

为求得准确的标定结果，必须在３．２．１节初始

标定的基础上设计相应的逼近律，以逼近准确解。

为便于算法描述，下面１）～１０）描述算法步骤。

设狆犮狅（０）＝^狆犮狅，犽１（０）＝^犽１，犽２（０）＝０。则进行第犿

步逼近时，首先设计畸变中心逼近律。

１）对第犻条畸变直线上的狆犱犻１，狆犱犻２由校正模型

并依据犽１（犿－１），犽２（犿－１），狆犮狅（犿－１）得直线无畸变成像：

犾狌犻（犿）＝狆狌犻１（犿）×狆狌犻２（犿），ｉ．ｅ．珔犪狌犻（犿）狓＋

珔犫狌犻（犿）狔＋珋犮狌犻（犿）＝０． （２１）

　　２）直接根据犾狌犻（犿），犽１（犿－１），犽２（犿－１），狆犮狅（犿－１）和畸

变校正模型，由数值方法得到参考包围面积珟犛犻（犿）。

３）计算狆犮狅（犿－１）到犾狌犻（犿）的距离犱狌犻（犿），从而得到

犱犻和珟犛犻／珚犅
３
犻 的参考比例：犓犾犻（犿）＝珟犛犻（犿）／［珚犅

３
犻犱狌犻（犿）］。

４）依据珟犛犻／珚犅
３
犻、犓犾犻（犿）和犾狌犻（犿），重新得到确定穿

过（狌０，狏０）的直线犾狌犻犼（犿）：

珔犪狌犻（犿）狓＋珔犫狌犻（犿）狔＋珋犮狌犻（犿）
珟犛犻／［珚犅

３
犻犓犾犻（犿）］

＝
珔犪狌犼（犿）狓＋珔犫狌犼（犿）狔＋珋犮狌犼（犿）

珟犛犼／［珚犅
３
犼犓犾犼（犿）］

．

（２２）

　　５）由犾狌犻
１犼１
（犿），犾狌犻

２犼２
（犿），…可解得新中心狆犮狅（犿）。

事实上，这里犓犾犻（犿）对逼近起关键作用。

然后设计一阶畸变参数逼近律。由（１６）式知

犽１ ∝珟犛犻／犱犻，可得比例逼近律。

６）计算狆犮狅（犿）到犾狌犻（犿）的当前距离珚犱狌犻（犿）。

７）更新一阶畸变参数：

犽１（犿）＝ ∑
犖

犻＝１

ｓｇｎ珚犱狌犻（犿（ ））犱狌犻（犿［ ） ∑
犖

犻＝１

珚犱狌犻（犿 ］）犽１（犿－１），

（２３）

式中犖 表示所用直线数，⌒犮犻对犽１（犿－１）的校正作用以

各自 珚犱狌犻（犿） 为权重。若再引入面积珟犛犻 作为权重，

得：

犽１（犿）＝
∑
犖

犻＝１

珟犛犻犱狌犻（犿）ｓｇｎ［珟犛犻（犿）珚犱狌犻（犿）］

∑
犖

犻＝１

珟犛犻（犿）珚犱狌犻（犿）

犽１（犿－１）．（２４）

逼近一阶畸变参数的同时，设计二阶畸变参数逼近

律。

若摄像机仅有一阶畸变，则通过无穷次迭代逼

近后，（２２）式对所有的（犻≠犼）均成立，即：

ｌｉｍ
犿→∞

珚犱狌犻（犿）
珟犛犻／［珚犅

３
犻犓犾犻（犿）｛ ｝］

＝犆， （２５）

式中，对同一摄像机（内参数不变）而言犆为常数。

然而，当摄像机存在二阶畸变时，（２４）式不再成

立，须根据二阶畸变进行调整。设当前二阶畸变参

数增量Δ犽２（犿），即犽２（犿）＝犽２（犿－１）＋Δ犽２（犿），则

１＋犽１（犿）狉
２
犻 ＋［犽２（犿－１）＋Δ犽２（犿－１）］狉

４
犻 ＝

１＋犽１（犿－１）［１＋Δ珔犽２（犿－１）狉
２
犻］狉

２
犻 ＋犽２（犿－１）狉

４
犻．（２６）

略去式中的犽２（犿－１）狉
４
犻，以珚犱狌犻（犿）近似代替狉犻，并修正

（２５）式：

犇犛犻（犿）·［１＋Δ珔犽２（犿－１）珚犱
２
狌犻（犿）］＝犆， （２７）

其中记犇犛犻（犿）＝珚犱狌犻（犿） 珟犛犻／［珚犅
３
犻犓犾犻（犿）｛ ｝］。

事实上，只需在若干次逼近迭代后［设犜犽（犿）次］

进行二阶畸变调整即可，每次都调整将产生震荡发

散问题。据此可得二阶畸变参数逼近律。

当ｍｏｄ［犿，犜犽（犿）］≠０时，返回１），否则执行

８）。

子循环初始值为Δ珔犽２（犿，０）＝０，进行第狋步迭代

时：

８）由犇犛犻（犿）·［１＋Δ珔犽２（犿，狋）珚犱
２
狌犻（犿）］＝犇犛犼（犿）·［１＋

Δ珔犽２（犿，狋）珚犱
２
狌犼（犿）］，联立解得Δ珔犽２（犿，狋）。

９）再由

珔犪犻狓＋珔犫犻狔＋珋犮犻
珟犛犻／珚犅

３
犻［１＋Δ珔犽２（犿，狋）珚犱

２
狌犻（犿）］

＝
珔犪犼狓＋珔犫犼狔＋珋犮犼

珟犛犼／珚犅
３
犼［１＋Δ珔犽２（犿，狋）珚犱

２
狌犼（犿）］

，

（２８）

同４）～６）重新解得狆犮狅（犿）和珚犱狌犻（犿），并由（２７）式得到

新的犇犛犻（犿）；

若狋＜犜２，狋＝狋＋１ 返回 ８），否则 Δ珔犽２（犿）＝

Δ珔犽２（犿，犜）。

１０）更新二阶畸变参数：

犽２（犿）＝犽２（犿－１）＋Δ珔犽２（犜２）犽１（犿－１）， （２９）

当犿≥犕 时完成逼近，否则返回１）。

算法的停止条件（犿≥犕）也可改为

狆犮狅（犿）－狆犮狅（犿－１） ＜ε犪 狆犮狅（犿） ． （３０）

逼近算法流程可由图３表示。逼近过程的主要思想

是：通过畸变模型获取参考值犓犾犻（犿－１），以获取更准

确的畸变中心狆犮狅（犿），再由实际测得的面积犛犻及其参

考值珟犛犻（犿）校正畸变参数犽１，２（犿），进而再由新获取的

狆犮狅（犿）和犽１，２（犿）得到更准确的参考值犓犾犻（犿＋１），不断迭

代以逼近准确值。如图３所示，本算法去除二阶畸变

０７１５００１４
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部分（即，设Ｔ犽（犿）＞犕）即可完成一阶畸变逼近。不

同于文献［１１］，这里的畸变模型不再局限于除式模

型（通过修改算法中的２），则一阶多项式模型或文

献［９］中模型均适用）。

图３ 畸变参数与中心的逼近流程

Ｆｉｇ．３ Ａｐｐｒｏａｃｈｉｎｇｆｌｏｗｏｆｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｎｄｃｅｎｔｅｒ

３．３　优化估计算法

３．３．１　畸变直线段端点估计

畸变直线段端点狆犱犻１，狆犱犻２的噪声严重影响面积

珟犛犻的求解。因而，必须对狆犱犻１，狆犱犻２进行优化估计才

能降低图像噪声对标定结果的影响。

直线段经二阶畸变后的成像曲线难以直接进行

拟合，这里对部分曲线［本文中取接近端点处的等效

比例η犲（犿）＝０．５］进行圆弧拟合以估计端点。

一般地，成像噪声关于弧线︵犮犻犻呈正交对称分

布，则线性最小二乘拟合仅得到有偏估计值。因而须

采用非线性优化方法。设︵犮犻上共有犖⌒犮犻
个特征点，其

中取狀⌒犮犻 ＝η犲犖⌒犮犻
个特征点︵狔 犼，︵狓 犼，构建含有限记

忆衰减因子的指标函数：

犳（犚犻，狓犮犻，狔犮犻）＝∑

狀犮

犼＝１

τ犼 （︵狓犼－狓犮犻）
２
＋（︵狔犼－狔犮犻）槡

２
－犚［ ］犻

２

τ犼 ＝ｅｘｐ［（犼－１）ξ］，　ξ＝ｌｎ（犓ｅｎｄ

烅

烄

烆 ）

， （３１）

式中，本文取犓ｅｎｄ＝０．１，并规定（︵狔１，︵狓１）在接近待优

化端点一侧。通过非线性优化算法如ＮｅｌｄｅｒＭｅａｄ

非线性单纯型法［１６］（ＮＭＳ）对（３１）式寻优获取犚犻，

狓犮犻，狔犮犻，圆弧间相交即得端点估计值。增大η犲 虽能

减小估计方差但将同时增大估计偏差。

二阶畸变参数受噪声影响明显，由单一的四条

成像线段难以实现有效估计。这里由多组矩形成像

特征点设计优化估计方法。在（２２）、（２８）式求解和

一阶畸变校正式中均采用多组数据，并基于最小二

乘法完成冗余方程组的优化求解，从而减少噪声对

畸变参数标定的影响。

３．３．２　畸变参数与中心的局部非线性优化

因３．３．１节中的局部圆弧拟合亦为有偏估计，

且未完全利用整个成像直线段的特征点，增大了估

计偏差。由于对经二阶径向畸变后的直线段难以直

接进行无偏拟合，因此，这里提出一种针对畸变参数

及中心的指标函数用以完成局部非线性优化。

利用畸变校正参数狌０，狏０，犽１，犽２ 将直线段成像

︵犮犻上的特征点狆犱⌒犮犻犼（︵狓犱犻犼，︵狔犱犻犼，１）修正为狆狌⌒犮犻犼（︵狓犻犼，︵狔

犻犼，１）。由于准确的畸变校正参数将使狆狌⌒犮犻犼 呈直线分

布，通过构建狆狌⌒犮犻犼 的弯曲测度可以构造相应指标函

数。

１）基于正交距离的直线拟合。

设第犻条直线方程为犾犻＝（犪犾犻，犫犾犻，犮犾犻）
Ｔ，即犪犾犻狓＋

犫犾犻狔＋犮犾犻＝０，则狆狌⌒犮犻犼到犾犻的正交距离为

犱犻犼 ＝ 犪犾犻 ︵狓犻犼＋犫犾犻 ︵狔犻犼＋犮犾犻 犪２犾犻＋犫
２

槡 犾犻．（３２）

以正交距离平方和最小准则

ｍｉｎ
犪犾犻
，犫犾犻
，犮犾犻
∑

犖⌒犮
犻

犼

犱２犻犼 （３３）

进行拟合。在文献［１７］的基础上，设计了一种避免

发生奇异问题的拟合方法。
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　　记

犃犻＝∑
犖

犻＝１

︵狓犻犼︵狔犻犻犼－
１

犖∑
犖

犻＝１

︵狓犻犼∑
犖

犻＝１

︵狔犻犼

犅犻 ＝∑
犖

犻＝１

︵狓２犻犼－∑
犖

犻＝１

︵狔
２
犻犼－
１

犖 ∑
犖

犻＝１

︵狓犻（ ）犼
２

＋
１

犖 ∑
犖

犻＝１

︵狔犻（ ）犼
烅

烄

烆

２

，

则

犪犾犻 ＝２犃犻 犅２犻 ＋４犃
２

槡 犻 ＋犅（ ）犻 ，　犫犾犻 ＝１ 犅犻＞０

犪犾犻 ＝犫犾犻 ＝１ 犃犻＝犅犻 ＝０

犪犾犻 ＝１，　犫犾犻 ＝２犃犻 犅２犻 ＋４犃
２

槡 犻 －犅（ ）犻 犅犻≤

烅

烄

烆 ０

犮犾犻 ＝－
１

犖
犫犾犻∑

犖

犻＝１

︵狔犻犼＋犪犾犻∑
犖

犻＝１

︵狓犻（ ）

烅

烄

烆
犼

， （３４）

归一化得

珋犾犻 ＝ （珔犪犾犻，珔犫犾犻，珋犮犾犻）
Ｔ
＝∶

珔犪犾犻狓＋珔犫犾犻狔＋珋犮犾犻 ＝０

珔犪
２
犾犻＋珔犫

２
犾犻 ＝

烅
烄

烆 １
． （３５）

　　２）构造弯曲测度和指标函数。

在存在噪声时，为描述畸变校正后直线段成像的弯曲程度，提出特征点关于珋犾犻分段求和的指标。

设分段数为犖犻犛；分段点序号狊犻犽（犽＝０，１，…，犖犻犛），且满足，狊犻０＝１，狊犻犖犛犻＝犖⌒犮犻
，狊犻０＜狊犻１＜…＜狊犻犖犛犻，则

犉犻（狌０，狏０，犽１，犽２）＝ ∑

犖犻犛

犽＝１
∑

狊（犽）

犼＝狊（犽－１）

珔犪犾犻 ︵狓犻犼＋珔犫犾犻 ︵狔犻犼＋ ︵犮（ ）［ ］犾犻

２

槡
λ

． （３６）

　　狆狌⌒犮犻犼由狆犱⌒犮犻犼畸变校正得到，且犪犾犻，犫犾犻，犮犾犻由狆狌⌒犮犻犼

经（３４），（３５）两式求得，故对（３６）式的狌０，狏０，犽１，犽２

寻优，本文将直线段成像四等分（即犖犻犛＝４，｛狊犻犽｝为

等差数列），并取λ＝２。对犖 条直线段进行寻优：

ｍｉｎ
狌
０
，狏
０
，犽
１
，犽
２
∑
犖

犻＝１

犉犻（狌０，狏０，犽１，犽２｛ ｝）， （３７）

式中，利用ＮＭＳ即可完成畸变参数与中心的局部

优化。

由３．３．１节分析可知，文献［１０］中提出的面积

值平方指标受直线段端点成像噪声的影响明显。指

标函数（３７）式避免了该问题，并且利用分段求解残

差的方法描述直线段畸变成像所形成的弯曲。该方

法推广了以每一采样点到拟合直线距离平方和作为

指标（当犖犻犛 ＝犖，λ＝１时）的方法
［６，１４］，本文方法

能更好地抑制噪声影响，有效避免当犖犻犛 ＝犖，λ＝１

且特征点较密集时的局部收敛误差大的问题。３．２

节中的快速逼近方法为局部优化提供了一个接近真

值的初始解，显著减少了优化指标（３７）式的计算量。

事实上，直接采用 ＮＭＳ无法对（３７）式全局寻

优，也无法可靠替代３．２．２节的逼近过程（见第４

节）。可仿照文献［１０］引入遗传算法或其他全局寻

优方法，实现畸变标定；但算法实现复杂，运算时间

很长，本文不对其多加叙述。

另外，可等间隔选取直线段成像特征点（设间隔

数为狀Ｉｎｔ），即狊犻犖犛犻 ＝犖⌒犮犻
／（狀Ｉｎｔ＋１），在显著缩短优

化时间的同时对标定精度的影响很小。然而当

狀Ｉｎｔ＞１时，直接由非线性优化替代３．２．２更容易

发生无效收敛。

４　仿真与实际图像实验

４．１　仿真实验与分析

４．１．１　无噪声情况下的算法验证

在无噪声情况下，对二阶多项式校正模型进行

仿真，以验证算法的逼近效果和对模型偏差的适应

性。这里仅涉及３．１节和３．２节中的算法。

设摄像机滚转、偏航和俯仰角为φ，，α。仿真

采用２．１节的线性模型和２．２节的畸变模型。成像

ＣＣＤ规格为６４０ｐｉｘｅｌ×４８０ｐｉｘｅｌ。特征直线取自

空间平面狕狑＝０上一个矩形的边，矩形顶点坐标为

犃（－４，３，０）；犅（－４，－３，０）；犆（４，－３，０）；犇（４，３，

０）。设相应成像线段（弧）为犾犪犫，犾犫犮，犾犮犱，犾犪犱，在每条

成像线段上取４００个特征点（犖⌒犮犻
＝４００）。

这里在（１７）式和３．２．２节的４）、５）算法中，设

定分别由犾犪犫，犾犮犱和犾犫犮，犾犪犱所获得的两条通过（狌０，狏０）

的直线求解图像中心。
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　　为验证逼近效果，仿真例子的成像尽可能偏离图

像中心，并验证犽１ 取正负值的情况，即犽１＝±１×

１０－６，犽２＝２×１０
－１２，狌０＝３２０，狏０＝２４０，犜＝［１．２，　

０．７，　１２］
Ｔ，φ＝－２０°，α＝８°，＝１２°。二阶畸变修正

中设犜２＝８，犜犽（犿）＝
５ 犿≤１５

３ 犿＞｛ １５
。

仿真表明，进行６０次迭代即可充分逼近真实值

（结果如下），逼近过程如表１所示。

犽１ ＞０： 犽１ ＜０：

犽１（６０）＝１．００００００６７４×１０
－６

犽２（６０）＝２．０００００１０４３×１０
－１２

狌０（６０）＝３１９．９９９９６５３８

狏０（６０）＝２４０．

烅

烄

烆 ０００００１６９

犽１（６０）＝－１．００００００１６×１０
－６

犽２（６０）＝２．０００００１０４×１０
－１２

狌０（６０）＝３１９．９９９９６１１１

狏０（６０）＝２４０．

烅

烄

烆 ０００００８６１

表１ 二阶多项式畸变校正模型无噪声仿真结果

Ｔａｂｌｅ１ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｗｉｔｈｏｕｔａｎｙｎｏｉｓｅ

　　仿真表明本文算法收敛速度快。一般地，迭代

３０次后即可使各参数相对偏差在０．０１％以内。

实际摄像机并不能完全符合预设的畸变模型，

但二阶畸变模型具有较好的适应能力。这里用该模

型对具有不同模型结构的一阶除式模型［（５）式］进

行畸变标定，仿真条件同上（去除犽２＝２×１０
－１２）。

６０次迭代后的结果如下。

犽１ ＞０： 犽１ ＜０：

犽１（６０）＝９．８８９４８５４５８×１０
－７

犽２（６０）＝１．１９７７８２７７８×１０
－１２

狌０（６０）＝３２０．０７８６０８６０

狏０（６０）＝２４０．

烅

烄

烆 ０６５２８２８４

犽１（６０）＝－９．８５４２７９０３×１０
－７

犽２（６０）＝７．８８２５９７５８２×１０
－１３

狌０（６０）＝３２０．２７７９９０９６

狏０（６０）＝２４０．

烅

烄

烆 ０６７７７５７６

　　可见通过二阶畸变进行逼近可以较准确地获取畸变中心，由此可知，该方法适应性较强，通过一阶和二

阶参数较准确地拟合了除式畸变。然而一阶多项式模型对此的适应性明显偏弱，不考虑３．２．２节中８）～
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１０）时的标定结果为

犽１ ＞０： 犽１ ＜０：

犽１（６０）＝１．１２８８８６７９０×１０
－６

狌０（６０）＝３１１．５７６３３０９１

狏０（６０）＝２４０．

烅

烄

烆 ７０９５９２５２

犽１（６０）＝－８．７１８０６２７６×１０
－７

狌０（６０）＝３３０．２８００８３８２

狏０（６０）＝２３８．

烅

烄

烆 ７２５２４３１０

　　因而，本文方法考虑二阶畸变后，标定效果优于

针对一阶畸变模型的标定（见文献［７，９，１１］）。

４．１．２　噪声影响下的仿真验证

在考虑成像噪声时，依据４．１．１中的模型参数

含义，设置如表２中的畸变中心和参数值，并在位姿

１到位姿２之间插值１８个位姿（共计２０个）。

位姿１：犜＝ ０．８，　０．４，　１１．［ ］６ Ｔ；φ＝－２３°，

α＝１１°，＝８°。

位姿２：犜＝ １．６，　１．２，　１３．［ ］４ Ｔ；φ＝－１７°，

α＝５°，＝１６°。

仿真成像情况如图４所示。

图４ 连续多次成像数据的仿真位置

Ｆｉｇ．４ Ｓｉｍｕｌａｔｅｄｐｏｓｉｔｉｏｎｓｏｆａｓｅｒｉｅｓｏｆｉｍａｇｅｓ

　　在直线段成像的正交方向加入限幅±１ｐｉｘｅｌ

的均匀分布噪声，同时分５个噪声级别，在每个级别

上进行１００次重复实验。

仿真结果中采用均方偏差［见（３８）式定义，其

中狏ｔｅｓｔ犻为第犻次实验值，狏ｒｅａｌ为真实值，犖犜为测试次

数，珔狏犕 为均方偏差］表示标定值受噪声的影响。

珔狏犕 ＝ ∑

犖犜

犻＝１

狏ｔｅｓｔ犻－狏（ ）ｒｅａｌ［ ］２ 犖槡 犜， （３８）

取 η犲（犿） ＝ ０．３，犕 ＝ ４０，犜２ ＝ ８，犜犽（犿） ＝

５ 犿≤１５

２ 犿＞
｛ １５

。

进行３．３．２节中局部优化（狀Ｉｎｔ＝０）前后的结果

如表２所示。各参数标定结果的均方偏差均与噪声

水平呈线性增长关系，经局部优化后标定效果明显

改进，对犽１，犽２ 的优化效果尤为突出（以噪声水平

±１ｐｉｘｅｌ，犽１＝１×１０
－６，犽２＝１×１０

－１２为例，仿真结

果见图５）。

如图４所示，集中选取偏离真实图像中心的成

像样本，旨在验证本文算法在解决估计有偏问题时

的效果。事实上，较为均匀的样本分布将进一步减

少偏差。

图５ 噪声水平为±１ｐｉｘｅｌ时的畸变参数标定

Ｆｉｇ．５ Ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｏｆｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｕｎｄｅｒ

ｎｏｉｓｅｌｅｖｅｌｏｆ±１ｐｉｘｅｌ

４．１．３　算法的有效性和稳健性验证

为测试３．３．２节中的局部非线性优化的有效

性，这里以畸变参数及中心的真实值作为优化初值

进行对比验证。
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表２ 二阶多项式畸变校正模型在不同噪声水平下的仿真结果

Ｔａｂｌｅ２ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｏｉｓｅｌｅｖｅｌｓ

　　设以３．２节算法得到的狌０（４０），狏０（４０），犽１（４０），犽２（４０）

为初始值，经（３７）式指标优化得到狌０狋，狏

０狋，犽


１狋，犽


２狋；

以畸变中心和参数的真实值狌０，狏０，犽１，犽２ 为初始值

经（３７）式优化得到狌０狉，狏

０狉，犽


１狉，犽


２狉。定义相对偏差

范数：

犇狋－狉 ＝
狌０狋 －狌


０狉

狌０
，狏

０狋 －狏


０狉

狏０
，犽

１狋 －犽


１狉

犽１
，犽

２狋 －犽


２狉

犽２ ２

．

（３９）

　　在噪声水平为±１ｐｉｘｅｌ时进行１００次重复实

验，偏差如图６所示，优化时在ＮＭＳ算法中设（３７）

式指标值和待优化变量的终止容许值为：犞ＴｏｌＦｕｎ＝

１×１０－６，犞ＴｏｌＸ＝１×１０
－３。如图６所示，以不同初值

得到所得优化结果的相对偏差均不超过１×１０－４，

验证了３．３．２节局部优化的有效性。

为了验证在不同的畸变参数情况下，标定结果

受噪声的影响，这里设定干扰为限幅±０．５ｐｉｘｅｌ的

均匀分布噪声，对畸变参数变化范围

犽１ ＝ －１．２×１０
－６，－０．６×１０－［ ］６ ∪ ０．６×１０

－６，－０．６×１０－［ ］６

犽２ ＝ －１．２×１０
－１２，－０．６×１０－［ ］１２

∪ ０．６×１０
－１２，－０．６×１０－［ ］

烅
烄

烆
１２
，

分别间隔３×１０－７和３×１０－１３，仿真６种情况，每种情况重复１００次实验，并以相对偏差［（４０）式］进行评价，
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图６ 由不同初值优化后的畸变参数及中心相对偏差

Ｆｉｇ．６ Ｒｅｌａｔｉｖｅｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｎｄ

ｃｅｎｔｅｒｏｆｔｈｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

　　　　　　　ｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｓ

珔狏犚 ＝
１

狏ｒｅａｌ ∑

犖犜

犻＝１

（狏ｔｅｓｔ犻－狏ｒｅａｌ）［ ］２ 犖槡 犜．（４０）

　　如图７所示，该仿真表明，在同样的噪声水平

下，随着畸变参数绝对值变小，畸变参数标定值的相

对均方偏差变大，经３．３．２节优化后偏差均明显减

小。同时也说明即使在犽１＝±６×１０
－７，犽２＝±６×

１０－１３这样较小的畸变下依旧能通过局部优化获取

有效标定。

图７ 不同畸变参数时的相对标定偏差

Ｆｉｇ．７ Ｒｅｌａｔｉｖｅｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

４．１．４　算法的实时性与稳健性对比验证

现有非量测标定算法假设（或近似猜测）了畸变

中心，通过ＮＭＳ等优化方法对设计的指标函数寻

优以完成畸变标定。本文算法无需已知畸变中心，

因而实时性对比验证仅针对模型参考逼近（３．２．２

节）和局部非线性优化（３．３．２节）这两个过程进行。

均以３．２．１节的结果作为参考逼近或直接非线

性寻优初值。仿真表明采用ＬｅｖｅｎｂｅｒｇＭａｒｑｕａｒｄｔ算

法直接寻优无法获得有效值，因而优化过程均采用

ＮＭＳ。由于文献［６，７］中的优化指标会导致较大的估

计偏差，因而均采用３．３．２节中的优化指标［（３６）

式］。

设参考逼近结果及直接优化结果与本文经非线

性优化后的结果的相对偏差分别为犇犪－狀、犇犱－狀，

犇犪－狀 ＝
狌０犪－狌


０狀

狌０
，狏

０犪－狏


０狀

狏０
，犽

１犪－犽


１狀

犽１
，犽

２犪－犽


２狀

犽２ ２

犇犱－狀 ＝
狌０犱－狌


０狀

狌０
，狏

０犱－狏


０狀

狏０
，犽

１犱－犽


１狀

犽１
，犽

２犱－犽


２狀

犽

烅

烄

烆 ２ ２

．

（４１）

　　在噪声水平为±０．８ｐｉｘｅｌ，狀Ｉｎｔ＝０时，进行２０

次重复仿真，对比仿真时间和迭代次数，结果如图８

所示。３．２．１节的近似标定在非量测条件下为

ＮＭＳ优化提供的初始解不一定可靠（当狀Ｉｎｔ＝５时，

无效标定值显著偏离真实值，即 犇犱－狀 ＞犇犪－狀，

犇犱－狀＞１），而３．２．２节的逼近过程显著提高了运算

效率，也缩短了进一步优化的时间，提高了优化求解

的可靠性，也就是提高了求解精度。

图８ 实时性对比实验

Ｆｉｇ．８ Ｔｅｓｔｓｆｏｒｒｕｎｔｉｍｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ

４．２　实际图像实验

采用微视公司的 ＭＶＣＩＩ３ＭＳ００相机（分辨率

０７１５００１１０
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为２０４８ｐｉｘｅｌ×１５３６ｐｉｘｅｌ）和 Ｃｏｍｐｕｔａｒ公司的

Ｔ２Ｚ３５１４ＣＳ２镜头（焦距为３．５～８．０ｍｍ），对液晶

屏上靶标进行实验（锁定焦距、光圈和对焦）。畸变

标定所用的特征直线的提取采用文献［１８］的方法

实验中，由于镜头的设计成像面积为１／３ｉｎｃｈ

（１ｉｎｃｈ＝２．５４ｃｍ），而相机的ＣＣＤ面积为１／２ｉｎｃｈ，

因而产生弧形黑色暗角，但不影响标定试验。

４．２．１　依据全部特征点的标定

取狀Ｉｎｔ＝０，算法的停止条件依据（３０）式并取

ε犪＝１×１０
－６。标定结果如表３所示，该结果表明在

多个图像采集姿态下所得结果接近，符合摄像机内

参数被锁定的条件。经３．３．２节优化前后的标定结

果接近，说明本文提出的模型参考逼近算法在实际

图像实验中也为局部非线性优化提供了很好的初

值，提高了算法效率和可靠性，这是对传统方法的主

要改进（本文算法的计算时间以“迭代逼近时间＋局

部非线性优化时间”的形式表示）。

因准确的畸变参数未知而无法完成类似４．１．３

节的验证，这里采用各组优化后标定结果交叉做初

值的方法，计算表明各组再次优化后结果均不改变，

从而说明３．３．２节的优化方法的稳健性。

另外，依据标定后的畸变校正模型校正原始采

集图像，可以发现图像畸变得到了有效校正。

表３ 实际图像实验（采集图像和标定结果）

Ｔａｂｌｅ３ Ｔｅｓｔｓｏｆｒｅａｌｉｍａｇｅ（ｏｂｔａｉｎｅｄｉｍａｇｅｓａｎｄｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ）

４．２．２　等间隔选取特征点的标定

为了验证狀Ｉｎｔ＞０时非线性局部优化效率的提

升和对标定结果的影响，取狀Ｉｎｔ＝５（即每６个特征点

中选取１个）完成标定。由于狀Ｉｎｔ仅影响３．３．２节中

０７１５００１１１
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的非线性优化过程，故表３中优化前的结果不变，因

而仅在表４中记录优化后结果。

对比表３和表４的实验数据，等间隔选取特征

点后，在显著缩短优化时间的同时对标定结果的影

响很小。然而若采用ＮＭＳ直接优化则对三幅图像

的标定均无效（即犇犱－狀＞犇犪－狀，犇犱－狀＞１）。从而进

一步验证了本文算法在非量测条件下提升标定可靠

性、精度及效率的作用。

表４ 等间隔特征点优化标定

Ｔａｂｌｅ４ Ｏｐｔｉｍｉｚｅｄｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｂｙｅｖｅｎｌｙｓｐａｃｅｄｆｅａｔｕｒｅｐｏｉｎｔｓ

Ｎｕｍｂｅｒ １ ２ ３

Ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔ

狏０ ７９２．６６９８ ７９５．６６３ ７９６．６４０

狌０ １０１８．３０４４ １０１７．５６５ １０１６．５９３

犽１ ２．９３９９×１０－７ ２．９７９８×１０－７ ２．９５０７×１０－７

犽２ ９．６４４２×１０－１４ ８．９３９６×１０－１４ ８．９３２０×１０－１４

Ｒｕｎｔｉｍｅ
Ｎｅｗｍｅｔｈｏｄ １．３２＋１．５５ｓ １．２１＋１．７１ｓ ０．９９＋３．５１ｓ

Ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ ｉｎｖａｌｉｄ ｉｎｖａｌｉｄ ｉｎｖａｌｉｄ

５　结　　论

根据直线段畸变成像近似呈圆弧的特性，提出了

一种避免畸变参数和内外线性参数耦合的非量测摄

像机畸变标定方法。在成像面上由附加直线与畸变

成像直线段构成闭合曲线，在计算其面积的基础上，

解算畸变参数与中心的初始位置；进而针对闭合曲线

的面积值及端点位置与畸变参数及中心的近似关系，

依据畸变模型进行迭代修正以逼近各标定参数的真

实值。同时提出了一种描述直线弯曲程度的指标，并

依此设计了对畸变标定进行局部非线性优化的方法。

实验表明，模型参考逼近方法在显著加快收敛速度的

同时，由其结果作为非线性优化初值，保证了优化值

的可靠性、精度和效率。本文算法能快速实现高精度

畸变标定，对模型不确定性具备一定的适应能力；通

过局部非线性优化能进一步抑制噪声对标定结果的

影响；在受噪声影响时，该算法对于不同畸变参数的

摄像机畸变标定也具有较好的稳健性。
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