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基于矩阵填充的相位检索
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摘要　相位检索利用直接测量得到的强度分布恢复相位信息，从而重建波函数，是光学和图像处理中的重要研究

方向。提出衍射成像中新的利用相位掩模的结构光照明设置，在这种新的设置中，物体和掩模紧贴在一起，并且相

互之间的位置可以互换，采用多结构光照明，收集多个不同的衍射图样，在没有信号额外信息情况下求解相位。模

拟实验结果表明，这种新的设置形式简单，可以成功地实现相位检索。此外，提出应用托普利兹掩模和循环掩模收

集衍射图样以检索相位，它们比二进制掩模需要收集更少的衍射图样；与高斯掩模需要收集的衍射图样数目相当，

但是物理上比高斯掩模更易于实现。
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１　引　　言

在成像、遥感和图像处理问题中，探测器仅仅能

够记录一个物体散射光源的傅里叶变换或者频谱，

得到其强度分布。相位检索技术是指利用直接测量

得到的强度分布来恢复相位，从而重建波函数，在光

学［１－２］、量子力学［３］和显微镜学［４］等领域有着广泛

的应用。

１９７２ 年，Ｇｅｒｃｈｂｅｒｇ 等
［５］提出了 Ｇｅｒｃｈｂｅｒｇ

Ｓａｘｔｏｎ算法（简称ＧＳ算法），基本思想是利用已知

的信息或约束在图像空间与傅里叶空间之间迭代求

０７１１００２１
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解。Ｆｉｅｎｕｐ等
［６］提出各种改进算法，例如错误减少

算法（ＥＲ）。迭代算法依赖于信号额外的信息，如非

零支撑、非负性和频带限制等［７］。

在很多实际感兴趣的问题中，往往希望从一个

低秩矩阵的子采样中将该矩阵恢复出来，称之为矩

阵填充（ＭＣ）
［８，９］，例如著名的 Ｎｅｔｆｉｌｘ问题。矩阵

填充在机器学习［１０］、控制［１１］和计算机视觉［１２］中应

用广泛，引起研究者们极大的关注和兴趣。

压缩感知（ＣＳ）是Ｃａｎｄèｓ等
［１３－１４］提出的一种

新兴采样理论，ＣＳ 的研究思想挑战了传统的

Ｓｈａｎｎｏｎ／Ｎｙｑｕｉｓｔ采样定理，提出信号的采样与压

缩同时进行，使得采样频率大大降低。ＣＳ理论已用

于成像［１５］、图像重构［１６－１７］等多个领域，基于矩阵填

充的相位检索技术正是 ＣＳ技术应用类型的扩

展［１８］。

基于矩阵填充的相位检索方法［１９］与迭代算法

不同，考虑没有任何额外信息约束的信号的相位检

索问题，通过相位提升（ＰＬ），将满足相位检索方程

的二次约束（ＱＣ）问题提升为一个秩为１的矩阵的

仿射约束问题，采用多结构光照明（ＭＳＩ），通过解决

一个简单的凸优化问题高概率的恢复相位。目前国

内还没有相关的文献发表。

本文对已有的衍射成像中利用相位掩模的结构

光照明设置［１９］进行改进。原设置中，物体和掩模之

间有一定距离，收集的衍射图样形式复杂。新的设

置采用物体和掩模紧贴放置，无论掩模放置在物体

前面或后面，都可以收集到等值的衍射图样，使得收

集到的衍射图样形式简单。实验结果表明新的设置

是可行的，对于实际的物理实现具有重要意义。此

外，提出利用托普利兹掩模和循环掩模记录物体的

衍射图样，模拟实验表明它们能成功地实现相位检

索，并且比目前已有文献中所用的高斯掩模或二进

制掩模具有更优越的特性。

２　基于矩阵填充的相位检索方法

２．１　矩阵填充

矩阵填充考虑假设从一个矩阵随机的观察部分

元素，如何将该矩阵未知的元素恢复出来的问题。

矩阵填充问题描述如下：假设未知矩阵 犕∈犚
狀
１
×狀
２

是低秩的，秩狉ｍｉｎ｛狀１，狀２｝，观察元素的集合犈

［狀１］×［狀２］已知。令犡为狀１×狀２ 阶并包含集合犈

所有观察元素的矩阵，即犡满足

犡犻犼 ＝
犕犻犼， （犻，犼）∈犈

０，｛ ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ
． （１）

矩阵填充问题是从已知的观察矩阵犡和集合犈 寻

找原始矩阵犕 的低秩估计。解决下面的优化问题

将会精确的恢复原始矩阵：

ｍｉｎｉｍｉｚｅ 犚ｒａｎｋ（犡）

ｓｕｂｊｅｃｔｔｏ 犡犻犼 ＝犕犻犼，　（犻，犼）∈
烅
烄

烆 Ω
． （２）

ｍｉｎｉｍｉｚｅ和ｓｕｂｊｅｃｔｔｏ分别表示最小化和约束于，

犚ｒａｎｋ（犡）表示犡的秩。Ｃａｎｄèｓ等
［８］介绍了（２）式问

题的一个凸松弛和不相干的概念，证明了对于一个

秩为狉的矩阵犕 具有不相干特性，如果观察元素的

数目 犈 满足 犈 ≥犆狀
１．２狉ｌｇ狀，其中犆表示正常数，

狀＝ｍａｘ（狀１，狀２）为矩阵尺寸，解决凸松弛问题可以高

概率恢复未知矩阵。由于（２）式求秩最小化一般是

ＮＰ难问题，即时间复杂度高，难以找到多项式算法解

决的问题。可用核范数逼近（２）式求解，并推广到一

般线性约束问题。矩阵填充的一般问题可表述为

ｍｉｎｉｍｉｚｅ 犡 

ｓｕｂｊｅｃｔｔｏ 犃（犡）＝｛ 犫
， （３）

式中犃表示线性投影瓗
狀
１
×狀
２→瓗狆，向量犫∈瓗狆 已

知，犡 表示矩阵犡的核范数，即犡奇异值的和。

目前有很多有效的算法解决（３）式低秩矩阵填充问

题，如 ＳＶＴ 算法
［２０］、ＦＰＣＡ 算法

［２１］、ＯｐｔＳｐａｃｅ算

法［２２］等。

２．２　相位掩模

目前文献中采用的相位掩模 高斯矩阵φＧａｕｓｓ是

犱１×犱２ 大小的矩阵，其元素服从犖（０，１）高斯分布，

有犱１×犱２ 个自由元素。高斯矩阵随机性好，但是其

独立元素太多，不利于相位掩模的物理实现或物理

制造的成本太高，不能大规模地使用。而这里提出

的相位掩模 确定性矩阵φＴｏｅｐｌｉｔｚ和φｃｉｒｃｕｌａｎｔ分别只有

犱１＋犱２－１和犱２ 个自由元素
［２３］，高斯、托普利兹和

循环矩阵的具体形式分别为

φＧａｕｓｓ＝

犪１，１ 犪１，２ … 犪１，犱
２

犪２，１ 犪２，２ … 犪２，犱
２

  

犪犱
１
，１ 犪犱

１
，２ … 犪犱

１
，犱

熿

燀

燄

燅２

， （４）

φＴｏｅｐｌｉｔｚ＝

犪犱
２

犪犱
２－１

… 犪１

犪犱
２＋１

犪犱
２

… 犪２

  

犪犱
２＋犱１－１

犪犱
２＋犱１－２

… 犪犱

熿

燀

燄

燅１

， （５）

φｃｉｒｃｕｌａｎｔ＝

犪犱
２
犪犱

２－１
… 犪１

犪１ 犪犱
２

… 犪２

  

犪犱
２－１

犪犱
２－２

… 犪犱

熿

燀

燄

燅２

． （６）
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张　芬等：　基于矩阵填充的相位检索

　　托普利兹矩阵和循环矩阵在各种应用中能很容

易或者很自然地实现，减少独立随机变元个数的同

时降低计算复杂度和硬件实现成本，因而更易于相

位掩模元件的制造加工。

２．３　相位检索方法

设物体抽象为狓０∈犆犆
狀或犆犆 狀

１
×狀
２（或更高维形

式），Ｘ光束照射到物体上，通过图１中所示的相位

掩模狑［狋］结构光照明，狑［狋］也可以是光栅等。通过

探测器收集狑［狋］狓０［狋］的衍射图样，即记录了强度

犃（狓０）＝ 〈犪犽，狓０〉
２：犽＝１，２，…，｛ ｝犿 ， （７）

式中 犿 表 示总测量值的个数，波 形 犪犽［狋］∝

狑［狋］ｅｘｐ（ｉ２π〈狑犽，狋〉），∝ 表示正比于，指数函数上

标中的狑犽 是一个使犪犽［狋］为复正弦形式的频率值，

且犪犽 满足 犪犽
２

２
＝∑

狋

犪犽［狋］
２
＝１。相位检索问

题的目标是通过已知的犃（狓０）恢复狓０。因此相位检

索成为一个可行性问题：

ｆｉｎｄ 狓

ｓｕｂｊｅｃｔｔｏ 犃（狓）＝犃（狓０）∶＝｛ 犫
， （８）

式中∶＝表示其前后的式子等价，犫表示多次测量得

到的总的强度值。对（７）式中二次测量进行变换，即

〈犪犽，狓〉
２
＝犜ｔｒａｃｅ（狓

犪犽犪

犽狓）＝

犜ｔｒａｃｅ（犪犽犪

犽狓狓

）∶＝犜ｔｒａｃｅ（犃犽犡），（９）

式中犜ｔｒａｃｅ（犡）表示犡的迹，即犡的特征值的和。矩阵

犃犽 ＝犪犽犪

犽 和犡＝狓狓

 的秩为１。设犃为将正半定矩

阵映射到｛犜ｔｒａｃｅ（犃犽犡）：犽＝１，…，犿｝的线性算子。

因此（８）式等价为

ｍｉｎｉｍｉｚｅ 犜ｒａｎｋ（犡）

ｓｕｂｊｅｃｔｔｏ 犃（犡）＝犫，　犡≥
｛ ０

． （１０）

式中犡≥０表示矩阵犡半正定，其所有特征值非负。

（１０）式是一个 ＮＰ难的问题，可以用迹范数代替

（１０）式求解，考虑有噪声的情况，有

ｍｉｎｉｍｉｚｅ 犜ｔｒａｃｅ（犡）

ｓｕｂｊｅｃｔｔｏ 犃（犡）－犫 ２≤ε，　犡≥
烅
烄

烆 ０
．（１１）

ε是一个处理噪声情况的常数，通过求解（１１）式可

以得到解犡^
［２４］，将犡^写作

犡^＝∑
狆

犼＝１

λ^犼^狌犼^狌

犼 ，　^λ１ ≥ … ≥λ^狆 ≥０， （１２）

式中λ^犼，犼＝１，２，…，狆表示犡^的狆个特征值，并且值

按降序排列。抽取犡^最大的秩１的元素估计狓，得到

相位检索问题的解为狓^＝ λ^槡１^狌１。

图１ 衍射成像中利用相位掩模的结构光照明设置

Ｆｉｇ．１ Ｓｅｔｕｐｆｏｒｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｉｌｌｕｍｉｎａｔｉｏｎｓｉｎｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎｉｍａｇｉｎｇｕｓｉｎｇａｐｈａｓｅｍａｓｋ

３　基于新的结构光照明设置的相位检

索方法

这里给出新的结构光照明设置，如图２所示。

在图２结构光照明设置中，一个已知结构的掩模与

物体紧贴在一起，无论掩模紧贴在物体的前面还是

紧贴在物体的后面，都可以收集到同样的衍射图样。

这里给出图２结构光照明设置下的 ＱＣ表示。

设光沿犣轴方向传播，仍假设物体抽象为狓０∈犆犆
狀或

犆犆狀
１×狀２，狑［狋］为相位掩模，波形犪犽［狋］∝狑［狋］。可以得

到

犃（狓０）＝ 〈狑犽，狓０〉
２：犽＝１，２，…，｛ ｝犿 ，（１３）

式中的波形犪犽［狋］的形式更为简单，有利于相位的求

解。对（１３）式中二次测量做变换，即

〈狑犽，狓〉
２
＝犜ｔｒａｃｅ（狓

狑犽狑

犽狓）＝

犜ｔｒａｃｅ（狑犽狑

犽狓狓

）∶＝犜ｔｒａｃｅ（犅犽犡）， （１４）

式中矩阵犅犽＝狑犽狑

犽 和犡＝狓狓

的秩为１。将（１０）

式中的犃 重新定义为将正半定矩阵映射到｛犜ｔｒａｃｅ

（犅犽犡）：犽＝１，…，犿｝的线性算子，利用上述ＱＣ方法

同样的步骤求解（１１）式即可以恢复原物体狓０。

０７１１００２３
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图２ 衍射成像中新的利用相位掩模的结构光照明设置

Ｆｉｇ．２ Ｎｅｗｓｅｔｕｐｆｏｒｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｉｌｌｕｍｉｎａｔｉｏｎｓｉｎ

ｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎｉｍａｇｉｎｇｕｓｉｎｇａｐｈａｓｅｍａｓｋ

４　实　　验

模拟实验中设初始信号为狓，根据图２所示的

结构光照明设置经多次测量记录强度值犫，由已知犫

值重构原信号，重构的信号记为狓^。为了测试含噪

声情况下的重构，实验中给测量的犫值加上不同信

噪比（ＳＮＲ）值的高斯白噪声，并定义重构信号的

ＳＮＲ
［２４］为

犚ＳＮ ＝１０ｌｇ 狓
２

２
／ 狓－狓^

２

２
． （１５）

实验中，当相对残差 犃（^狓^狓）－犫 ／ 犫 ≤１０
－６

时迭代终止，认为重构成功。所用掩模尺寸为犖×狊，

犖 为测试信号长度，狊是掩模数目。实验分别对一维

（１Ｄ）信号和二维信号模拟仿真。

４．１　一维信号仿真

模拟实验中，首先对信号处理中常见的实指数信

号狓＝０．９
犖 重构，信号长度犖＝６４。图３（ａ）是采用５

个高斯掩模，８个二进制掩模，５个托普利兹掩模，５

个循环掩模的重构结果，可见各个掩模均能成功的重

构。图３（ｂ）是采用５个高斯掩模，５个二进制掩模，５

个托普利兹掩模，５个循环掩模的重构结果。由

图３（ｂ）小方框中的细节可以明显地看出，５个二进制

掩模重构结果与原信号有很大误差，重构失败。

一维复信号选择的是长度 犖＝１２８的随机信

号，其实部与虚部都是随机高斯信号，５个高斯掩

模，８个二进制掩模，５个托普利兹掩模和５个循环

掩模分别用于重构。该信号和不同掩模下重构信号

的实部和虚部分别如图４（ａ）、（ｂ）所示。

图３ 一维实信号及其重构信号。（ａ）二进制掩模重构成功；（ｂ）二进制掩模重构失败

Ｆｉｇ．３ １Ｄｒｅａｌｓｉｇｎａｌａｎｄｉｔｓｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ．（ａ）Ｓｕｃｃｅｓｓｆｕｌｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｕｓｉｎｇｂｉｎａｒｙｍａｓｋｓ；（ｂ）ｆａｉｌｅｄｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ

ｕｓｉｎｇｂｉｎａｒｙｍａｓｋｓ

图４ 一维复信号重构。（ａ）实部；（ｂ）虚部

Ｆｉｇ．４ Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆ１Ｄｃｏｍｐｌｅｘｓｉｇｎａｌ．（ａ）Ｒｅａｌｐａｒｔ；（ｂ）ｉｍａｇｉｎａｒｙｐａｒｔ

０７１１００２４
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　　由上述实验结果分析可知，同等数目的托普利

兹掩模和循环掩模与随机高斯掩模可以成功重构原

信号，而二进制掩模则需要测量更多的强度值才能

成功重构。

对于含噪声测量的重构，实验仍采用上述同样的

随机复信号。假设测量强度值犫被ＳＮＲ值为５０ｄＢ

的高斯白噪声污染，获得新的强度值作为已知重构该

复信号。表１给出了采用不同数目掩模，重构１０次

获得的平均的ＳＮＲ值。当ＳＮＲ值大于３５ｄＢ时认

为重构成功，用√表示，反之认为重构失败，用×表

示。表１实验结果表明同等数目的托普利兹掩模、

循环掩模与高斯掩模可以成功重构信号，而需要更

多数目的二进制掩模才能成功重构。

　　图５给出了算法输入ＳＮＲ和重构信号ＳＮＲ的关

系。实验中仍采用上述复信号，由８个托普利兹掩模

或８个循环掩模重构信号，测量强度的ＳＮＲ值已知，根

据（１５）式计算重构信号的ＳＮＲ值。实验中采用运行

１００次计算ＳＮＲ的平均值。图５（ａ）和５（ｂ）分别以输入

ＳＮＲ为横坐标，输出ＳＮＲ为纵坐标，分别对应托普利

兹掩模与循环掩模的测试结果。由图可见，输入ＳＮＲ

值与重构信号的ＳＮＲ值呈线性关系，并且重构信号的

ＳＮＲ值比原ＳＮＲ值有所提高。

表１ 不同掩模的重构结果比较

Ｔａｂｌｅ１ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ

ｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍａｓｋｓ

Ｔｙｐｅｏｆｍａｓｋｓ
Ｎｕｍｂｅｒｏｆｍａｓｋｓ（ａ．ｕ．）

４ ５ ６ ７ ８

Ｇａｕｓｓｉａｎｍａｓｋｓ × √ √ √ √

Ｂｉｎａｒｙｍａｓｋｓ × × × × √

Ｔｏｅｐｌｉｔｚｍａｓｋｓ × √ √ √ √

Ｃｉｒｃｕｌａｎｔｍａｓｋｓ × √ √ √ √

图５ 输入ＳＮＲ和重构信号ＳＮＲ。（ａ）８个托普利兹掩模；（ｂ）８个循环掩模

Ｆｉｇ．５ ＳＮＲｏｆｉｎｐｕｔａｎｄＳＮＲｏｆｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ．（ａ）ＥｉｇｈｔＴｏｅｐｌｉｔｚｍａｓｋｓ；（ｂ）ｅｉｇｈｔｃｉｒｃｕｌａｎｔｍａｓｋｓ

图６ （ａ）原振幅和（ｅ）相位；（ｂ），（ｆ）第一个高斯掩模；（ｃ），（ｇ）第二个高斯掩模；（ｄ），（ｈ）第一组和第二组强度值

Ｆｉｇ．６ （ａ）Ｏｒｉｇｉｎａｌａｍｐｌｉｔｕｄｅａｎｄ（ｅ）ｐｈａｓｅ；（ｂ），（ｆ）ｔｈｅｆｉｒｓｔＧａｕｓｓｉａｎｍａｓｋ；（ｃ），（ｇ）ｔｈｅｓｅｃｏｎｄＧａｕｓｓｉａｎｍａｓｋ；

（ｄ），（ｈ）ｔｈｅｆｉｒｓｔａｎｄｔｈｅｓｅｃｏｎｄｉｎｔｅｎｓｉｔｙ

４．２　二维信号仿真

物平面的复振幅可记为狓＝槡犐ｅｘｐ（ｉφ），其中槡犐

表示振幅，φ为相位。二维信号仿真选择了一组６４×

６４的复值图像，图６（ａ）是振幅，图６（ｅ）是相位，测量

０７１１００２５
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是无噪声的。用８个高斯掩模重构，其中图６（ｂ）、（ｆ）

分别是第一个高斯掩模的实部和虚部，图６（ｃ）、（ｇ）

分别是第二个高斯掩模的实部和虚部，测量得到的

强度值犫１ 和犫２ 如图６（ｄ）、（ｈ）所示。用８个高斯掩

模，共记录８组６４×６４的强度值，即强度值犫＝（犫１，

犫２，…，犫８）矩阵的元素个数为６４×６４×８。８个高斯

掩模、８个托普利兹掩模和８个循环掩模重构得到

的振幅分别如图７（ａ）～（ｃ）所示，图７（ｄ）～（ｆ）分别

对应重构的相位。

将上述测量的犫值加上不同ＳＮＲ值的高斯白噪

声，用托普利兹掩模重构。当高斯白噪声ＳＮＲ为

５０ｄＢ时，用８个托普利兹掩模重构，图８（ａ）、（ｃ）分别

是重构的振幅和相位，重构图像ＳＮＲ为１０３ｄＢ。当

高斯白噪声ＳＮＲ为２０ｄＢ时，用３２个托普利兹掩模

重构，图８（ｂ）、图８（ｄ）是分别是重构的振幅与相位，

重构图像ＳＮＲ为１２０ｄＢ。实验表明托普利兹掩模可

以精确重构。

图７ （ａ）～（ｃ）重构振幅；（ｄ）～（ｆ）重构相位

Ｆｉｇ．７ （ａ）～（ｃ）Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ；

（ｄ）～（ｆ）ｐｈａｓｅｏｆｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ

图８ （ａ），（ｃ）噪声ＳＮＲ为５０ｄＢ时重构振幅和相位；

（ｂ），（ｄ）噪声ＳＮＲ为２０ｄＢ时重构振幅和相位

Ｆｉｇ．８ （ａ），（ｃ）Ａｍｐｌｉｔｕｄｅａｎｄｐｈａｓｅｏｆｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ

ｗｉｔｈ犚ＳＮ＝５０；（ｂ），（ｄ）ａｍｐｌｉｔｕｄｅａｎｄｐｈａｓｅｏｆ

　　　　ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｗｉｔｈ犚ＳＮ＝２０

５　结　　论

本文提出衍射成像中新的利用相位掩模的结构

光照明设置，能有效地实现物体相位重构，提出的托

普利兹掩模和循环掩模比二进制掩模需要收集的衍

射图样的数目少得多，与高斯掩模相比所需数目是

相当的，但是由于它们“不太随机”的特性，因此物理

上更易于实现。下一步的研究工作是研究对于不同

的输入信号，如何选择合适掩模重构，怎样才能用更

少数目掩模有效重构，以及搭建实际的物理平台。
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