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基于像对基础矩阵的多像一维标定方法
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摘要　针对基于灭点的一维相机标定法在抑制径向畸变上的缺陷，提出了一种基于基础矩阵的一维标定法，该方

法通过基础矩阵恢复投影意义下的相机矩阵，进而转换至欧式空间的方式来求解内方位元素矩阵。该标定方法中

无需任何先验知识或计算灭点，一维标定物能做任意的刚体运动，可以对多个相机同时进行标定，适合于非实验室

环境下的相机快速标定。模拟数据的相关对比实验证明，当径向畸变不可忽略时基于基础矩阵的标定法优于基于

灭点的标定法，真实数据的相关对比实验验证了该方法的实用性。
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１　引　　言

在数字摄影测量和计算机视觉领域，相机内方

位元素的精确估计又称为相机标定。相机标定的目

的是建立空间目标点在真实世界的三维（３Ｄ）几何

位置与其在图像中对应点之间的数学关系。以标定

物的几何维度为特征，可以将常用的标定方法分为

三维标定法［１］、二维（２Ｄ）标定法
［２］、一维（１Ｄ）标定

法［３～１２］和自标定法［１３，１４］。三维或二维标定法因标

定物造价成本或标定环境的原因，有时难以满足标

定需求，自标定法虽较其他标定方法灵活，但在没有

场景的几何知识或相机运动信息的情况下也难以进

行标定。而一维标定物相对来说构造更加简便，标

定操作更加容易。但是一维标定物体由于控制点较

少，几何约束差，所获得的标定精度和对噪声的抑制

能力不如其他类型的方法。如何提高一维标定法的

标定精度与稳健性是当前相机标定比较热门的一个

研究问题。

基于一维标定物的标定方法是Ｚｈａｎｇ
［３］于２００４

０６１５００３１



光　　　学　　　学　　　报

年提出的，其通过拍摄一维标定物体在不同位置姿

态下的多幅图像，利用图像点之间的对应及一维标

定物蕴含的几何信息建立约束方程即可实现相机的

标定。然而，该方法对噪声的抑制能力较弱，且最大

的局限是一维标定物体必须有一个端点是固定的。

在该方法的基础上，许多学者提出一定的改进，主要

是利用交比不变性通过计算灭点的方式来计算相机

的内方位元素矩阵［３～７］，但是在计算灭点的过程中，

会存在一定的误差积累，特别是在径向畸变不可忽

略时。Ｊｏｓé等
［８］提出了一种投影空间向欧氏空间转

换的方式来计算多像的相机矩阵，但是没有考虑径

向畸变的影响。薛俊鹏等［９］提出了一种基于两个正

交一维物体的相机标定法，但是需要两个一维标定

物正交的先验知识。徐巧玉等［１０，１１］提出了一种基

于像对基础矩阵的多像标定方法，但是需要准确地

测量两个像对间基线的长度。

总体来说，在基于一维标定物的相机标定方法

中，标定物固定一个端点或做平面运动可以进行单

个相机的标定，但是误差较大。如果标定物任意移

动，那么单个相机是无法进行标定的［３］；多个相机可

以同时进行标定［４］，相关的标定方法有的需要先验

知识［９～１２］，有的需要计算灭点［３～７］。而基于先验知

识的算法，结果很大程度上依赖于先验知识的准确

度，并且不太灵活；基于灭点的算法虽然灵活性较

好，但是对噪声的抑制能力较弱，特别是在径向畸变

不可忽略时。

本文在总结上述算法的基础上，分析了基于灭

点的相机标定法与基于基础矩阵的相机标定法在标

定初始值运算过程中的差异，提出了一种基于像对

基础矩阵的多像一维标定方法。在该方法中，一维

标定物可以比较随意地移动，无需计算灭点及任何

先验知识，能够为后续的光束法获得较好的标定初

始值，以确保后续的迭代计算可以全局收敛。经过

相关对比实验，验证了该方法的有效性，特别是在径

向畸变较大时的稳健性。

２　多像一维物体的标定原理

设二维像平面点犿＝［狌，狏］Ｔ，三维空间坐标点

犕＝［犡，犢，犣］Ｔ。对应的齐次坐标式记为珦犿＝［狌，狏，

１］Ｔ，珮犕＝［犡，犢，犣，１］Ｔ。相机模型为５参数的针孔

模型，三维坐标点犕 与像平面点犿 之间的关系为

狊珦犿 ＝犓［犚，狋］珮犕，　犓＝

α γ μ

０ β ν

熿

燀

燄

燅０ ０ １

， （１）

式中狊为比例因子，犘＝犓［犚，狋］为相机矩阵，［犚，狋］

表示世界坐标系到相机坐标系的旋转与平移，犚为

旋转参数，狋平移参数，犓 为相机内方位元素矩阵；

α，β是影像狓，狔轴上的尺度因子，［μ，ν］为影像的主

点，γ为倾斜因子。那么对相机的标定，就是求解矩

阵犓中的五个未知参数，犖 个相机同时标定就是

５犖 个内方位元素的未知参数。为了表示方便，将

世界坐标系设定为与第１个相机的相机坐标系重

合，则可以列出所有相机在欧式意义下的相机矩阵

关系式

珦犿１ ＝狊１犓１ 犐，［ ］０ 珮犕１

珦犿２ ＝狊２犓２ 犚２，狋［ ］２ 珮犕２



珦犿狀 ＝狊狀犓狀 犚狀，狋［ ］狀 珮犕

烅

烄

烆 狀

． （２）

　　目前，比较常用的方法是利用一维物体在投影

变换中的交比不变性［３～７］，先计算出灭点，再由多个

灭点计算出无穷远单应矩阵犎∞
［１５］，进而计算出相

机矩阵，其基本的理论公式为

犳ｃｒｏｓｓ（犪，犫，犮，犱）＝
犪犫 犮犱
犪犮 犫犱

＝犳ｃｒｏｓｓ（犪′，犫′，犮′，犱′）＝

犪′犫′ 犮′犱′
犪′犮′ 犫′犱′

， （３）

式中犪～犱和犪′～犱′分别为一维标定物在不同影像

上的像点平面坐标，犳ｃｒｏｓｓ 为交比计算函数，它在投

影变换中是不变量［１５］，以此为基础可以计算出灭

点。但是该方法精确的前提是犪～犱是绝对共线的，

而由于径向畸变的存在（如图１所示），相机拍摄一

维标定物体上的犃，犅两点，理想状态下的成像点是

犪，犫，但由于径向畸变等相关因素的影响实际却是犮，

犱。那么以此为基础来计算灭点，由于误差的传递

性，必然会影响到最终的结果，当径向畸变较大时，

可能无法成功地进行标定。

图１ 存在径向畸变的一维标定物影像

Ｆｉｇ．１ Ｒａｄｉａｌｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｏｆｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｏｂｊｅｃｔｉｍａｇｅ

因此，必须通过一定的方法对像点量测的初始

值进行一定的修正。如图２所示，相机犘１，犘２ 拍摄

０６１５００３２
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了控制点Ａ，它在两张影像上的理想像点是犪１ 和

犪２。但由于径向畸变以及其他因素的影响，实际像

点却是犪^１ 和犪^２，它们的间距分别为犱１ 和犱２。

图２ 像对量测点的误差

Ｆｉｇ．２ Ｅｒｒｏｒｏｆｇａｕｇｅｐｏｉｎｔ

以几何距离最小化为目的，构建像点平面坐标

的修正值约束方程为

ｍｉｎ犱（犪１，^犪１）
２
＋犱（犪２，^犪２）［ ］２ ， （４）

式中的犱（）为欧氏距离计算式，基础矩阵的求解方

程为

犪Ｔ１犉犪２ ＝０， （５）

当控制点多于８个时，以ＲＡＮＳＡＣ算法
［１６］为基础

求出犉的初始值，然后基于（４）式与（５）式利用最小

二乘法计算出犉。

因此，基于灭点的相机标定法在计算灭点的时

候，由于径向畸变以及其他因素的影响，所使用的像

点坐标量测值带有一定的误差；而基于基础矩阵的

标定法在计算基础矩阵的时候已经对像点的量测值

进行了一定的修正，由误差的传递性可知，初始值运

算的误差会影响到最终的计算结果。所以，基于像

对基础矩阵的方法可以获得更加准确的初始值，其

精度也直接决定了最后光束法迭代求解是否能够全

局收敛。

３　一维标定物几何约束求解相机矩阵

３．１　相关运算符号说明

如图３所示，一维标定物上存在犃，犅，犆３个控

制点。为了论述方便，仅列出３个控制点，更多的控

制点并不能提供新的关于相机内方位元素的独立约

束［３］，但是考虑到数据冗余对抑制噪声的影响，因而

在实际应用中更多的点能在一定程度上提高标定精

度，仅考虑３个点构成的一维标定物，但结论可以扩

展到更多的点。３个控制点间的距离已知，有犖 个待

标定的相机，一维标定物在三维场景中任意移动并拍

摄下不同位姿下的犑（犑＞５）次影像。图３中的下标犼

表示第犼次位姿下的影像，下标狀表示第狀个相机。

图３ 用于多像标定的一维标定物

Ｆｉｇ．３ １Ｄｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｏｂｊｅｃｔｆｏｒｍｕｌｔｉｃａｍｅｒａｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ

该算法是分层求解的，即先计算投影意义下的

相机矩阵犘，然后列出欧氏意义下的相机矩阵表达

式珚犘，它们的关系为珚犘＝犎犘。式中犎 为４×４矩阵

表示三维空间变换，犘可由像对间的基础矩阵犉 算

出，如果犎可以求得，那么就可以获得欧氏意义下

的相机矩阵珚犘，然后通过乔利斯基分解得到相机的

内方位元素矩阵。所以关键的问题就是如何利用一

维标定物所提供的几何约束求解犎。为了查看方

便，现将相关的运算符列举在表１中。

表１ 符号列表

Ｔａｂｌｅ１ Ｌｉｓｔｏｆｓｙｍｂｏｌｓ

Ｓｙｍｂｏｌ Ｍｅａｎｉｎｇ

犑，犼 犑ｉｓｎｕｍｂｅｒｏｆｐａｔｔｅｒｎｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ，犼ｉｓｉｎｄｅｘ

犖，狀 犖ｉｓｎｕｍｂｅｒｏｆｃａｍｅｒａｓ，狀ｉｓｉｎｄｅｘ

犃，犅，犆 Ｔｈｅｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｏｆ犃，犅，犆ｉｎｔｈｅｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｓｐａｃｅ，珟犃，珟犅，珟犆ａｒｅｔｈｅｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

珚犃，珚犅，珚犆 Ｔｈｅｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｏｆ犃，犅，犆ｉｎｔｈｅＥｕｃｌｉｄｅａｎｓｐａｃｅ，犃

，犅

，犆


ａｒｅｔｈｅｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

犪狀犼，犫狀犼，犮狀犼
Ｔｈｅｉｍａｇｅｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｏｆ犃，犅，犆ｂｙｔｈｅ狀ｔｈｃａｍｅｒａａｆｔｅｒ犼ｔｈｐａｔｔｅｒｎｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ，

珘犪狀犼，珘犫狀犼，珓犮狀犼ａｒｅｔｈｅｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

犘１，犘２ Ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｍａｔｒｉｃｅｓｏｆｔｈｅ１ｓｔｃａｍｅｒａａｎｄｔｈｅ２ｎｄｃａｍｅｒａ
珚犘１，珚犘２ Ｅｕｃｌｉｄｅａｎｍａｔｒｉｃｅｓｏｆｔｈｅ１ｓｔｃａｍｅｒａａｎｄｔｈｅ２ｎｄｃａｍｅｒａ

犎 ＰｒｏｊｅｃｔｉｖｅｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｆｒｏｍｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓｐａｃｅｔｏＥｕｃｌｉｄｅａｎｓｐａｃｅ，珔犘＝犎犘，珚犃＝犎犃，珚犅＝犎犅，珚犆＝犎犆
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３．２　公式推导

由上面的论述可知，首先是要计算投影意义下

的相机矩阵，先取第１个相机与第２个相机进行分

析，投影意义下的相机矩阵表达式为［１７］

犘１ ＝ 犐，［ ］０

犘２ ＝ ［珓犲］×犉，珓［ ］
烅
烄

烆 犲
， （６）

式中犲表示第１个相机在第２个相机影像上的核

点，珓［］犲 ×为向量珓犲的反对称矩阵，犉为第１个相机

与第２个相机的基础矩阵。虽然标定物上仅有共线

的３个控制点，但是当拍摄一维标定物犑（犑＞５）次

位姿下的影像时，依然可以得到多个非共线点的对

应关系。使用上文所述的方法计算出犉，然后可以

比较精确地计算出在投影意义下的相机矩阵。欧氏

意义下的相机矩阵与投影意义下的相机矩阵关系为

珚犘１ ＝犎犘１，　珚犘２ ＝犎犘２． （７）

再列出三维空间变换犎的通式为
［１５］

犎＝犪
犓－１１ ０

犙
Ｔ

烄

烆

烌

烎狇
， （８）

式中犓１ 是（２）式中第１个相机的内方位元素矩阵，

犠＝犪犙
Ｔ，［ ］狇

Ｔ 是一个三维向量的齐次式表示无穷

远平面［１５］，犪是非零系数。因为犘１ 和犘２ 可由（６）式

计算得出，所以现在的问题就转换为如何利用一维

标定物所提供的几何约束求解犎。

先列出投影意义下的物方点坐标与欧氏意义下

的物方点坐标关系为

犃


犼 ＝犎珟犃犼，　犅


犼 ＝犎珟犅犼，　犆


犼 ＝犎珟犆犼． （９）

投影意义下的物方点与像平面点坐标之间的关系是

珘犪１犼 ＝犘１珟犃犼，珘犫１犼 ＝犘１珟犅犼，珓犮１犼 ＝犘１珟犆犼

珘犪２犼 ＝犘２珟犃犼，珘犫２犼 ＝犘２珟犅犼，珓犮２犼 ＝犘２珟犆
烅
烄

烆 犼

．（１０）

欧氏意义下的物方点之间的距离是可以直接量测获

得的，因此可以列出

珚犃犼 ＝犱１珚犅犼＋犱２珚犆犼， （１１）

式中的犱１ 和犱２ 为距离因子，是通过量测后可获得

的已知数。然后将（８）式代入（９）式化简后得

珚犃犼 ＝
１

珟犃Ｔ犼犠
α犓

－１
１犃犼

珚犅犼 ＝
１

珟犅Ｔ犼犠
α犓

－１
１犅犼

珚犆犼 ＝
１

珟犆Ｔ犼犠
α犓

－１
１犆

烅

烄

烆
犼

， （１２）

再将（１２）式代入（１１）式化简后得

１

珟犃Ｔ犼犠
犃犼 ＝

犱１

珟犅Ｔ犼犠
犅犼＋

犱２

珟犆Ｔ犼犠
犆犼． （１３）

然后等式两边同时叉乘犃犼，那么等式左边为零，化

简后得

犱１

珟犅Ｔ犼犠
（犅犼×犃犼）＋

犱２

珟犆Ｔ犼犠
（犆犼×犃犼）＝０． （１４）

再等式两边同时点乘（犆犼×犃犼），化简后得

珟犅犼＋
犱１（犅犼×犃犼）（犆犼×犃犼）

犱２（犆犼×犃犼）（犆犼×犃犼）
珟犆［ ］犼 犠 ＝０．（１５）

　　至此，由投影意义下的物方点与可量测的距离

因子构成了对犠 的线性约束，其中的投影意义下的

物方点坐标可由（１０）式计算得出。由于犠＝犪［犙
Ｔ，

狇］
Ｔ 是三维向量齐次式，且与标定物的移动不相关，

当标定物被拍摄不同位姿的影像超过３次时，可以

构建犠 的求解方程组。当犠 计算得出后，（８）式中

还存在未知数犪与犓１，求解方法如下。

先列出欧氏意义下第一个相机物方点的深度表

达式［１５］

珚犃犼 ＝犣
犪
犼犓

－１
１珘犪１犼

珚犅犼 ＝犣
犫
犼犓

－１
１
珘犫１犼

珚犆犼 ＝犣
犮
犼犓

－１
１珓犮１

烅

烄

烆 犼

， （１６）

式中犣犪犼，犣
犫
犼，犣

犮
犼 为３个控制点在欧氏意义下的深度

值，再结合（１２）式可以得出

犣犪犼 ＝
犪犃犼

珟犃Ｔ
犼犠珘犪１犼

犣犫犼 ＝
犪犅犼

珟犅Ｔ
犼犠珘犫１犼

犣犮犼 ＝
犪犆犼

珟犆Ｔ
犼犠珓犮１

烅

烄

烆 犼

． （１７）

由于犃，犅，犆３点在欧氏意义下的点间距离可以直

接量测获得，因此可以列出

珚犅犼－珚犃犼 ＝犱３

珚犆犼－珚犅犼 ＝犱
烅
烄

烆 ４

， （１８）

式中犱３ 和犱４ 是距离差值的绝对值，是已知量。然

后将（１６）式与（１７）式代入（１８）式得

犪犓－１
１

犅犼
珟犅Ｔ
犼犠
－
犃犼
珟犃Ｔ
犼

（ ）犠 ＝犱３

犪犓－１
１

犆犼
珟犆Ｔ
犼犠
－
犅犼
珟犅Ｔ
犼

（ ）犠 ＝犱

烅

烄

烆
４

， （１９）

式中除犪犓－１
１ 外均为已知值，能对犪犓

－１
１ 提供１个独立

的解算方程，当犑＞５时即可解算出犪犓
－１
１ 。至此，（８）

式中所有关于犎的要素全部解算出来。最后，通过

（７）式可以得到第１个相机与第２个相机在欧氏意

义下的相机矩阵，然后通过乔利斯基分解最终得到

相机的内方位元素矩阵。

虽然相机内方位元素矩阵已经求解，但是考虑
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到噪声的影响以及径向畸变对共线性的干扰，由基

础矩阵犉最终计算得出的内方位元素矩阵并不十

分精确，所以需要使用光束法对内方位元素进行迭

代运算。另外需要注意的是，在犑个相机中选取第

１个和第２个相机进行计算是随机选取的，并不具

备特殊性。因为算法的目的是先计算出所有相机内

方位元素矩阵的初始值，为下一步的光束法求解内

方位元素做准备。为了保证相机矩阵初始值的有效

性及后续的光束法迭 代可以收敛，可 以 使 用

ＲＡＮＳＡＣ算法
［１６］或最小平方中值法［１８］来选取合适

的影像对计算所有相机内方位元素矩阵的初始值。

当所有相机内方位元素矩阵犓犼（１≤犼≤犑）的初

始值计算出来后，采用光束法进行相机内方位元素

矩阵的精确计算。光束法解算是以相机矩阵和空间

点为优化变量、以最小化重投影误差为优化目标的

非线性迭代优化过程，当像平面测量点服从各向同

性零均值的高斯分布且独立分布时，光束法可得到

最大似然意义下的优化结果，求解式为

ｍｉｎ∑
犖

狀＝１
∑
犑

犼＝１

犱（珘犪狀犼，珚犘狀犃


犼）＋犱（珘犫狀犼，珚犘狀犅


犼）［ ＋

犱（珓犮狀犼，珚犘狀犆


犼 ］）， （２０）

式中 珘犪狀犼，珘犫狀犼，珓犮狀犼为像点测量值的齐次式，珚犘狀犃


犼，

珚犘狀犅


犼，珚犘狀犆


犼的初始值可由标定结果及（６）～（９）式算

出，在具体的计算过程中有如下问题需要注意：

１）因为总共最多可以列出犖犑个对应式，计算时

的矩阵行列数会非常庞大，会给运算带来比较大的麻

烦。对此，可以采用矩阵简化或者稀疏的算法对原式

进行处理［１５］。

２）（２０）式包括了对像平面量测值的迭代修正

和相机矩阵的迭代修正，解起来比较复杂。可以采

用分步循环的方式来计算，即先可以假设像平面测

量值是真实值，仅对相机矩阵计算修正值，然后再假

设相机矩阵为真实值，计算像平面测量值的修正值，

如此循环地进行迭代运算。

３）由于标定物是一维的，同１张影像上的所有

观测点理论上应该是共线的，因此犃，犅，犆３点并不

是线性独立的，（２０）式需要稍作修改。先求出一维标

定物的方向

狋犼 ＝
珚犆犼－珚犃犼
珚犆犼－珚犃犼

＝

ｓｉｎφ犼ｃｏｓθ犼

ｓｉｎφ犼ｓｉｎθ犼

ｃｏｓφ

熿

燀

燄

燅犼

． （２１）

则犅点和犆点的表达式分别为

珚犅犼 ＝珚犃犼＋ 珚犅犼－珚犃犼 狋犼 ＝珚犃犼＋犱５狋犼

珚犆犼 ＝珚犃犼＋ 珚犆犼－珚犃犼 狋犼 ＝珚犃犼＋犱６狋
烅
烄

烆 犼

，（２２）

式中犱５，犱６ 为距离因子，是已知量，相应地可以将

（２０）式改写为

ｍｉｎ∑
犖

狀＝１
∑
犑

犼＝１

｛犱（珘犪狀犼，珚犘狀犃


犼）＋犱［珘犫狀犼，珚犘狀（犃


犼＋犱５珓狋犼）］＋

犱［珓犮狀犼，珚犘狀（犃


犼＋犱６珓狋犼）］｝． （２３）

３．３　算法流程

算法输入为犖 个相机拍摄一维标定物在不同

位置姿态下的犑次影像上的像平面点坐标值，以及

一维标定物上多个控制点的间距。算法输出为犑

个相机的内方位元素，具体操作过程如图４所示。

图４ 基于一维标定物的多像标定算法流程图

Ｆｉｇ．４ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｍｕｌｔｉｃａｍｅｒａｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｗｉｔｈ

１Ｄｏｂｊｅｃｔ

４　实验及结果分析

实验主要分为两个部分：１）基于模拟数据的实

验，在模拟数据中加入高斯噪声，验证本文算法的有

效性及抑噪性，并且与基于灭点的求解方法［４］进行

对比分析。２）基于真实数据的实验，使用真实ＣＣＤ

相机拍摄的影像数据，验证该算法的实用性和有

效性。

４．１　模拟数据

实验中模拟的相机个数为４，影像的分辨率为

１０２４ｐｉｘｅｌ×７６８ｐｉｘｅｌ。内方位元素如表２所示，在

像点坐标量测值中加入均值为０、均方差为σ（０．２～

２．０ｐｉｘｅｌ）的高斯噪声，使用本文提出的算法，拍摄

了３０次不同位姿下的影像。计算结果如图５所示，

可以看出随着噪声的增大，误差也在增大，但基本上

是呈线性增长，标定效果较好。

再深入分析径向畸变对噪声的影响，从表２可

以看出第１个相机的倾斜因子γ＝０，而第４个相机的

倾斜因子γ＝３较大，相应的径向畸变也更明显
［１９］。
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图５ ４个模拟相机标定精度随误差变化的相对误差图

Ｆｉｇ．５ Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｓｏｆｆｏｕｒｓｉｍｕｌａｔｅｄｃａｍｅｒａｓ′ｉｎｔｒｉｎｓｉｃｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

表２ 模拟数据参数表

Ｔａｂｌｅ２ Ｉｎｔｒｉｎｓｉｃｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｆｏｕｒｃａｍｅｒａｓｕｓｅｄｔｏ

ｇｅｎｅｒａｔｅｓｙｎｔｈｅｔｉｃｄａｔａ

Ｃａｍｅｒａ α β γ μ ν

１ １０００ １０００ ０ ５１０ ３５０

２ １２００ １２５０ １．０ ５３０ ３５５

３ １１５０ １０００ －１．０ ５２５ ３８０

４ １０００ １０５０ ３．０ ５４５ ３８５

以这两个相机的数据作对比实验，比较基于灭点的

方法与基于相机基础矩阵的方法在径向畸变不同时

的区别，使用下式作为相对距离误差犚ｄｅ结果的评

估依据：

犚ｄｅ＝

∑
犖

狀＝１
∑
犑

犼＝１

犱（犪狀犼，^犪狀犼）＋犱（犫狀犼，^犫狀犼）＋犱（犮狀犼，^犮狀犼［ ］）

３犖犑
，

（２４）

式中犪狀犼，犫狀犼，犮狀犼为像点坐标的真实值，^犪狀犼，^犫狀犼，^犮狀犼为

计算标定结果后再反向计算像点的估计值，在像点

坐标中加入均值为０、均方差为σ（０．２～２．８ｐｉｘｅｌ）的

高斯噪声，在第４个相机的像点坐标中加入额外的径

向畸变干扰。

结果如图６所示，其中Ｈ１，Ｆ１是相机１分别基

于灭点和基础矩阵的方法，Ｈ４，Ｆ４是相机４分别基

于灭点和基础矩阵的方法，可以看出在径向畸变不

存在时，利用基于灭点的方式和基于基础矩阵的方

式计算得出的结果相差不大，但是当径向畸变不可

忽略时，基于灭点的方法所算的结果误差较大、不稳

定，而基于基础矩阵的方法虽然误差也随之增大，但

图６ 基于灭点的计算结果与基于基础矩阵的计算结果

Ｆｉｇ．６ Ｒｅｓｕｌｔｓｂａｓｅｄｏｎｖａｎｉｓｈｉｎｇｐｏｉｎｔａｎｄ

ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｍａｔｒｉｘ

是增长幅度较小且较为稳定。

４．２　真实数据

为了验证该算法的实用性，使用７个圆珠串在

钢棍上制作了１个简易的一维标定物，使用３个

ＣＣＤ相机拍摄该一维标定物在４０次不同位置姿态

下的多张影像，改变运算所使用的一维标定物上控

制点个数及拍摄次数，分析在实际应用中相关参数

合适的取值范围。结果如图７所示，可以看出增加

控制点个数对于精度的提高效果并不明显，而增加

拍摄次数在２０次以下可以显著地提高精度，超过

２０次以后，结果趋于稳定。

为了进行比较，同时对３个相机也进行了二维

标定，结果如表３所示，其中二维标定法选用的是比

较经典的张正友标定法［２］，一维标定法为本文的核

心算法，一维捆绑调整法是以一维标定法计算的结
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果为初值的光束法。由于所使用的一维标定物比较

简易，是人工制造的，距离量测也未必十分精确，另

外摄像时相机难免有所抖动，因此在图像的量测点

上存在一定的误差，尽管如此，可以看出一维标定与

二维标定所获得的结果相差不大。

图７ 控制参数对实验结果的影响示意图

Ｆｉｇ．７ Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｃｏｎｔｒｏｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｎｒｅｓｕｌｔｓ

表３ 真实相机影像内方位标定结果

Ｔａｂｌｅ３ Ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｒｅｅｃａｍｅｒａｓ

α β γ μ ν

Ｃａｍｅｒａ１

Ｃａｍｅｒａ２

Ｃａｍｅｒａ３

１Ｄｍｅｈｔｏｄ １１５０．４５ １１８２．５１ ２．５２ ５４９．２５ ２７４．３６

１Ｄｂｕｎｄｌｅａｄｊｕｓｔｍｅｎｔ １１４２．３０ １１８１．２２ １．０１ ５４２．１５ ３２４．５４

２Ｄｍｅｔｈｏｄ
［２］ １１４０．９９ １１７８．４５ ０．８５ ５４０．３６ ３４２．２５

１Ｄｍｅｈｔｏｄ １１９８．３４ １２００．３４ ４．３４ ５２０．３６ ２８５．６４

１Ｄｂｕｎｄｌｅａｄｊｕｓｔｍｅｎｔ １１８５．９８ １２１２．３６ ２．２５ ５１５．３６ ３００．２５

２Ｄｍｅｔｈｏｄ
［２］ １１８８．４４ １２１５．４５ １．４５ ５１２．３６ ３２１．２５

１Ｄｍｅｈｔｏｄ ２４３５．９８ ２４５４．３６ －８．３６ １１０６．３６ １２３５．３７

１Ｄｂｕｎｄｌｅａｄｊｕｓｔｍｅｎｔ ２４２０．２５ ２４４０．３６ －３．３２ １１９８．３６ １２２０．３６

２Ｄｍｅｔｈｏｄ
［２］ ２４１５．２３ ２４３８．３６ －３．１８ １１８５．３６ １２１８．５６

５　结　　论

在总结相关方法的基础上，提出了一种基于基

础矩阵的多像一维标定法，该方法首先计算像对基

础矩阵，在相机标定的初步操作中就获得较准确的

投影意义下的相机矩阵初始值，然后充分利用一维

标定物所蕴含的几何约束来计算投影空间与欧氏空

间的三维转换矩阵犎，进而求解出相机的内方位元

素矩阵，最后利用光束法对标定结果进行精化。经

过原理分析及相关实验，论证了基于基础矩阵的相

机标定法在抑制径向畸变的影响上要优于基于灭点

的相机标定法，该标定过程所需设备简单，操作方

便，计算速度快，并且无需任何先验知识，一维标定

物可以做任意的刚体运动，能够获得较好的标定结

果。该方法适用于非实验室环境下相机的快速

标定。
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