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摘要　针对已有单光弹调制器米勒矩阵测量技术缺乏定量误差分析的不足，提出了单光弹调制器米勒矩阵测量误

差方程，给出了相对误差分析方法，并结合矩阵条件数得到了降低米勒矩阵各元素最大相对误差的两组１／４波片

方位角优化组合。实验结果表明，该两组１／４波片方位角优化组合，测量得到的待测１／４波片米勒矩阵各元素的

最大相对误差分别为０．１２％和０．２０％，相比传统１／４波片方位角优化组合｛－９０°，－４５°，３０°，６０°｝条件下得到的各

元素最大相对误差为０．８３％，分别降低了８５．５４％和７５．９０％。
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１　引　　言

米勒矩阵是描述光学材料及元器件光学各向异

性、旋光性的有效且普遍的方式［１～５］。米勒矩阵通常

无法采用理论推导获得，一般通过使用米勒矩阵偏光

计进行实验测量来确定。米勒矩阵偏光计由偏振态

发生器（ＰＳＧ）和偏振态分析器（ＰＳＡ）两部分组成
［６］。

其所测得的待测样品米勒矩阵犕 可用光强矩阵犐、

ＰＳＧ米勒矩阵犜及ＰＳＡ米勒矩阵犚表示
［７～９］。

０６１２０１０１



光　　　学　　　学　　　报

在测量过程中，光强矩阵中噪声会通过ＰＳＧ米

勒矩阵犜及ＰＳＡ米勒矩阵犚进行传递和放大，给

待测样品的米勒矩阵犕 带来测量误差
［８～１１］。已有

米勒矩阵测量误差分析文献主要集中在旋转光学元

件法方面，但此法测量系统复杂，测量精度难以保

证。相位调制法可以实现相位自动调制，调制频率

高，可以保证米勒矩阵的测量精度。其中，光弹调制

器（ＰＥＭ）具有高灵敏度、宽光谱范围及高精度相位

调制的特性，广泛应用在相位调制法米勒矩阵偏光计

中［１２～１５］。但有关单光弹调制器米勒矩阵测量定量误

差分析的文献还未见详细报道。针对上述不足，本文

提出单光弹调制器米勒矩阵测量误差方程，分析得到

两组降低米勒矩阵各元素最大相对误差的１／４波片

方位角优化组合，最后通过对比实验进行验证。

２　原　　理

２．１　矩阵范数及条件数

推导误差分析方程，首先需要引入矩阵范数和

条件数。所有矩阵范数 · 都具有非负性和齐次

性，并且满足三角不等式［１６］，即

‖犃‖ ≥０

‖λ犃‖ ＝ λ ‖犃‖

‖犃＋犅‖ ≤ ‖犃‖＋‖犅

烅

烄

烆 ‖

， （１）

式中犃、犅为主矩阵，其范数为２ 范数，即

‖犃‖２ ＝ λｍａｘ（犃
Ｔ犃槡 ）， （２）

式中λｍａｘ（犃）为矩阵犃的最大特征值，犃
Ｔ 为矩阵犃

的共轭转置矩阵。该范数同时满足相容性不等

式［８，１６］

‖犃犅‖ ≤ ‖犃‖‖犅‖． （３）

　　根据弱扰动单位矩阵可逆性原理，如果扰动犘

的范数较小，即‖犘‖＜１，令犐为单位矩阵，则犐－犘

可逆，且满足［１６］

‖（犐－犘）－
１
‖ ≤ （１－‖犘‖）

－１． （４）

　　条件数κ定义为

κ（犃）＝ ‖犃‖‖犃－
１
‖． （５）

２．２　单光弹调制器米勒矩阵测量原理

单光弹调制器米勒矩阵测量装置如图１所示，

其中α为起偏器透振方向角，β为１／４波片快轴方

位角，狉为光弹调制器振动轴方向角，θ为检偏器透

振方向角。起偏器Ｐ透振方向沿犡 轴，设为０°，光

弹调制器振动轴方向和起偏器透振方向平行，检偏

器Ａ透振方向在两种状态下与犡 轴分别成４５°和

２２．５°。起偏器Ｐ和１／４波片（ＱＷＰ）组成ＰＳＧ生

器，光弹调制器和检偏器组成ＰＳＡ。激光器出射的

准直激光束通过ＰＳＧ、待测样品及ＰＳＡ后，由光电

探测器（ＰＤ）接收。

图１ 米勒矩阵测量装置示意图

Ｆｉｇ．１ ＳｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｆｏｒｍｅａｓｕｒｉｎｇＭｕｅｌｌｅｒｍａｔｒｉｘ

　　根据图１，有
［８，９，１７～２２］

犛ｏｕｔ犻 ＝犕犛
ｉｎ
犻 ＝犕

１

ｃｏｓ２２β犻

ｓｉｎ２β犻ｃｏｓ２β犻

ｓｉｎ２β

熿

燀

燄

燅犻

， （６）

犛ｏｕｔ犻 ＝

狊ｏｕｔ０犻

狊ｏｕｔ１犻

狊ｏｕｔ２犻

狊ｏｕｔ３

熿

燀

燄

燅犻

，　犻＝１，２，３，４， （７）

式中犛ｉｎ犻 为通过ＰＳＧ后的入射光，犛
ｏｕｔ
犻 为犛ｉｎ犻 经过待

测样品后的出射光，犕 为待测样品米勒矩阵，β犻 为

１／４波片ＱＷＰ快轴方位与犡轴夹角。

当ＰＳＧ中ＱＷＰ有产生四束偏振光的角度组

合｛β１、β２、β３、β４｝时，（６）式可变为

犚＝犕犜． （８）

式中

０６１２０１０２
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犜＝

１ １ １ １

ｃｏｓ２２β１ ｃｏｓ２２β２ ｃｏｓ２２β３ ｃｏｓ２２β４

ｓｉｎ２β１ｃｏｓ２β１ ｓｉｎ２β２ｃｏｓ２β２ ｓｉｎ２β３ｃｏｓ２β３ ｓｉｎ２β４ｃｏｓ２β４

ｓｉｎ２β１ ｓｉｎ２β２ ｓｉｎ２β３ ｓｉｎ２β

熿

燀

燄

燅４

， （９）

犚＝

狊ｏｕｔ０１ 狊ｏｕｔ０２ 狊ｏｕｔ０３ 狊ｏｕｔ０４

狊ｏｕｔ１１ 狊ｏｕｔ１２ 狊ｏｕｔ１３ 狊ｏｕｔ１４

狊ｏｕｔ２１ 狊ｏｕｔ２２ 狊ｏｕｔ２３ 狊ｏｕｔ２４

狊ｏｕｔ３１ 狊ｏｕｔ３２ 狊ｏｕｔ３３ 狊ｏｕｔ

熿

燀

燄

燅３４

． （１０）

若ＰＳＧ产生的四束偏振光线性无关，矩阵犜可逆，

有

犕 ＝犚犜
－１． （１１）

　　通过测量矩阵犜和犚，即可得到待测样品米勒

矩阵犕。其中矩阵犜通过１／４波片方位角的组合

｛β１、β２、β３、β４｝求得
［１１］。矩阵犚则是通过ＰＳＡ测量

得到［２３］。

２．３　单光弹调制器米勒矩阵测量误差方程

设米勒矩阵犜和犚 在实验中的误差分别为δ犜

和δ犚，二者共同引起待测样品犛米勒矩阵犕 的误

差为δ犕，则（８）式的误差方程变为
［８，１１］

（犕＋δ犕）（犜＋δ犜）＝犚＋δ犚． （１２）

　　相对误差‖δ犕‖／‖犕‖越小，表示米勒矩阵

犕 越接近真实值。矩阵犜中所有元素都小于等于

１，假设δ犜足够小，且满足

‖δ犜‖‖犜
－１
‖ ＜１， （１３）

根据（４）式，（１＋δ犜·犜
－１）可逆，（１２）式两边依次右

乘犜－１和（１＋δ犜·犜
－１）－１有

犕＋δ犕＝ （犚＋δ犚）犜－
１（１＋δ犜·犜－

１）－１，（１４）

则

δ犕 ＝ （犚＋δ犚）犜－
１（１＋δ犜·犜－

１）－１－犕，（１５）

（１５）式两边取范数，结合（１）、（３）、（８）式有

‖δ犕‖ ≤（‖犚‖＋‖δ犚‖）‖犜
－１
‖‖（１＋δ犜·犜－

１）－１‖＋‖犕‖ ≤

（‖犕‖‖犜‖＋‖δ犚‖）‖犜－
１
‖‖（１＋δ犜·犜－

１）－１‖＋‖犕‖． （１６）

根据（３）、（４）式有

‖（１＋δ犜·犜－
１）－１‖ ≤

１

１－‖ ≤δ≤犜‖‖犜
－１
‖
， （１７）

‖犚‖ ＝‖犕犜‖ ≤ ‖犕‖‖犜‖， （１８）

１

‖犕‖‖犜‖
≤

１

‖犚‖
． （１９）

结合（５）、（１７）～（１９）式，（１６）式变为

‖δ犕‖
‖犕‖

≤ ‖犜‖＋
‖δ犚‖
‖犕（ ）‖ ‖犜

－１
‖

１

１－‖δ犜‖‖犜
－１
‖
＋１＝

‖犜‖‖犜
－１
‖ １＋

‖δ犚‖
‖犕‖‖犜（ ）‖

１

１－‖δ犜‖‖犜
－１
‖
＋１≤

κ（犜）

１－
κ（犜）‖δ犜‖
‖犜‖

１＋
‖δ犚‖
‖犚（ ）‖ ＋１．（２０）

　　如果δ犜满足（１３）式，误差方程（２０）式对于所

有相容性范数都成立。当犜的条件数κ（犜）、相对误

差‖δ犜‖／‖犜‖及犚的相对误差‖δ犚‖／‖犚‖越

小，相对误差‖δ犕‖／‖犕‖就越小，米勒矩阵 犕

就越接近真实值。

下面着重讨论犜的相对误差‖δ犜‖／‖犜‖、条

件数κ（犜）对单光弹调制器米勒矩阵测量精度的影

响。

３　误差分析

３．１　相对误差分析

根据（６）、（９）式，犜的误差主要包括起偏器透振

方向定位误差、１／４波片快轴方位定位误差和１／４波

片相位延迟角标定误差。相对误差‖δ犜‖／‖犜‖和

通过ＰＳＧ后的入射光犛ｉｎ相对误差呈正相关关系。因

此研究犛ｉｎ相对误差大小即可间接研究相对误差

‖δ犜‖／‖犜‖大小。

０６１２０１０３
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　　当起偏器透振方向为α，１／４波片快轴方位角为β，１／４波片的延迟角度为δ，可以推导得到
［８，９］

犛ｉｎ＝犖犙犐＝
１

２

１

ｃｏｓ２α（ｃｏｓ
２２β＋ｃｏｓδｓｉｎ

２２β）－ｃｏｓ２βｓｉｎ２αｓｉｎ２β（ｃｏｓδ－１）

ｓｉｎ２α（ｃｏｓδｃｏｓ
２２β＋ｓｉｎ

２２β）－ｃｏｓ２αｓｉｎ２βｃｏｓ２β（ｃｏｓδ－１）

ｃｏｓ２αｓｉｎ２βｓｉｎδ－ｃｏｓ２βｓｉｎ２αｓｉｎ

熿

燀

燄

燅δ

， （２１）

式中犖、犙分别为１／４波片、起偏器的米勒矩阵，单

位激光束犐＝（１　０　０　０）
Ｔ，犛ｉｎ＝（狊０　狊１　狊２　

狊３）
Ｔ。定义犛ｉｎ的误差为

Δ犛
ｉｎ
＝

狊０

α
ε１＋

狊０

β
ε２＋

狊０

δ
ε３

狊１

α
ε１＋

狊１

β
ε２＋

狊１

δ
ε３

狊２

α
ε１＋

狊２

β
ε２＋

狊２

δ
ε３

狊３

α
ε１＋

狊３

β
ε２＋

狊３

δ
ε

熿

燀

燄

燅３

，（２２）

犛ｉｎ的椭圆取向角理论值为
［１３］

ψ１ ＝
１

２
ａｒｃｔａｎ

狊２
狊（ ）
１

， （２３）

式中ε１、ε２ 和ε３ 分别为起偏器透振方向定位误差、

１／４波片快轴方位角定位误差及１／４波片相位延迟

角标定误差。

当起偏器透振方向为０°，１／４波片快轴方位角

为β，１／４波片相位延迟角度为９０°时，由（２１）～（２３）

式可得，犛ｉｎ的误差与椭圆取向角分别为

Δ犛
ｉｎ
＝

１

２

０

ｓｉｎ４βε１＋ ２ｓｉｎ４βε２＋ ｓｉｎ２２βε３

２ｓｉｎ２２βε１＋ ２ｃｏｓ４βε２＋
１

２
ｓｉｎ４βε３

２ｃｏｓ２βε１＋ ２ｃｏｓ２βε

熿

燀

燄

燅２

，

（２４）

ψ２ ＝
１

２
ａｒｃｔａｎ

Δ狊２＋狊２

Δ狊１＋狊（ ）
１

． （２５）

当ε１＝０．２°，ε２＝０．２°，ε３＝１．２°时（对应１／４波片相

位延迟量标称偏差λ／３００），犛
ｉｎ的误差及椭圆取向角

分别如图２、３所示。

根据图２，犛ｉｎ的误差主要由Δ狊１ 决定，当快轴方

位角为±３３．７５°和±５６．２５°时，其误差最大为

１．２６４％，优化１／４波片快轴方位角的取值范围，可

以减小误差。由图３可知，犛ｉｎ椭圆取向角理论值为一

条倾斜直线，模拟计算值直线部分与理论值基本重

合，在部分角度范围内出现波动，导致椭圆取向角呈

现较大误差。根据图３（ｂ），当１／４波片快轴方位角取

图２ 斯托克斯参量误差与１／４波片快轴方位角的关系

Ｆｉｇ．２ ＥｒｒｏｒｏｆＳｔｏｋｅｓｐａｒａｍｅｔｅｒｓｖｅｒｓｕｓｆａｓｔａｘｉｓ

ａｎｇｌｅｏｆｑｕａｒｔｅｒｗａｖｅｐｌａｔｅ

图３ 椭圆取向角与１／４波片快轴方位角的关系。（ａ）理

论值与模拟计算值；（ｂ）理论值与模拟计算值之间

　　　　　　　　　　差值

Ｆｉｇ．３ Ｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎａｎｇｌｅｖｅｒｓｕｓｆａｓｔａｘｉｓａｎｇｌｅｏｆｑｕａｒｔｅｒ

ｗａｖｅｐｌａｔｅ．（ａ）Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｖａｌｕｅａｎｄｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

ｖａｌｕｅ；（ｂ）ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｖａｌｕｅ

　　　　　　ａｎｄｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｖａｌｕｅ

值范围为［－９０°，－４９．２２°］∪［－４０．９７°，４０．７８°］∪

［４９．０３°，９０°］时，其差值近似为零，误差很小。

进一步模拟计算表明，当起偏器透振方向角和

１／４波片快轴方位角定位误差均减小到０．０５°，１／４

０６１２０１０４
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波片相位延迟量标称偏差降低到λ／５００时，犛
ｉｎ误差

Δ狊１ 最大值减小到０．６５４５％。当１／４波片快轴方位

角取值范围扩大为［－９０°，－４８．２３°］∪［－４１．８２°，

４１．７７°］∪［４８．１８°，９０°］时，差值仍然近似为零，误

差很小。因此，提高检偏器透振方向角及１／４波片

快轴方位角的定位精度，降低１／４波片相位延迟量

标称偏差可以进一步降低犛ｉｎ误差Δ狊１ 的最大值，即

降低待测１／４波片米勒矩阵各元素的最大相对误

差，并且拓展１／４快轴方位角的取值范围。

３．２　条件数分析

传统条件数优化分析中，没有考虑犜的相对误

差，即起偏器透振方向定位误差、１／４波片快轴方位

定位误差和１／４波片相位延迟角标定误差。因此，

传统优化１／４波片方位角组合｛β１、β２、β３、β４｝（如表１

中第１～４组
［１１］及第８组

［８］所示）存在较大误差，其

中β取值范围为－π／２≤β犻≤π／２（犻＝１，２，３，４）。

表１ １／４波片的优化方位角组合

Ｔａｂｌｅ１ Ｏｐｔｉｍｕｍａｎｇｌｅｓｅｔｓｆｏｒｔｈｅｑｕａｒｔｅｒｗａｖｅｐｌａｔｅ

Ｎｏ． β１／（°） β２／（°） β３／（°） β４／（°） κ（犜）

１ －９０ －４５ ３０ ６０ ３．６３

２ －２２．５ ０ ２２．５ ４５ １０．３５

３ －４５ ０ ３０ ６０ ３．６３

４ －４５ ４５ ６７．５ ９０ ５．７７

５ －５０ －１３ １６ ５２ ３．２８

６ －７３ －３６ ４０ ７９ ３．３２

７ －７７ －４５ －１３ ４５ ４．０９

８ －７７．０２ －４５．００ －１２．９８ ４５．００ ４．０９

　　根据表１，传统优化１／４波片方位角组合第１～４

组及组合第８组中，含有±４５°，在图３（ｂ）中１／４波片

快轴方位角取值范围［－９０°，－４９．２２°］∪［－４０．９７°，

４０．７８°］∪［４９．０３°，９０°］之外，均存在较大误差。为了

降低误差，在１／４波片快轴方位角取值范围之内对

１／４波片方位角进行优化，优化步长为１°，得到优化组

合如表１中第５和第６组所示。其中，优化组合第７

组和传统优化１／４波片方位角组合第８组中各对应

角度及条件数均近似相等，因此，优化组合第７组可

以等效传统优化１／４波片方位角组合第８组。为验

证优化组合第５和第６组比传统优化１／４波片方位

角组合第１～４组及组合第７组具有更小误差的正确

性，进行相关对比实验。

４　实　　验

采用参考文献［２３］同一实验装置进行实验，实

验校准曲线如图４所示，校准曲线与校准原理线性

关系相一致。

图４ 犽１ 和犽２ 的校准曲线

Ｆｉｇ．４ Ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｆｏｒ犽１ａｎｄ犽２

利用表１中优化１／４波片方位角组合第１～７

组分别对快轴方位角为０°，相位延迟量标称偏差为

λ／３００的待测１／４波片的米勒矩阵进行测量，测量

结果如表２所示。

表２ 不同优化方位角组合下的测量结果

Ｔａｂｌｅ２ Ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｒｅｓｕｌｔｓｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｏｐｔｉｍｕｍａｎｇｌｅｓｅｔｓ

δ／（°） φ／（°）

Ｎｏ． δ犪 δ犫 δ犮 ａｖｇ１ Ｅｒｒｏｒ φ犪 φ犫 φ犮 ａｖｇ２

１ ９０．３０ ９０．４８ ９０．４８ ９０．４２ ０．４２ ０．３４ ０．３３ ０．０３ ０．２３

２ ９１．１３ ８９．０６ ８９．０４ ８９．７４ －０．２６ １．２２ １．２２ ０．７７ １．０７

３ ９０．４７ ９０．４５ ９０．４５ ９０．４６ ０．４７ ０．２７ ０．２７ －０．０２ ０．１７

４ ８７．９３ ９０．１１ ９０．１１ ８９．３８ －０．６２ －０．５４ －０．５４ ０．３５ －０．２４

５ ９０．１５ ９０．００ ９０．００ ９０．０５ ０．０５ ０．０６ ０．０６ －０．０１ ０．０３

６ ９０．３７ ８９．６３７３ ８９．６４ ８９．８８ －０．１２ ０．０２ ０．０２ ０．１３ ０．０６

７ ９１．３８ ９０．１０８８ ９０．１１ ９０．５３ ０．５３ ０．１４ ０．１４ －０．５５ －０．０９
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　　表２中δ犪、δ犫、δ犮和φ犪、φ犫、φ犮 分别表示运用不

同测量算法得到的待测１／４波片的相位延迟量及快

轴方位角［２３］：

δ犪＝ａｒｃｃｏｓ（犿２２＋犿３３－犿１１）

δ犫＝ａｒｃｔａｎ
（犿４２－犿２４）

２
＋（犿３４－犿４３）槡

２

２犿４４
＋１８０°

δ犮＝ａｒｃｃｏｓ犿

烅

烄

烆 ４４

，

（２６）

φ犪 ＝
１

２
ａｒｃｔａｎ

１

２

犿２３＋犿３２
犿１１－犿（ ）

３３

φ犫 ＝
１

２
ａｒｃｔａｎ

２（犿２３＋犿３２）（犿１１＋犿４４）

（犿３４－犿４３）［ ］２

φ犮 ＝－
１

２
ａｒｃｔａｎ

犿２４－犿４２
犿３４－犿（ ）

烅

烄

烆 ４３

， （２７）

式中犿犻犼（犻，犼＝１，２，３，４）为待测１／４波片米勒矩阵

各对应元素。表２中的ａｖｇ１、ａｖｇ２和ｅｒｒｏｒ分别表

示同种优化方位角组合情况下三种不同算法得到的

平均相位延迟量、平均快轴方位角、平均相位延迟量

与标准１／４波片相位延迟量９０°的差值。从表２可

以看出，不同优化组合所对应的相位延迟量及快轴

方位角误差的大小不同。

根据图５，相比传统优化１／４波片方位角组合

第１～４组及组合第７组，优化组合第５组和第６组

测量得到的平均相位延迟量误差和平均快轴方位角

误差分别只有０．０５°、０．１２°和０．０３°、０．０６°，即同时

具有最小的相位延迟量及快轴方位角测量误差。

图５ 不同优化方位角组合下的误差分布

Ｆｉｇ．５ Ｅｒｒｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｏｐｔｉｍｕｍａｎｇｌｅｓｅｔｓ

优化组合第５组和第６组测量得到的快轴方位

角为０°，相位延迟量标称偏差为λ／３００的１／４波片

的米勒矩阵分别如下：

犕Ｎｏ．５ ＝

１．００００ ０．００００ ０．００００ ０．００００

０．００００ １．００００ －０．００１２ －０．００１２

０．００００ ０．００１２ －０．０００９ １．００００

０．００００ ０．００１２ －１．００００ －０．

熿

燀

燄

燅０００９

，

（２８）

犕Ｎｏ．６ ＝

１．００００ ０．００００ ０．００００ ０．００００

０．００００ １．００００ ０．００２０ －０．００２０

０．００００ ０．００２０ ０．００２０ １．００００

０．００００ ０．００２０ －１．００００ ０．

熿

燀

燄

燅００２０

．

（２９）

根据（２８）、（２９）式，相对于标准米勒矩阵
［２４］，优化组

合第５组和第６组测量得到的待测１／４波片米勒矩

阵各元素最大相对误差分别为０．１２％和０．２０％，相

比传统优化１／４波片方位角组合｛－９０°，－４５°，３０°，

６０°｝情况下米勒矩阵各元素的最大相对误差

０．８３％
［２３］分别提高了８５．５４％和７５．９０％。采用优

化组合第５组和第６组提高了待测样品米勒矩阵的

测量精度。

５　结　　论

本文提出了单光弹调制器米勒矩阵测量误差方

程，给出了相对误差分析方法，并结合矩阵条件数得

到了降低米勒矩阵各元素最大相对误差的两组１／４

波片方位角优化组合。实验结果表明，该两组１／４

波片方位角优化组合，测量得到的待测１／４波片米

勒矩阵各元素的最大相对误差分别为０．１２％和

０．２０％，相比传统１／４波片方位角优化组合｛－９０°，

－４５°，３０°，６０°｝的最大相对误差０．８３％，分别降低

了８５．５４％和７５．９０％，优化组合测量得到的平均相

位延迟量误差和平均快轴方位角误差分别只有

０．０５°、０．１２°和０．０３°、０．０６°，同时具有最小的相位

延迟量及快轴方位角测量误差。进一步模拟计算表

明，提高检偏器透振方向角及１／４波片快轴方位角

的定位精度，降低１／４波片相位延迟量标称偏差可

以进一步降低待测１／４波片米勒矩阵各元素的最大

相对误差，并且扩大了１／４快轴方位角的取值范围。
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