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厄米 高斯模与拉盖尔 高斯模的图像比较
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摘要　简要地叙述了厄米 高斯模与拉盖尔 高斯模的一些理论，画出了具有代表性的厄米 高斯模与拉盖尔 高斯

模在狕＝０平面的三维图像。为了了解厄米 高斯模与拉盖尔 高斯模的各种模态的关系，分别画出了它们的模态

从（０，０）到（２，２）的强度等高线，并从模阶数与峰值、峰值的变化、延伸面积和对称性得到了它们各自的特性，然后

进行对比得到它们之间的相同点和不同点。另外通过图像和公式说明了厄米 高斯与拉盖尔 高斯最低阶模（０，０）

是一致的，即高斯模。对比了它们之间的电（磁）场和平均坡印廷矢量，不同点与模态有很大关系。画出横截面中

振幅强度随传输距离增加而变化的图像，从中得到了束宽和峰值强度与传输距离之间的关系。
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１　引　　言

厄米 高斯模是直角坐标系下傍轴波动方程的

一组正交完备集。平面内任意振幅分布可以表示为

这些模式的线性叠加。圆对称的高斯模是这些模式

集合的最低阶。同样拉盖尔 高斯模是柱面坐标系

下的傍轴波动方程一组正交的完备集。它的特征考

量是径向阶数犘和方位阶数狊。这组模式集合中最

简单的是（０，０）阶，也就是高斯模。这两种模式传输

距离狕后的波动方程可以通过直接解法和惠更

斯 菲涅耳积分的方法来求解［１］。

０６０６００１１
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关于厄米 高斯模和拉盖尔 高斯模的研究近

２０年来一直没有停止。文献［２］中通过张量的方法

介绍了椭圆厄米 高斯光束，它可以用来描述广义的

高阶激光光束。文献［３］讨论了共线传输的两束复

宗厄米 高斯型光束的相互作用，在理论上发现它们

同时传输时，叠加光场的截面呈现不同的强度和相

位分布。Ａｒｏｒａ等
［４］还画出了纵向截面电场和磁场

与传输距离之间的关系。Ｎｏｖｏｔｎｙ等
［５］通过高纯度

的厄米 高斯模照射金属尖端，来探测利用非线性响

应实现近场光学成像的方法。

Ａｌｌｅｎ等
［６］发现拉盖尔 高斯模激光的振幅分布

含有轨道角动量，同时指出像散光学系统能够将厄

米 高斯模转换成拉盖尔 高斯模，这种方法也称为

圆柱透镜法［７］，还可以通过计算全息法［８，９］和螺旋相

位板法产生拉盖尔 高斯模［１０］。文献［１１］详细研究

了漩涡光束通过携带拓扑和的叉形光栅后的光强分

布和拓扑电荷数。文献［１２］研究了拉盖尔 高斯模

的实验强度轮廓。文献［１３］还讲述了大气湍流对拉

盖尔 高斯模的影响。

文献［１４，１５］分别对厄米 高斯模与拉盖尔 高

斯模做了比较详细的探讨，但是对于它们之间的关

系很少提及。本文将同一光束的不同模式通过公式

和图像两种方式给出了说明。同时对比了它们的坡

印廷矢量，指出了坡印延矢量不但与频率波阻抗有

关，还与它们各自的模式有关。最后画出了在传输

过程中横截面强度变化的立体图像，得到了波束的

宽度和峰值强度随传输距离的变化。

２　厄米 高斯模

由麦克斯韦方程组可以直接导出亥姆霍兹方程
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Ψ＋犽

２
Ψ ＝０， （１）

式中犽２ ＝ω
２

με，μ和ε分别是媒质的磁导率和介电

常数。如果波沿狕方向传播，Ψ 随狓，狔的变化较随狕

的变化缓慢。于是可设

Ψ ＝Ψ（狓，狔，狕）ｅｘｐ（－ｉ犽狕）． （２）
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方程中振幅Ψ随狓，狔和狕的变化与因子ｅｘｐ（－ｉ犽狕）

相比缓慢，即 Ψ
狕

犽Ψ，故与ｉ犽Ψ 相比，可略去


２
Ψ

狕
２
，于是得近轴波动方程


２
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＝０． （４）

在直角坐标系中
２
狋 ＝


２

狓
２＋

２

狔
２
，它的解为厄米 高

斯模，用狌犿狀 来表示，具体表达式如下：

狌犿狀（狓，狔，狕）＝犃犿狀
狑０

狑ψ
犿
槡２狓（ ）
狑
ψ狀
槡２狔（ ）
狑

×

ｅｘｐ －
ｉ犽
２犚
（狓２＋狔

２［ ］）ｅｘｐ［ｉ（犿＋狀＋１）］，（５）
式中狌犿狀 中的犿，狀分别是狓，狔方向的模的阶数，犃犿狀

是振幅系数，狑，犚和是狕的函数，它们分别为

狑２（狕）＝狑
２
０ １＋

狕２

狕２（ ）
Ｒ

， （６）

犚（狕）＝（狕
２
＋狕

２
Ｒ）／狕， （７）

（狕）＝ａｒｃｔａｎ（狕／狕Ｒ）． （８）

　　 参数狑（狕）是高斯束（犿＝０，狀＝０）束宽，等于

轴线上光束的振幅下降到其值的１／ｅ时半径的大

小。束宽狑（狕）在狕＝０处取得最小值狑０。它的最小

值与（６）～ （８）式中的参数狕Ｒ 有关，且 狑０ ＝

２狕Ｒ／槡 犽，狕Ｒ 称为瑞利长度又称共焦参数，当狕＝狕Ｒ

时，有狑（狕）＝槡２狑０。在实际应用中，常取 狕 ≤狕Ｒ

范围为高斯光束的准直范围，在这段长度内可以认

为高斯光束是平行的。犚（狕）是横截面在狕处的相前

曲率半径，和狑（狕）一样，适合所有的模式。（狕）为

光束的相位因子，表示光束在空间传输距离狕时相

对于几何相移产生的附加相移。（５）式中的函数ψ犿

和ψ狀 分别是犿 和狀阶的厄米 高斯模，定义为

ψ犿（ξ）＝Ｈ犿（ξ）ｅｘｐ（－ξ
２／２）， （９）

式中Ｈ犿（ξ）是犿阶的厄米多项式。

将狌犿狀按（１０）式进行归一化，

∫
∞

－∞
∫
∞

－∞

狌犿狀（狓，狔）
２ｄ狓ｄ狔＝１， （１０）

可以得到

犃犿狀 ＝狑
－１
０ （π２

犿＋狀＋１犿！狀！）－１
／２． （１１）

沿＋狕方向传播的厄米 高斯模的电场和磁场整数

犿，狀阶模式可以由磁矢势犃 得出
［１４］：

犃＝犪狓狌犿狀（狓，狔，狕）ｅｘｐ（－ｉ犽狕）， （１２）

式中犪狓 是在狓方向的单位矢量，时间因子ｅｘｐ（ｉω狋）

是隐含的。

根据上述结果，可以根据下面的关系通过磁矢

势犃得到电场和磁场的表达式：

犈＝－ｉω［犃＋（１／犽
２）（·犃）］， （１３）

犎＝ （１／μ）×犃． （１４）

电场和磁场如下：

０６０６００１２
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犈＝－ｉω犃犿狀

狑０

狑
ｅｘｐｉ（犿＋狀＋１）－ｉ

犽
２犚
（狓２＋狔

２）－ｉ［ ］犽狕 犪狓－犪狕（ ）狓犚 ψ犿ψ狀－犪狕 槡ｉ２犽狑′ψ犿ψ［ ］狀 ， （１５）

犎＝－ｉω槡
ε

μ
犃犿狀
狑０
狑
ｅｘｐｉ（犿＋狀＋１）－ｉ

犽
２犚
（狓２＋狔

２）－ｉ［ ］犽狕 犪狔－犪狕（ ）狔犚 ψ犿ψ狀－犪狕 槡ｉ２犽狑ψ犿′ψ［ ］狀 ，（１６）
在（１５）、（１６）式中，将ψ犿（槡２狓／狑）简写为ψ犿，将ψ狀（槡２狓／狑）简写为ψ狀。厄米 高斯模的电场和磁场的纵向分

量（犈狕，犎狕）一部分和横向分量（犈狓，犎狔）同相位，一部分和（犈狓，犎狔）有９０°相位差，这导致出现了两种偏振

态，并随传输距离而改变。ψ狀（槡２狔／狑）＝０，表示电场在表面消失；ψ犿（槡２狓／狑）＝０，表示磁场在表面消失。在

平面狕＝０，同向分量的犈狕 和犎狕 为零。

由（１２）和（１３）式可知在任意点的平均坡印廷矢量
［４］为

犛ａｖ＝
１

２
Ｒｅ（犈×犎）＝

１

２
ω
２ ε

槡μ犃
２
犿狀

狑０（ ）狑
２

ψ
２
犿
槡２狓（ ）
狑
ψ
２
狀
槡２狔（ ）
狑

犪狓
狓
犚
＋犪狔

狔
犚
＋犪（ ）狕 ， （１７）

其中Ｒｅ代表实部，星号代表复共轭。对犛ａｖ在整个横截面（狕为常数）进行积分，可以得到总的功率流。考虑

到能量守恒原则，知犛ａｖ的大小与狕的选取无关。特别是，在狕＝０处，

犛ａｖ狘狕＝０ ＝犪狕
１

２
ω
２ ε

槡μ犃
２
犿狀ψ

２
犿
槡２狓
狑
（ ）

０
ψ
２
狀
槡２狔
狑
（ ）

０

＝犪狕
１

２
ω
２ ε

槡μ 狌犿狀（狓，狔，０）
２． （１８）

可见在平面狕＝０处，厄米 高斯波束的平均坡印廷

矢量不仅与模式狌犿狀 有关，还与频率ω和波阻抗η＝

μ
槡ε 有关，其与波阻抗成反比，方向沿狕轴。由（１８）

式 可 以 得 到 狌犿狀（狓，狔，０）， 同 理 也 可 得

狌犿狀（狓，狔，狕Ｒ／２）和 狌犿狀（狓，狔，狕Ｒ）。

图１显示了犿＝２，狀＝２阶厄米 高斯模的三维

图像。从图像上很容易看出狕＝０平面内强度的变

化。为了便于观察各种模态之间的关系，将三维图

像换成等高线轮廓图。

图１ 犿＝２，狀＝２阶厄米 高斯模的三维图像

Ｆｉｇ．１ Ｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｐｌｏｔｏｆ犿＝２，狀＝２ｏｒｄｅｒ

ＨｅｒｍｉｔｅＧａｕｓｓｉａｎｍｏｄｅ

图２为厄米 高斯模狌犿狀 等高线轮廓图，第一行

是指犿＝０，狀＝０，１，２的模态，其中第一个图像是

犿＝０，狀＝０模态，即高斯模。第二行图像是犿＝１，

狀＝０，１，２模态的３个图像。第三行是犿＝２，狀＝０，

１，２的３个图像。以上图像中心位置是强度极值，颜

色趋于红色的是极大值，趋于紫色的是极小值，极大

值与极小值之间是零值。从图２可以观察到，模态为

（犿，狀）的厄米 高斯模有以下特征：

１）在狓方向上有犿 个零值（犿＋１个峰值），同

样在狔方向上有狀零值（狀＋１个峰值）；

２）随着离轴距离的增加，峰值逐渐变强，最外

部的峰值最大，如图１所示；

３）所有的模式都有相同的参数狑（狕），然而高

阶模的电磁场比低阶模式扩展较大的离轴距离；

４）如果将整个图像看成一个矩阵，（犿，狀）模态

可以看成是（狀，犿）模态的转置。

图３是横截面中振幅强度随传输距离增加而变

化的图像，其模态为犿＝２，狀＝２。从图中可以看出

随着距离的增加，束宽不断增加，而峰值强度不断减

小。由（６）式可知，当狕＝０时，狑（狕）＝狑０；当狕＝

狕Ｒ／２时，狑（狕）＝槡５／２狑０；当狕＝狕Ｒ时，狑（狕）＝槡２狑０，

即有束宽随着距离的增加而增加。峰值强度的变化与

ψ犿 有很大关系，它受（９）式中的指数部分影响显著。

３　拉盖尔 高斯模

近轴波动方程（４）式在柱坐标下有 
２
狋 ＝


２

狉
２＋

１

狉


狉
＋
１

狉２

２

θ
２
，它的解为拉盖尔 高斯模，用狏狆狊（狉，θ，狕）

来表示以区别于厄米 高斯模，具体形式为

狏狆狊（狉，θ，狕）＝犃狆狊
狑０

狑
犳狆狊 槡

２狉（ ）
狑
ｃｏｓ狊（θ－θ０［ ］）

ｅｘｐ －ｉ
犽狉２

２犚
＋ｉ（２狆＋狊＋１）［ ］ ，

（１９）
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图２ 厄米 高斯模态的阶数（犿，狀）从（０，０）到（２，２）变化的等高线轮廓图

Ｆｉｇ．２ ＣｏｎｔｏｕｒｍａｐｓｏｆＨｅｒｍｉｔｅＧａｕｓｓｉａｎｍｏｄｅｓｆｏｒｍｏｄａｌｏｒｄｅｒｓｖａｒｙｉｎｇｆｒｏｍ（０，０）ｔｏ（２，２）

图３ 厄米 高斯模横截面振幅强度随传输距离增加而变化图像。（ａ）狕＝０；（ｂ）狕＝狕Ｒ／２；（ｃ）狕＝狕Ｒ

Ｆｉｇ．３ Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙｏｆｔｈｅｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｃｈａｎｇｅｓａｌｏｎｇｗｉｔｈｔｈｅｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｄｉｓｔａｎｃｅｆｏｒ

ＨｅｒｍｉｔｅＧａｕｓｓｉａｎｍｏｄｅ．（ａ）狕＝０；（ｂ）狕＝狕Ｒ／２；（ｃ）狕＝狕Ｒ

式中犃狆狊 是振幅系数，θ０是方位角，狑，犚和也是传

播距离狕的函数，表达式同厄米 高斯模情况下的

（６）～ （８）式。同样狑０是波束半径的最小值，也就是

拉盖尔 高斯模的最低阶模式（狆＝０，狊＝０）在狕＝０

处平面的半径降到１／ｅ时的值。标量参数狑（狕）和相

前曲率半径犚（狕）在任意横截面狕处对所有的模式

是一样的。犳狆狊（ρ）可表示为

犳狆狊（ρ）＝ρ
狊Ｌ狊狆（ρ

２）ｅｘｐ（－ρ
２／２）． （２０）

　　为了方便，经常用ρ代表槡２狉／狑，Ｌ
狊
狆（ρ

２）为广义

拉盖尔多项式。同样对狏狆狊 进行归一化处理，

０６０６００１４
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∫
２π

０
∫
∞

０

狏狆狊（狉，θ）
２ｄ狉ｄθ＝１， （２１）

可以得到

犃狆狊 ＝
２

狑０ １＋δ０槡 狊

狆！

π（狆＋狊）［ ］槡 ！
， （２２）

其中δ０狊是狄拉克函数。当狊＝０时，δ０狊＝１；当狊≠０

时，δ０狊＝０。由此可以推出（０，０）阶厄米 高斯模与

（０，０）拉盖尔 高斯模之间的关系为

狌犿狀（狓，狔，狕）狘犿＝０，狀＝０ ＝１／（２槡π狑）ｅｘｐ －
狓２

狑（ ）２ ｅｘｐ －狔
２

狑（ ）２ ｅｘｐ －ｉ犽２犚（狓２＋狔２［ ］）ｅｘｐ（ｉ）＝

１／（２槡π狑）ｅｘｐ －
狉２

狑（ ）２ ｅｘｐ －ｉ犽２犚狉（ ）２ ｅｘｐ（ｉ）＝狏狆狊（狉，θ，狕）狘狆＝０，狊＝０． （２３）

关于拉盖尔 高斯模的电场和磁场也可以通过磁矢势犃得到

犃＝犪狓狏狆狊（狉，θ，狕）ｅｘｐ（－ｉ犽狕）， （２４）

由（１３），（１４）式可得电场和磁场。为了方便起见，θ０ 设为０，此时有

犈＝－ｉω犃狆狊
狑０

狑
ｅｘｐｉ（２狆＋狊＋１）－ｉ

犽狉２

２犚
－ｉ［ ］犽狕 ×

犪狓－犪狕
狉ｃｏｓθ（ ）犚

犳狆狊ｃｏｓ（狊θ）＋ｉ犪狕
ｓｉｎθ
犽狉
犳狆狊狊ｓｉｎ（狊θ）－

槡２
犽狑
ｃｏｓθ′犳狆狊ｃｏｓ（狊θ［ ］｛ ｝） ， （２５）

犎＝－ｉω
ε（ ）槡μ 犃狆狊

狑０

狑
ｅｘｐｉ（２狆＋狊＋１）－ｉ

犽狉２

２犚
－ｉ［ ］犽狕 ×

犪狔－犪狕
狉ｓｉｎθ（ ）犚

犳狆狊ｃｏｓ（狊θ）＋ｉ犪狕
ｃｏｓθ
犽狉
犳狆狊狊ｓｉｎ（狊θ）－

槡２
犽狑
ｓｉｎθ′犳狆狊ｃｏｓ（狊θ［ ］｛ ｝） ． （２６）

为了简洁，这里函数犳狆狊 的参数槡２狉／狑被省略。（２５）和（２６）式显示了拉盖尔 高斯模中电场和磁场的纵向分量

（犈狕，犎狕），部分与横截面分量（犈狓，犎狔）同相位，另一部分与横截面分量（犈狓，犎狔）有９０°相位差。由此导致出现了

两种偏振态，并随传输距离而改变。在束腰（狕＝０）处犈狕和犎狕同相部分为零。在平面θ＝０处，犈狕和犎狕相位正

交部分的比值为α＝（槡２／犽狑）（′犳狆狊／犳狆狊）。若α１，则纵向分量同横向分量相比可忽略不计。然而，这种情况并不

满足所有点，对于犳狆狊（槡２狉／狑）＝０定义的表面，横截面场分量犈狓 和犎狔 为零，电场是纯纵向的。

根据电场和磁场的表达式，同样也可以求出在一点处的平均坡印廷矢量为

犛ａｖ＝
１

２
Ｒｅ（犈×犎）＝

１

２
ω
２ ε

槡μ犃
２
狆狊

狑０（ ）狑
２

犳
２
狆狊
槡２狉（ ）
狑
ｃｏｓ２（狊θ）犪狓

狓
犚
＋犪狔

狔
犚
＋犪（ ）狕 ， （２７）

式中Ｒｅ代表实部，星号代表复共轭。特别是在平面狕＝０处，

犛ａｖ狘狕＝０ ＝犪狕
１

２
ω
２ ε

槡μ犃
２
狆狊犳

２
狆狊
槡２狉
狑
（ ）

０

ｃｏｓ２（狊θ）＝犪狕
１

２
ω
２ ε

槡μ 狏狆狊（狓，狔，０）
２． （２８）

可见在平面狕＝０处，拉盖尔 高斯波束的平均坡印

廷矢量不仅与模式狏狆狊 有关，还与频率ω和波阻抗

η＝
μ
槡ε 有关，并与波阻抗成反比，方向沿狕轴。

图４显示了拉盖尔 高斯势函数狏狆狊 的振幅在

狕＝０平面，模态为狆＝２，狊＝２的三维图像。同样为

了方便各种模态的比较，将最低的９种模态绘在同

一个图像上，图５是模态阶数狆，狊变化范围从０到２

的等高线轮廓图。从第一行到第三行分别指狆＝０，

１，２，列数分别指狊＝０，１，２。图中的“眼心”是振幅的

部分极值，颜色趋于红色的是极大值，趋于紫色的是

图４ 狆＝２，狊＝２阶拉盖尔 高斯模三维图像

Ｆｉｇ．４ Ｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｐｌｏｔｏｆ狆＝２，狊＝２ｏｒｄｅｒ

ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓｉａｎｍｏｄｅ
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极小值。由图５可得如下结论：

１）沿着方位角方向有２狊峰值，沿着径向方向有

狆＋１峰值；

２）随着离轴距离的增加强度极大值变小，中心

的峰值最大；

３）所有模式有相同标量参数狑（狕），高阶模式

的电磁场比低阶模式延伸离轴的距离要大；

４）拉盖尔 高斯模所有的模态都关于狓轴对

称，同时也关于狔轴对称。

其中结论２）同厄米 高斯模相同，结论３）同厄

米 高斯模相反。

图６是横截面中振幅强度随传输距离增加而变

化的图像，它们都是在模态狆＝２，狊＝２下的图像。

其与厄米 高斯模具有相同的的性质，即随着距离的

增加，束宽不断增加，而最大峰值强度不断减小。

图５ 拉盖尔 高斯模态（狆，狊）从（０，０）到（２，２）变化的等高线轮廓图

Ｆｉｇ．５ ＣｏｎｔｏｕｒｍａｐｓｏｆＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓｉａｎｍｏｄｅｆｏｒｍｏｄａｌｏｒｄｅｒｓｖａｒｙｉｎｇｆｒｏｍ（０，０）ｔｏ（２，２）

图６ 拉盖尔 高斯模横截面振幅强度随传输距离增加的变化图像。（ａ）狕＝０；（ｂ）狕＝狕Ｒ／２；（ｃ）狕＝狕Ｒ

Ｆｉｇ．６ ＡｍｐｌｉｔｕｄｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙｏｆｔｈｅｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｃｈａｎｇｅｓａｌｏｎｇｗｉｔｈｔｈｅｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｄｉｓｔａｎｃｅｆｏｒＬａｇｕｅｒｒｅｇａｕｓｓｉａｎ

ｍｏｄｅ．（ａ）狕＝０；（ｂ）狕＝狕Ｒ／２；（ｃ）狕＝狕Ｒ
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４　结　　论

将厄米 高斯模与拉盖尔 高斯模进行对比研

究，分别画出了厄米 高斯模与拉盖尔 高斯模在

狕＝０平面的强度等高线。比较发现在相同束腰时厄

米 高斯模的（犿＝０，狀＝０）模态与拉盖尔 高斯模的

（狆＝０，狊＝０）模态完全相同，因为它们的最低模态都

是高斯模态。

厄米 高斯模与拉盖尔 高斯模的电场和磁场的

纵向分量（犈狕，犎狕），一部分与横截面分量（犈狓，犎狔）

同相位，另一部分与横截面分量（犈狓，犎狔）有９０°相

位差。在平面狕＝０处，（犈狕，犎狕）同相位部分都为

零。它们的平均坡印廷矢量均与频率ω和波阻抗

η＝
μ
槡ε 有关，且与波阻抗成反比，方向沿狕轴，区

别在于平均坡印延矢量还与各自的模态有关。

对于厄米 高斯模和拉盖尔 高斯模，它们的模

态越高，所拓展的离轴距离越大。但是厄米 高斯模

离轴距离越远，峰值越大，而拉盖尔 高斯模离轴越

远，峰值逐渐变小，此结论可以通过图１和图４的三

维图像看出。同时厄米 高斯模与拉盖尔 高斯模在

横截面的强度具有很好的对称性。对于厄米 高斯

模，当犿，狀同时为偶数时，横截面的强度一般关于

坐标轴对称；当犿为奇数，狀为偶数时，一般关于坐

标轴横轴对称；当犿 为偶数，狀为奇数时，一般关于

坐标轴纵轴对称。而拉盖尔 高斯模一般均关于坐

标轴对称。

最后画出了横截面中振幅强度随传输距离增加

而变化的图像，通过图像可以看出不论厄米 高斯模

还是拉盖尔 高斯模，随着传输距离的增加，波束的

宽度增加，最大的峰值强度变小。
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