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标量衍射积分公式比较分析
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摘要　由于菲涅耳 基尔霍夫衍射公式、瑞利 索末菲衍射公式１和２共存于标量衍射积分公式体系，３个衍射积分

公式的优劣难以断定。为了比较３个衍射积分公式，基于小衍射源和衍射远场的特点简化３个衍射积分公式，给

出计算衍射远场平面上的标量光场总功率和衍射远场半球面上的矢量光场总功率的函数表达式，并以被积函数的

收敛性判断３个衍射积分公式的适用范围，以衍射源总功率为标准，判断３个衍射积分公式的计算精度。分析表

明，３个衍射积分公式均适用于计算傍轴标量衍射场，而只有瑞利 索末菲衍射公式１才适用于计算非傍轴标量衍

射场；３个衍射积分公式均适用于计算傍轴和非傍轴矢量衍射场。其中，对于垂直入射至小圆孔的平面波受限非傍

轴衍射，基于瑞利 索末菲衍射公式２计算的衍射远场观察半球面上总功率的相对计算误差的绝对值最小。
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１　引　　言

１６７８年惠更斯基于直观信念提出采用衍射源

的球面次级子波来解释衍射现象［１，２］，子波包络面

形成新的波面，波面的法线方向就是波的传播方

向［３，４］，形成惠更斯原理。１８１８年菲涅耳对惠更斯

的子波振幅与相位进行假定，并利用干涉理论补充
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了惠更斯原理，指出衍射场是衍射源的次级子波相

干叠加的结果，形成了惠更斯 菲涅耳原理［１～４］。惠

更斯 菲涅耳原理的数学表达式包含有倾斜因子

犗（χ），并假设犗（χ）在衍射角χ＝０时最大，且随χ
增加而减少，当χ≥π／２时，犗（χ）＝０。

标量衍射积分公式以亥姆霍兹方程和格林定理

为基础，给出倾斜因子的表达式，１８８２年基尔霍夫

基于点源球面波表达的格林函数和基尔霍夫边界条

件导出了菲涅耳 基尔霍夫衍射公式［２，４］，也称基尔

霍夫衍射公式［１，３］，对于垂直入射到孔的平面波受限

衍射，其倾斜因子犗Ｆ－Ｋ（χ）＝ （１＋ｃｏｓχ）／２，由于

犗Ｆ－Ｋ（π／２）＝１／２与菲涅耳的假设犗（π／２）＝０不一致，

菲涅耳的假设被认为是不正确的［２，３］；而后，瑞利和索

末菲基于点源及其镜像球面波分别在异相和同相条件

下叠加而构造的格林函数及索末菲辐射条件形成了瑞

利 索末菲衍射公式［１，５，６］１和２，对于垂直入射到孔的

平面波受限衍射，倾斜因子分别为犗Ｒ－Ｓ１（χ）＝ｃｏｓχ和

犗Ｒ－Ｓ２（χ）＝１，其中犗Ｒ－Ｓ１（π／２）＝０与菲涅耳的假设

一致，而犗Ｒ－Ｓ２（π／２）＝１与菲涅耳的假设不一致。

目前，由于选择的格林函数和附加条件的不同，形成

了３个具有不同倾斜因子的衍射积分公式，且菲涅

耳 基尔霍夫衍射公式是两种瑞利 索末菲衍射公式

的数 学 平 均 值［１，７］。尽 管 开 展 了 一 些 比 较 研

究［７～１２］，但它们的计算精确度优劣却仍未明确［１］。

由于瑞利 索末菲衍射公式１的倾斜因子在倾斜角

为π／２时与菲涅耳的假设一致，它较常被用于光波

导和光纤的衍射远场特性分析［１３～１８］。

由于标量衍射理论的公式推导是把光波当作标

量波来处理［１，２］，３个标量衍射理论仅是近似的理

论，当衍射孔径比波长大得多，以及不要在太靠近孔

径的地方观察衍射场时，标量理论能得出精确结

果［１］。可见，当衍射孔径较大时，衍射场光束为傍轴

光束，由于ｃｏｓχ≈１，３个倾斜因子基本相等，基于３

个标量衍射积分公式计算的衍射远场特性也基本相

同，衍射远场总功率也基本满足描述能量守恒定律

的帕斯瓦尔定理［１］。但是，当衍射孔径较小时，衍射

场光束为非傍轴光束，３个不同的倾斜因子将导致

基于３个标量衍射积分公式计算的衍射远场特性也

不同，而且由于对观察点处光场的波矢方向的假设

不同，也导致所计算的衍射远场特性不同。

尽管１８９６年索末菲已经首次给出一个衍射问

题的真正严格解［１，２］，但是，矢量衍射理论基于麦克

斯韦方程组分析光场，计算过程较繁复，因此，平面

波的角谱理论［１，１９］常被用于非傍轴光场分析。尽管

平面波的角谱理论可以根据最快速下降法［１９］证明

标量衍射积分公式的倾斜因子犗（χ）＝ｃｏｓχ，但是

根据角谱理论计算的非傍轴标量衍射光束在横截面

上的总功率［２０～２２］小于空间频谱总功率，而非傍轴矢

量衍射光束在横截面上的总功率计算值大于非傍轴

标量衍射光束在横截面上的总功率计算值［２３～２５］，虽

然衍射光束在横截面上的总功率计算值［２０～２５］与观

察平面位置无关，但却与帕斯瓦尔定理不一致，不满

足能量守恒定律。

为了阐明３个标量衍射积分公式的特性，将３

个标量衍射积分公式的适用范围从傍轴区延拓到非

傍轴区，分别以平面和半球面为非傍轴衍射远场观

察面，计算标量衍射场在观察平面上的衍射远场总

功率和矢量衍射场在观察半球面上的衍射远场总功

率，开展３个标量衍射积分公式的比较研究，其结论

有助于理解光场衍射的惠更斯 菲涅耳原理。

２　简单傍轴与非傍轴标量衍射场特性

分析

设衍射源是波矢方向平行于狕轴的均匀平面波

垂直通过一圆孔的光波，圆孔中心与笛卡儿坐标系

的原点犗重合，圆孔平面与狓犗狔平面重合，观察平

面与狓犗狔平面平行，两者间距为狕′，衍射源参考点犃

与观察点犃′之间的传播距离为犔，犃犃′与狕轴的夹

角为χ，观察半球面的球心与坐标原点犗重合，球面

半径犗犃′为犚，犗犃′与狕轴的夹角为θ，如图１所示。

图１ 圆孔衍射示意图

Ｆｉｇ．１ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｔｈｅｃｉｒｃｕｌａｒａｐｅｒｔｕｒｅｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎ

根据菲涅耳 基尔霍夫衍射公式，瑞利 索末菲

衍射公式１和２，观察点犃′的场Ψ（犃′）可由衍射源

参考点犃的场Ψ（犃）表示为

Ψ犼（犃）＝∫
Σ
∫Ψ（犃）

ｅｘｐ（ｉ犽犔）

ｉλ犔
犗犼（χ）犉犼（犔）ｄ狊，（１）

式中下标犼为Ｆ－Ｋ，Ｒ－Ｓ１和Ｒ－Ｓ２分别标注菲

涅耳 基尔霍夫衍射公式，瑞利 索末菲衍射公式１
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和２，Σ为衍射源区域，ｄ狊为衍射源的面积微元，ｉ为

虚数单位，犽＝２π／λ为光波的波数，λ为光波的波长，

犗犼（χ）为倾斜因子对于垂直入射到圆孔的平面波，

犗Ｆ－Ｋ（χ）＝ （１＋ｃｏｓχ）／２，犗Ｒ－Ｓ１（χ）＝ｃｏｓχ 和

犗Ｒ－Ｓ２（χ）＝１，犉犼（犔）为近场因子，犉Ｆ－Ｋ（犔）＝１和

犉Ｒ－Ｓ２（犔）＝１，在文献［１］中，犉Ｒ－Ｓ１（犔）＝１，在文献

［５，６］中，犉Ｒ－Ｓ１（犔）＝１＋ｉ／（犽犔）。

设衍射源参考点犃的坐标为（狉ｃｏｓφ，狉ｓｉｎφ，０），

观察点犃′的坐标为（狉′，０，狕′），其中狉和φ分别为柱

面坐标系的径向和角向坐标，当观察点犃′位于衍射

远场时，文献［５，６］中的犉Ｒ－Ｓ１（犔）→１，若衍射源尺寸

足够小，最大的衍射源径向尺寸狉ｍａｘ犚时，有χ≈θ，

ｃｏｓχ≈ｃｏｓθ，倾斜因子犗Ｆ－Ｋ（θ）＝ （１＋ｃｏｓθ）／２，

犗Ｒ－Ｓ１（θ）＝ｃｏｓθ和犗Ｒ－Ｓ２（θ）＝１，传播距离犔≈犚－

狉ｓｉｎθｃｏｓφ。由于ｄ狊＝狉ｄ狉ｄφ，则远场观察点犃′的场

Ψ犼（犃′）由衍射源的标量场分布Ψ（狉）表示为
［１３，１７］

Ψ犼（犃′）＝
犗犼（θ）ｅｘｐ（ｉ犽犚）

ｉλ犚
犛（θ）， （２）

式中犛（θ）为衍射源的角谱，也称为衍射源的空间频

谱。犛（θ）为标量场分布 Ψ（狉）的零阶汉克尔变

换［１３，１４］，或称傅里叶 贝塞尔变换［６］，表示为

犛（θ）＝２π∫
∞

０

Ψ（狉）Ｊ０（犽狉ｓｉｎθ）狉ｄ狉， （３）

式中Ｊ０（ξ）为零阶贝塞尔函数。

电磁场总功率（能流）是能流密度在传输空间截

面上的积分

犘狇，犼（ξ）＝∫
Σ′
∫〈犘犛〉狇，犼犖０ｄσ， （４）

式中下标狇为Ｓ和Ｖ，分别标注场Ψ犼（犃′）为标量

场和矢量场，〈犘犛〉为坡印亭矢量犘犛的时间平均值，

Σ′为传输空间截面区域，犖０为截面微元向外法线的

单位矢量，ｄσ为截面的面积微元。

当Ψ（犃′）为标量场时，可以近似认为在观察点

犃′处光波的波矢方向与狕轴平行
［２６］，即在狕＝狕′观

察平面上的标量场分布ΨＳ，犼（狕′，狉′）＝Ψ犼（犃′）。由

于犘犛Ｓ，犼 ＝狕０犘犛Ｓ，犼，犖０ ＝狕０，ｄσ＝狉′ｄ狉′ｄφ′，其中狕０

为狕的单位矢量，则衍射远场观察平面上光场的总

功率为

犘Ｓ，犼（ξ）＝２π犆∫
∞

０

Ψ
２
Ｓ，犼（狕′，狉′）狉′ｄ狉′， （５）

式中犆为常数。

当Ψ狇，犼（犃′）为电场分布时，犆＝（１／２） ε／槡 μ；当

Ψ狇，犼（犃′）为磁场分布时，犆＝ （１／２） μ／槡 ε，ε和μ分

别为衍射空间介质的介电常数和磁导率。

根据图１中各个参量的几何关系，有犚＝狕′ｓｅｃθ，

狉′＝狕′ｔａｎθ，ｄ狉′＝狕′ｓｅｃ
２
θｄθ，由（２）式和（３）式知，在与

衍射源距离为狕′的观察平面上，衍射远场总功率可

表示为

犘Ｓ，犼（ξ）＝
２π犆

λ
２∫
π／２

０

τＳ，犼（θ）犛
２（θ）ｓｉｎθｄθ， （６）

式中系数τＳ，犼（θ）＝犗犼
２（θ）／ｃｏｓθ，有τＳ，Ｆ－Ｋ（θ）＝ （１＋

ｃｏｓθ）
２ｓｅｃθ／４，τＳ，Ｒ－Ｓ１（θ）＝ｃｏｓθ和τＳ，Ｒ－Ｓ２（θ）＝ｓｅｃθ。

当衍射源尺寸ξ足够大时，衍射场光束为傍轴

光束，且当θ→π／２时，衍射源的角谱犛（π／２）→０，

可以认为由（６）式表达的犘Ｓ，ｊ（ξ）的被积函数收敛，

尽管基于（６）式计算的３个衍射远场观察平面上的

总功率计算值略有差异，由于犗Ｒ－Ｓ２（θ）＞犗Ｆ－Ｋ（θ）＞

犗Ｒ－Ｓ１（θ），有犘Ｓ，Ｒ－Ｓ２（ξ）＞犘Ｓ，Ｆ－Ｋ（ξ）＞犘Ｓ，Ｒ－Ｓ１（ξ），但

３者之间相差甚微，且与衍射源总功率基本相同，可

见，上述３个标量衍射积分公式均可用于傍轴标量

衍射场光束特性分析。

当衍射源尺寸ξ较小时，衍射场光束为非傍轴光

束，且当θ→π／２时，衍射源的角谱为非０值，犛（π／２）≠

０，若要（６）式中的被积函数τＳ，犼（θ）犛
２（θ）ｓｉｎθ收敛，要求

犗犼（π／２）＝０，它与惠更斯 菲涅耳原理中的菲涅耳假设

犗犼（π／２）＝０一致。

对于菲涅耳 基尔霍夫衍射公式和瑞利 索末菲衍

射公式２，由于当θ→π／２时，ｓｅｃθ→∞，τＳ，Ｆ－Ｋ（θ）→∞，

τＳ，Ｒ－Ｓ２（θ）→ ∞， 则 τＳ，Ｆ－Ｋ（θ）犛
２（θ）ｓｉｎ θ → ∞，

τＳ，Ｒ－Ｓ２（θ）犛
２（θ）ｓｉｎθ→ ∞，即由（６）式表达的犘Ｓ，Ｆ－Ｋ（ξ）

和犘Ｓ，Ｒ－Ｓ２（ξ）的被积函数不收敛，导致衍射远场观察平

面上光场的总功率犘Ｓ，Ｆ－Ｋ（ξ）→∞ 和犘Ｓ，Ｒ－Ｓ２（ξ）→ ∞，

可见菲涅耳 基尔霍夫衍射公式和瑞利 索末菲衍射公

式２不宜用于表达非傍轴标量衍射场。

当θ→π／２时，τＲ－Ｓ１（θ）＝０，τＲ－Ｓ１（θ）犛
２（θ）ｓｉｎθ＝

０，由（６）式表达的犘Ｓ，Ｒ－Ｓ１（ξ）的被积函数收敛，可见瑞

利 索末菲衍射公式１可用于表达非傍轴标量衍射

场，它对衍射源的尺寸没有限制［５］。

当瑞利 索末菲衍射公式１用于表达标量衍射

场时，在狕＝狕′观察平面上的衍射远场分布为
［２６］

ΨＳ，Ｒ－Ｓ１（狕′，狉′）＝
ｃｏｓθｅｘｐ（ｉ犽犚）

ｉλ犚
犛（θ）． （７）

　　无论瑞利 索末菲衍射公式１用于表达傍轴或

非傍轴衍射光束，观察平面上的衍射远场总功率可

表示为

犘Ｓ，Ｒ－Ｓ１（ξ）＝
２π犆

λ
２∫
π／２

０

犛２（θ）ｓｉｎθｃｏｓθｄθ． （８）

　　当衍射源的角谱犛（θ）的自变量θ由径向空间
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频率犳狉 替代时，（３）式写成衍射源的空间频谱形

式［６］：

犛（犳狉）＝２π∫
∞

０

Ψ（狉）Ｊ０（２π狉犳狉）狉ｄ狉， （９）

式中犳狉＝ｓｉｎθ／λ为径向空间频率，由于θ的定义域

为［０，π／２］，有０≤犳狉 ≤１／λ，即衍射源空间频谱

犛（犳狉）的定义域为［０，１／λ］。则（８）式可写成空间频

谱总功率形式［１３，２６］：

犘Ｓ，Ｒ－Ｓ１（ξ）＝２π犆∫
１／λ

０

犛２（犳狉）犳狉ｄ犳狉． （１０）

参照（５）式，衍射源总功率为

犘ＤＳ（ξ）＝２π犆∫
∞

０

Ψ
２（狉）狉ｄ狉． （１１）

　　由于（１０）式的积分范围为［０，１／λ］，而不是［０，

∞），根据帕斯瓦尔定理
［１］可知，当瑞利 索末菲衍射

公式１用于表达标量衍射场时，观察平面上的衍射

远场总功率小于或等于衍射源总功率［２６］，即

犘Ｓ，Ｒ－Ｓ１（ξ）≤犘ＤＳ（ξ），其中等号仅在衍射场尺寸足

够大时才成立。

若衍射场介质为无损介质，在衍射过程中，电磁

场的能量不会有损失，根据行波场的能量守恒定律，

衍射远场总功率犘ＥＣ（ξ）与衍射积分公式无关，它恒

等于衍射源总功率，即犘ＥＣ（ξ）＝犘ＤＳ（ξ）。

为了分析衍射积分公式的精确性，以衍射源总

功率为标准，定义衍射远场总功率的相对计算误

差为

δ狇，犼（ξ）＝
犘狇，犼（ξ）－犘ＤＳ（ξ）

犘ＤＳ（ξ）
． （１２）

　　对于波矢方向平行于狕轴的均匀平面波垂直通

过半径为犪的圆孔的光波受限衍射，衍射源标量场

分布Ψ（狉）＝ｃｉｒｃ（狉／犪），其中ｃｉｒｃ（ξ）为圆孔函数。当

０≤ξ≤１时，ｃｉｒｃ（ξ）＝１；当ξ＞１时，ｃｉｒｃ（ξ）＝０，

则衍射源总功率犘ＤＳ（犪）＝犆π犪
２，由（３）式知，衍射

源的角谱犛（θ）可表示为
［１９］

犛（θ）＝
２π犪

２Ｊ０（犽犪ｓｉｎθ）

犽犪ｓｉｎθ
． （１３）

则当瑞利 索末菲衍射公式１用于表达标量衍射场

时，衍射远场总功率的相对计算误差为

δＳ，Ｒ－Ｓ１（犪）＝－Ｊ
２
０（犽犪）－Ｊ

２
１（犽犪）． （１４）

由（１４）式可知，当Ψ（犃′）为标量场时，在观察平面

上衍射远场总功率的相对计算误差δＳ，Ｒ－Ｓ１（犪）与圆

孔半径犪的关系如图２的虚线所示，根据能量守恒

定律，δＥＣ（犪）≡０，如图２实线所示。

由图２和（１４）式知，观察平面上衍射远场总功率

图２ 衍射远场总功率的相对计算误差与

圆孔半径关系示意图

Ｆｉｇ．２ Ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｓｏｆ

ｔａｔａｌｐｏｗｅｒｏｆｆａｒｆｉｅｌｄｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎｖｅｒｓｕｓｔｈｅｒａｄｉｕｓ

　　　　　　ｏｆｃｉｒｃｕｌａｒａｐｅｒｔｕｒｅ

的相对计算误差δＳ，Ｒ－Ｓ１（犪）＜０，相对计算误差的绝对

值 δＳ，Ｒ－Ｓ１（犪）随圆孔半径犪的增加而单调递减。其中

当犪→０时，δＳ，Ｒ－Ｓ１（犪）→１００％；当犪→ ∞ 时，

δＳ，Ｒ－Ｓ１（犪）→０；当犪＜０．２６７４λ时，δＳ，Ｒ－Ｓ１（犪）＞

５０％；当犪＞０．９５０４λ时，δＳ，Ｒ－Ｓ１（犪）＜１０％；当犪＞

１０．１８９７λ时，δＳ，Ｒ－Ｓ１（犪）＜１％。

可见，由于观察平面上衍射远场总功率计算公

式中的被积函数在θ→π／２处的收敛问题，菲涅耳

基尔霍夫衍射公式和瑞利 索末菲衍射公式２的倾

斜因子与菲涅耳关于倾斜因子的假设不一致，不能

用于表达非傍轴标量衍射场，瑞利 索末菲衍射公式

１的倾斜因子与菲涅耳关于倾斜因子的假设一致，

可用于表达非傍轴标量衍射场。而且，基于瑞利 索

末菲衍射公式１计算的衍射远场总功率与空间频谱

总功率一致，在傍轴区有较明确的意义；但是，尽管

瑞利 索末菲衍射公式１对衍射源的尺寸没有限

制［５］，由于空间频谱的定义域为［０，１／λ］，而不是

［０，∞），基于瑞利 索末菲衍射公式１计算的非傍轴

衍射远场总功率有较大的计算误差，且当圆孔半径

犪λ时，计算误差的绝对值 δＳ，Ｒ－Ｓ１（犪）→１００％。

３　非傍轴矢量衍射场特性分析

实际上衍射场为矢量场，３个衍射积分公式均

可以适用于非傍轴衍射光束分析。对于小衍射源，

若认为观察点犃′处光波的波矢方向为犗犃′方向，观

察半球面上的场分布［１３，１４］
ΨＶ，犼（犚，θ）＝Ψ犼（犃′），由

于坡印廷矢量犘犛Ｖ，犼＝狉０犘犛Ｖ，犼，犖０＝狉０，ｄσ＝犚ｄΩ，

其中狉０ 为犚 的单位矢量，立体角的微分ｄΩ ＝

ｓｉｎθｄθｄφ，则在观察半球面上的衍射远场总功率为
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犘Ｖ，犼（ξ）＝２π犚
２犆∫

π／２

０

Ψ
２
Ｖ，犼（犚，θ）ｓｉｎθｄθ， （１５）

　　由（２）和（３）式可知，在半径为犚的观察半球面

上，衍射远场总功率可表示为

犘Ｖ，犼（ξ）＝
２π犆

λ
２∫
π／２

０

τＶ，犼（θ）犛
２（θ）ｓｉｎθｄθ， （１６）

式中系数τＶ，犼（θ）＝ 犗犼
２（θ），有τＶ，Ｆ－Ｋ（θ）＝ （１＋

ｃｏｓθ）
２／４，τＶ，Ｒ－Ｓ１（θ）＝ｃｏｓ

２
θ和τＶ，Ｒ－Ｓ２（θ）＝１。

无论衍射场光束为傍轴或非傍轴光束，当θ→

π／２时，系数τＶ，犼（θ）均为有限值，即由（１６）式表达的

犘Ｖ，Ｆ－Ｋ（ξ）、犘Ｖ，Ｒ－Ｓ１（ξ）和犘Ｖ，Ｒ－Ｓ２（ξ）的被积函数均收

敛。可见，３个衍射公式均可用于表达非傍轴矢量衍

射场。

对于波矢方向平行于狕轴的均匀平面波垂直通

过半径为犪的圆孔的光波受限衍射，由（１２）式和（１６）

式知，衍射远场总功率的相对计算误差δＶ，Ｒ－Ｓ２（犪），

δＶ，Ｆ－Ｋ（犪）和δＶ，Ｒ－Ｓ１（犪）分别与圆孔半径犪的关系如

图３所示，根据能量守恒定律，δＥＣ（犪）≡０，如图３实线

所示。

图３ 衍射远场总功率的相对计算误差与

圆孔半径关系示意图

Ｆｉｇ．３ Ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｓｏｆ

ｔａｔａｌｐｏｗｅｒｏｆｆａｒｆｉｅｌｄｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎｖｅｒｓｕｓｔｈｅｒａｄｉｕｓ

　　　　　　ｏｆｃｉｒｃｕｌａｒａｐｅｒｔｕｒｅ

由图３和（１６）式知，当瑞利 索末菲衍射公式１

用于表达非傍轴矢量衍射场时，观察半球面上远场

总功率的相对计算误差δＶ，Ｒ－Ｓ１（犪）＜０，相对计算误

差的绝对值 δＶ，Ｒ－Ｓ１（犪）随圆孔半径犪的增加而单

调递减。其中当犪→０时，δＶ，Ｒ－Ｓ１（犪）→１００％；当

犪→∞时，δＶ，Ｒ－Ｓ１（犪）→０；当犪＜０．３４４１λ时，相对

计算误差 δＶ，Ｒ－Ｓ１（犪）＞５０％；当犪＞１．５７７４λ时，相

对计算误差 δＶ，Ｒ－Ｓ１（犪）＜１０％；当犪＞１５．９１６８λ

时，δＶ，Ｒ－Ｓ１（犪）＜１％。

当基尔霍夫衍射公式用于表达非傍轴矢量衍射

场时，观察半球面上远场总功率的相对计算误差

δＶ，Ｆ－Ｋ（犪）＜０，相对计算误差的绝对值 δＶ，Ｆ－Ｋ（犪）随

圆孔半径犪的增加而波动，并逐渐减少。其中当犪→０

时，δＶ，Ｆ－Ｋ（犪）→１００％；当犪→∞时，δＶ，Ｆ－Ｋ（犪）→

０；当犪＜０．２４５１λ时，δＶ，Ｆ－Ｋ（犪）＞５０％；当犪＞

０．８６３１λ时，δＶ，Ｆ－Ｋ（犪）＜１０％；当犪＞９．２６２４λ时，

δＶ，Ｆ－Ｋ（犪）＜１％。

当瑞利 索末菲衍射公式２用于表达非傍轴矢量

衍射场时，观察半球面上远场总功率的相对计算误差

δＶ，Ｒ－Ｓ２（犪）在正、负之间波动，相对计算误差的绝对值

δＶ，Ｒ－Ｓ２（犪）随圆孔半径犪的增加而波动，且波动幅度

单调递减。其中当犪→０时，δＶ，Ｒ－Ｓ２（犪）→１００％；当

犪→∞ 时， δＶ，Ｒ－Ｓ２（犪）→ ０；当犪 ＜ ０．１７６２λ 时，

δＶ，Ｒ－Ｓ２（犪）＞５０％；当犪＞０．４６９６λ时，δＶ，Ｒ－Ｓ２（犪）＜

１０％；当犪＞２．２１８１λ时，δＶ，Ｒ－Ｓ２（犪）＜１％。而且，相对

计算误差的绝对值 δＶ，Ｒ－Ｓ２（犪）＜ δＶ，Ｆ－Ｋ（犪）＜

δＶ，Ｒ－Ｓ１（犪）。

可见，基尔霍夫衍射公式、瑞利 索末菲衍射公

式１和２均可用于表达非傍轴矢量衍射场，它们对

衍射源的尺寸没有限制。但是，由于空间频谱的定

义域为［０，１／λ］而不是［０，∞），基于３个衍射公式

计算的非傍轴衍射远场总功率计算值有较大的计算

误差，且当圆孔半径犪λ时，三个相对计算误差的

绝对值 δＶ，犼（犪）→１００％。

当瑞利 索末菲衍射公式２用于表达非傍轴矢

量衍射场时，观察半球面上衍射远场总功率的相对

计算误差的绝对值最小，而且，比基于瑞利 索末菲

衍射公式１计算的非傍轴标量衍射远场总功率的相

对计 算 误 差 的 绝 对 值 更 小，即 δＶ，Ｒ－Ｓ２（犪） ＜

δＳ，Ｒ－Ｓ１（犪）。

当瑞利 索末菲衍射公式２用于表达非傍轴矢

量衍射场时，由于倾斜因子犗Ｒ－Ｓ２（θ）＝１，在半径为

犚的观察半球面上的衍射远场分布为

ΨＶ，Ｒ－Ｓ２（犚，θ）＝
ｅｘｐ（ｉ犽犚）

ｉλ犚
犛（θ）． （１７）

由（３）式和（１７）式知，瑞利 索末菲衍射公式２是衍

射源角谱的体现。

实际上，根据惠更斯 菲涅耳原理，观察点犃′的

光场就是衍射源各点发出的球面子波在犃′点干涉

的结果，当衍射源足够小时，衍射场光波的波矢方向

就是犗犃′方向，即单位矢量狉０ 方向。可见，瑞利 索

末菲衍射公式２用于表达非傍轴矢量衍射场正是惠

更斯 菲涅耳原理的体现，因而有比较高的计算精

度，更适合用于矢量衍射光场的表达。

０２２６００１５
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若认为在观察点犃′处光波的波矢方向与狕轴

平行，菲涅耳 基尔霍夫衍射公式和瑞利 索末菲衍

射公式１和２均可用于表达傍轴标量衍射场，且在

傍轴条件下，基于三个衍射公式计算的衍射远场观

察平面上的总功率计算值差异甚微。

由于观察平面上衍射远场总功率计算公式中的

被积函数在θ→π／２处的收敛问题，菲涅耳 基尔霍

夫衍射公式和瑞利 索末菲衍射公式２不能用于表

达非傍轴标量衍射场，瑞利 索末菲衍射公式１的倾

斜因子符合菲涅耳关于倾斜因子的假设，可用于表

达非傍轴标量衍射场。但是，由于衍射源空间频谱

的定义域为［０，１／λ］，而不是［０，∞），基于瑞利 索

末菲衍射公式１计算的非傍轴衍射远场总功率计算

值有较大的计算误差。

对于波矢方向平行于狕轴的均匀平面波垂直通

过半径为犪的圆孔的光波受限衍射，若衍射源尺寸

足够小，可认为观察点犃′处光波的波矢方向为犗犃′

方向，基尔霍夫衍射公式、瑞利 索末菲衍射公式１

和２均可用于表达傍轴和非傍轴矢量衍射场，对于

极小尺寸的衍射源，基于３个衍射公式计算的非傍

轴衍射远场总功率计算值均有较大的计算误差。其

中对于垂直入射至圆孔的平面波受限衍射，当瑞

利 索末菲衍射公式２用于表达非傍轴矢量衍射场

时，由于它与惠更斯 菲涅耳原理一致，观察半球面

上衍射远场总功率的相对计算误差的绝对值最小，

而且比基于瑞利 索末菲衍射公式１计算的在观察

平面上非傍轴标量衍射远场总功率的相对计算误差

的绝对值更小。
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