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摘要　当前压缩感知中测量矩阵的优化是测量阶段和重构阶段采用同一矩阵的事前优化。采用了以行变换为主

的测量矩阵优化算法和过渡矩阵将压缩感知的测量矩阵和重构矩阵相分离，在测量阶段采用单像素相机的０１稀

疏矩阵，在重构阶段采用近似矩阵，这是区别于传统思路的测量数据和测量矩阵的事后优化方法。理论分析和实

验结果表明，优化矩阵的性能好于稀疏循环矩阵，近似矩阵和优化矩阵具有相近的性能。研究成果降低了测量矩

阵工程设计和实现的难度。
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１　引　　言

压缩感知中测量矩阵的设计、优化和性质是信

号重构的关键因素。随机矩阵（高斯矩阵、伯努利矩

阵等）虽有较好的信号重构能力和普适性，但是难以

硬件实现，因此人们转而研究性能较差、易于硬件实

现的确定性矩阵［托普利兹（Ｔｏｅｐｌｉｔｚ）矩阵、循环矩

阵、多项式矩阵等］［１，２］。单像素相机的数字微镜

（ＤＭＤ）只能表示０１，所以单像素相机的测量矩阵

只能采用０１稀疏矩阵。但是稀疏矩阵的行列不相

关性较差，而且采用稀疏矩阵会导致测量值中各元
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素只能包含信号的一部分信息，各元素不再处于同

等地位，抗丢包能力变差［３～５］。

在压缩感知中有测量矩阵（Φ）和传感矩阵

（犃ＣＳ），其中犃ＣＳ＝Φψ，ψ 为信号的稀疏变换基
［６］。

如果信号本身就是稀疏的，则无需再做稀疏变换，这

时测量矩阵就是传感矩阵（文献［６］译犃ＣＳ为压缩感

知信息算子，本文为表述方便采用“传感矩阵”的译

法［１］）。矩阵设计优化的准则主要是各列和各行互

相关性最小化［７］。Ｅｌａｄ等
［８～１２］在稀疏变换基已知

的情况下，以各列相关性最小化或平均化为目标优

化传感矩阵。尽管取得了较好的优化效果，但存在

方法复杂、操作不便的弊端，而且是非直接优化。文

献［５，１３～１５］通过矩阵的行向量正交化以及列向量

单位化来优化矩阵。目前尚未发现关于矩阵各行单

位化的研究报道。

无论测量矩阵如何优化设计，不变的是在测量

和重构两个阶段都采用同一个矩阵（测量矩阵）。如

果在测量阶段采用易于硬件实现的未优化的确定性

矩阵，在重构阶段就无法保证信号的重构效果；如果

在重构阶段采用优化矩阵，就无法保证在测量阶段

测量矩阵容易实现。在测量阶段采用硬件容易实

现、性能较差的确定性矩阵，在重构阶段采用硬件不

易实现、性能较好的高斯矩阵是研究的主要问题。

将传统的测量矩阵分离为测量阶段的测量矩阵（Φ）

和重构阶段的重构矩阵（Φ犜，又称为近似矩阵），并

在测量矩阵和重构矩阵之间以过渡矩阵（犜）建立起

两者的映射变换关系。

测量矩阵中的循环矩阵易于电路硬件实现，可

采用离散傅里叶变换快速求解；单像素相机的０１

稀疏矩阵不但易于硬件实现而且所需存储空间小、

运算速度快。因此将两者混合，以０１稀疏循环矩

阵（简称稀疏循环矩阵）为研究对象。为便于与同行

研究成果做对比，稀疏循环矩阵的大小设为１２８×

２５６，初始行向量是包含３２个随机分布的１的稀疏

行向量，各行向量都是前一个行向量各元素依次右

移２位的结果。

２　贪婪追踪算法的影响因素分析

根据已有研究成果［５，１３～１５］可知，测量矩阵行向

量的正交化，列向量不相关性的提高以及列向量单

位化都对信号重构效果有促进作用。

设狓＝（狓１，…，狓犖）
Ｔ 为稀疏信号，狓∈犚

犖。而且

狔＝Φ狓，狔∈犚
犕，Φ 为测量矩阵，Φ∈犚

犕×犖，Φ犻 表示

Φ 的行向量，１≤犻≤犕；Φ犼表示Φ 的列向量，１≤犼≤

犖。根据压缩感知理论，可以重构出稀疏信号狓，即

犳ｍｉｎ（狓 ０），　狔＝Φ狓， （１）

犳ｍｉｎ（狓 １），　狔＝Φ狓， （２）

其中犳ｍｉｎ｜｜为取最小值。正交匹配追踪（ＯＭＰ）、正

则化正交匹配追踪（ＲＯＭＰ）、分段正交匹配追踪

（ＳｔＯＭＰ）、子空间追踪（ＳＰ）和压缩采样匹配追踪

（ＣｏＳａＭＰ）等贪婪追踪算法都是在匹配追踪（ＭＰ）

算法的基础上发展而来的。其核心思想就是通过寻

找与狔相似的测量矩阵列向量Φ犼，从而逐步确定采

集信号时实际使用的支撑集ΦＩ，ΦＩ犻为支撑集ΦＩ的

第犻行。以ＳＰ
［１６］算法为例，狔ｒ＝狔－ΦＩΦ


Ｉ狔，狔ｒ为狔

在迭代过程中的的残差，Φ

Ｉ 为ΦＩ 的广义逆；以α犼

为Φ犼与狔ｒ的夹角；狔犻为狔－狔ｒ的第犻个元素；狓ｐ＝

Φ

Ｉ狔，由于狓ｐ中元素的个数小于犖，可在非支撑集

对应的位置补“０”，扩充后的狓ｐ 以狓ｑ 表示；β犻 表示

Φ犻与狓ｑ的夹角。在寻找相似向量和重构信号过程

中都会涉及到Φ
Ｔ
犼狔ｒ 和ΦＩ犻狓ｐ 两种基本运算。这两

种基本运算可进一步分解，即

Φ
Ｔ
犼狔ｒ＝ Φ犼 · 狔ｒ ｃｏｓα犼， （３）

狔犻＝ΦＩ犻狓ｐ＝Φ犻狓ｑ＝ Φ犻 · 狓ｑ ｃｏｓβ犻．（４）

　　由（３）式和（４）式可知，Φ
Ｔ
犼狔ｒ 可分解为 Φ犼 、

狔ｒ 和ｃｏｓα犼 三项；ΦＩ犻狓ｐ 可分解为 Φ犻 、狓ｑ 和

ｃｏｓβ犻三项。 Φ犼 的变化会导致无法准确确定支撑

集；Φ犻 的变化也会将不确定性带入狔ｒ，在后续的

迭代中影响到支撑集的准确确定，从而无法准确重

构信号。因此，只要测量矩阵各行的模 Φ犻 相等，

同时各列的模 Φ犼 也相等，就能提高筛选支撑集的

正确率，使影响计算结果的因素由３项减少为２项。

因此，构建各行模相等和各列模相等的矩阵是改善

信号重构能力的关键之一。这表明，对于贪婪追踪

算法影响其重构能力的因素有４个：各列不相关性

好；各行不相关性好；各列模近乎相等；各行模近乎相

等。部分哈达玛（Ｈａｄａｍａｒｄ）矩阵就是这样的矩阵

（部分哈达玛矩阵各列不相关性好于高斯矩阵，各行

完全正交、各列模相等、各行模相等），在这４个因素

的共同作用下具有非常好的信号重构能力。因此适

应贪婪追踪算法的测量矩阵应同时具备这４个优点。

３　矩阵分析及优化方法

为了研究矩阵的性质，表１列出了稀疏循环、优

化和近似矩阵的各种统计学参数（表１中各行数据，

除“ＪａｒｑｕｅＢｅｒａ检验”外，“／”号左边的数据表示最

小值，“／”号右边的数据表示最大值；“ＪａｒｑｕｅＢｅｒａ

０２２０００１２



程　涛等：　基于０１稀疏循环矩阵的测量矩阵分离研究

检验”行，“／”号左边的数据表示符合“ＪａｒｑｕｅＢｅｒａ

检验”的列数，“／”号右边的数据表示符合“Ｊａｒｑｕｅ

Ｂｅｒａ检验”的行数）。μｃｍａｘ为列间相关系数绝对值的

最大值；μｒｍａｘ为行间相关系数绝对值的最大值。

表１ ３类矩阵的相关参数

Ｔａｂｌｅ１ Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆ３ｍａｔｒｉｃｅｓ

ＳｐａｒｓｅｃｉｒｃｕｌａｎｔｍａｔｒｉｘΦ ＯｐｔｉｍａｌｍａｔｒｉｘΦＯ ＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｍａｔｒｉｘΦ犜

ＪａｒｑｕｅＢｅｒａｔｅｓｔ ０／０ ２４８／１２６ ２４９／１２５

μｃｍａｘ ０．５７９ ０．２５４ ０．２４３

μｒｍａｘ ０．３４４ ０ ０．００２

Ｎｏｒｍｏｆｃｏｌｕｍｎ ３．１６２／４．６９ １／１ ０．８６９／１．１０６

Ｎｏｒｍｏｆｒｏｗ 槡３２／槡 槡３２ ２／槡２ １．４０８／１．４１１

Ｍｅａｎｏｆｃｏｌｕｍｎ ０．０７８／０．１７２ －０．０２５／０．０２４ －０．０２７／０．０２３

Ｍｅａｎｏｆｒｏｗ ０．１２５／０．１２５ －０．０１９／０．０１８ －０．０１８／０．０１８

Ｖａｒｉａｎｃｅｏｆｃｏｌｕｍｎ ０．０７３／０．１４３ （７．２５４×１０－３））／（７．８７４×１０－３） （５．８７０×１０－３）／（９．６２４×１０－３）

Ｖａｒｉａｎｃｅｏｆｒｏｗ ０．１１／０．１１ （７．４９４×１０－３）／（７．８４３×１０－３） （７．４４８×１０－３）／（７．８０２×１０－３）

１／犕 ７．８１３×１０－３

　　根据已有的研究成果
［５，１３～１５］可知，对测量矩阵

做行正交化处理在保持矩阵各行正交化的同时，也

能有效改善高斯矩阵的列不相关性。而欲使矩阵各

行或各列的模相等只需通过简单的单位化运算即可

实现。如对稀疏循环矩阵各行正交规范化后，再作

各列单位化处理就可使矩阵各行不再满足单位化和

正交化，从而使矩阵各行再次正交规范化成为可能。

这样就可对稀疏循环矩阵连续进行各行正交规范

化、各列单位化的循环迭代，以期使稀疏循环矩阵的

性质趋于稳定收敛，基本具备上述的４个优点。实

验结果表明，以行正交规范化和列单位化为核心的

循环迭代可以很好地达到这一目的，相应的稀疏循

环矩阵优化算法如下。

输入：稀疏循环矩阵Φ。

初始化：设定迭代次数犻的初始值为０，最大值

犻ｍａｘ默认为６７。

迭代：在第犻次迭代执行以下步骤。

１）以ＪａｒｑｕｅＢｅｒａ检验计算Φ各列和各行服从

高斯分布的行数犑ｒ犻和列数犑ｃ犻；

２）计算Φ各列向量间的相关系数，取出其绝对

值的最大值μｃ犻ｍａｘ；计算各行向量间的相关系数，取

出其绝对值的最大值μｒ犻ｍａｘ；

３）计算Φ 各行向量的模，取出其最大值狀ｒ犻ｍａｘ

和最小值狀ｒ犻ｍｉｎ；

４）正交规范化Φ 各行向量，单位化Φ 各列向

量；

５）使犻＝犻＋１，判断犻＞犻ｍａｘ，如果是，退出迭代，

否则返回执行步骤１）。

输出：优化后的稀疏循环矩阵ΦＯ。

图１为矩阵各行模极值与迭代次数的关系，图

２为矩阵各行列相关系数绝对值的最大值与迭代次

数的关系，图３为矩阵服从高斯分布行列数与迭代

次数的关系，图４为近似矩阵各列模极值与迭代数

的关系。稀疏循环矩阵的优化过程和结果如图１

（ａ），图２（ａ），图３（ａ）和表１所示。图１和图４中，

由于迭代０处的狔值过大，故图中只能表现出迭代

０１段的部分曲线，０处的狔值可由表１查出。图１

中的参考线是狔值为槡２的水平线。由图１（ａ）可知，

稀疏循环矩阵的行模极值在迭代过程中迅速收敛，

在第１３次迭代后已和参考线重合为一条直线。由

图２（ａ）可知，稀疏循环矩阵的各行列相关系数绝对

值的最大值在迭代过程中迅速变小收敛，在第７次

迭代后数值不再变化，曲线变成直线。由表１可知，

优化矩阵的行相关系数为０，即各行完全正交；优化

矩阵的列相关系数也由０．５７９减小到０．２５４。由图

３（ａ）可知，稀疏循环矩阵的各行列服从高斯分布的

数量在第５５次迭代后迅速攀升，并在第６７次迭代

中各行列基本都服从高斯分布（各行列服从高斯分

布的数量各为２４８和１２６，如表１所示），说明稀疏

循环矩阵已演变为高斯矩阵，这是迭代过程中大数

定律发挥作用的结果。因为矩阵各行列的元素数量

都大于５０，所以采用适用于大样本的ＪａｒｑｕｅＢｅｒａ

检验判断矩阵中服从高斯分布的行列数。通过

ＪａｒｑｕｅＢｅｒａ检验的进一步计算证明优化矩阵服从

（０，１／犕）高斯分布，因此各行模的平方服从χ
２ 分

布，即各行模的数学期望为 犖／槡 犕 ＝槡２。由图１（ａ）

可知，在后期迭代过程中行模极值都收敛于槡２，与

其数学期望值相同。
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光　　　学　　　学　　　报

图１ 矩阵各行模的极值与迭代次数的关系。（ａ）优化矩阵；（ｂ）近似矩阵

Ｆｉｇ．１ Ｒｏｗｎｏｒｍｅｘｔｒｅｍｅｖａｌｕｅｏｆｍａｔｒｉｘｖｅｒｓｕｓｉｔｅｒａｔｉｏｎｔｉｍｅｓ．（ａ）Ｏｐｔｉｍａｌｍａｔｒｉｘ；（ｂ）ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｍａｔｒｉｘ

图２ 矩阵各行列相关系数绝对值的最大值与迭代次数的关系。（ａ）优化矩阵；（ｂ）近似矩阵

Ｆｉｇ．２ Ｍａｘｉｍｕｍｏｆａｂｓｏｌｕｔｅｖａｌｕｅｏｆｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｆｍａｔｒｉｘｒｏｗｓａｎｄｃｏｌｕｍｎｓｖｅｒｓｕｓｉｔｅｒａｔｉｏｎ

ｔｉｍｅｓ．（ａ）Ｏｐｔｉｍａｌｍａｔｒｉｘ；（ｂ）ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｍａｔｒｉｘ

图３ 矩阵服从高斯分布行列数与迭代次数的关系。（ａ）优化矩阵；（ｂ）近似矩阵

Ｆｉｇ．３ ＮｕｍｂｅｒｏｆｒｏｗｓａｎｄｃｏｌｕｍｎｓｗｈｉｃｈｆｏｌｌｏｗｔｈｅＧａｕｓｓｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｖｅｒｓｕｓｉｔｅｒａｔｉｏｎｔｉｍｅｓ．（ａ）Ｏｐｔｉｍａｌｍａｔｒｉｘ；

（ｂ）ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｍａｔｒｉｘ

　　由表１可知，优化矩阵的行列均值和方差［行列

均值的极值分别为－０．０２５／０．０２４和－０．０１９／

０．０１８；行列方差的极值分别为（７．２５４×１０－３）／

（７．８７４×１０－３）和（７．４９４×１０－３）／（７．８４３×１０－３），

如表１所示］都非常接近于样本均值为０和样本方

差为１／犕（７．８１３×１０－３）的理想状态。优化算法中

迭代次数的最大值视图１（ａ），图２（ａ）中曲线的迭代

收敛稳定程度以及图３（ａ）中符合高斯分布的行列

数而定。由图１（ａ），图２（ａ）可知最大迭代次数取６７

时图１（ａ），图２（ａ）的曲线都已收敛稳定，图３（ａ）中

几乎所有的行列都服从高斯分布。对于不同的稀疏

循环矩阵，迭代次数最大值只要取一个能够使图１、

图２和图４中曲线随迭代收敛稳定，使图３服从高

斯分布行列数大于矩阵行列数的９５％（即绝大多数
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图４ 近似矩阵各列模极值与迭代次数的关系

Ｆｉｇ．４ Ｃｏｌｕｍｎｎｏｒｍｅｘｔｒｅｍｅｖａｌｕｅｏｆａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ

ｍａｔｒｉｘｖｅｒｓｕｓｉｔｅｒａｔｉｏｎ

的行列都服从高斯分布）的较大值即可。

４　基于过渡矩阵的稀疏循环矩阵优化

算法

稀疏循环矩阵优化后尽管具有很好的性质，但

是不能将测量矩阵和重构矩阵分离，在测量和重构

过程中只能采用相同的矩阵。优化前后的两矩阵由

于具有相同的秩（犕），所以存在可逆矩阵犘和犙使

犘Φ犙＝ΦＯ， （５）

在物理意义上，犘为矩阵初等变换中的行变换；犙为

矩阵初等变换中的列变换。优化算法中的行单位化

和正交化都属于初等变换的范畴；列单位化只起较

小的作用。因此（５）式可近似表示为

Φ犜 ＝犜Φ ≈ΦＯ，　犜＝ΦＯΦ
Ｔ（ΦΦ

Ｔ）－１． （６）

　　在这里期望Φ犜 和ΦＯ 具有相近的性质（行列的

模基本相等、各行基本正交、各列不相关性好）。由

表１可知，Φ犜 和ΦＯ 的性质非常接近，已经达到目

的。图１（ｂ），图２（ｂ），图３（ｂ）和图４是对应稀疏循

环矩阵优化迭代过程计算出的近似矩阵的性质变化

过程。由图１（ｂ）可知，近似矩阵行模极值尽管不再

收敛于槡２，但是其极值已非常接近，符合各行模基

本相等的要求。由表１可知，近似矩阵的列相关系

数（０．２４３）低于优化矩阵（０．２５４）；行基本不相关

（０．００２），行模基本相等（１．４０８／１．４１１），但是列模极

值相差较大（０．８６９／１．１０６）。由图４可知近似矩阵

的列模极值尽管最后收敛，但是其值不再为１。

图１，图２，图３中（ａ）和（ｂ）的曲线构型非常相似，说

明本文提出的优化算法和基于（６）式的近似矩阵计

算方法可很好地保留优化矩阵的性质，而且经过

ＪａｒｑｕｅＢｅｒａ检验近似矩阵也是高斯随机矩阵。

因此，可以过渡矩阵犜将测量矩阵和重构矩阵相

分离。在测量阶段采用易于电路实现的稀疏循环矩

阵，以（１）式中的约束方程的形式采集信号；在重构阶

段以过渡矩阵犜将（１）式的测量值狔（狔Ｔ＝犜狔）和测量

矩阵Φ（Φ犜＝ΤΦ）完善优化以下式重构信号。

犳ｍｉｎ（狓 ０），　ｓ．ｔ．狔犜 ＝Φ犜狓． （７）

５　信号重构结果对比及分析

为了进一步验证本文方法的有效性，图５以

ＯＭＰ算法给出了稀疏循环矩阵和优化矩阵对相同

信号的测量重构结果；同时以过渡矩阵乘以稀疏循

环矩阵的测量值（狔犜＝犜狔），以近似矩阵（Φ犜＝犜Φ）

重构信号［如（７）式所示］，同样将实验结果标示于

图５。信号采用高斯稀疏信号，对每个稀疏度犓 值

重复试验５００次，然后计算信号精确重构概率。为

更清晰地表达实验结果，图上只表示各曲线重构概

率为１的最后一个点和重构概率为０的第一个点，

以及两点之间的曲线部分。

图５ ３类矩阵的重构概率与稀疏度的关系

Ｆｉｇ．５ Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｏｆｅｘａｃｔｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｖｅｒｓｕｓｔｈｅ

ｐａｒｓｉｔｙｆｏｒ３ｍａｔｒｉｃｅｓ

由图５可知，优化矩阵的重构效果明显好于稀

疏循环矩阵，整条曲线都位于稀疏循环矩阵的右侧，

说明本文的优化算法和对测量矩阵应具备４个特点

的分析是正确的。优化矩阵和近似矩阵的重构效果

基本一致，两条曲线几乎重合。而且近似矩阵的曲

线基本位于优化矩阵的右侧，信号重构效果好于优

化矩阵，这是因为近似矩阵的列不相关性好于优化

矩阵，如表１所示（优化矩阵的相关系数为０．２５４；

近似矩阵为０．２４３）。在列的不相关性和列模相等

性两因素中，列的不相关性起主导作用。

６　结　　论

针对当前性能好的测量矩阵难以硬件实现和易
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于硬件实现的测量矩阵性能很差的难题，提出了基

于过渡矩阵的测量数据和测量矩阵的事后优化模

型，从而将压缩感知的测量过程和重构过程、测量矩

阵和重构矩阵分离。该模型可在测量阶段采用易于

硬件实现的０１稀疏循环矩阵，在重构阶段采用性

能好的高斯随机矩阵。本模型大大降低了测量矩阵

的工程设计和实现难度，同时保证了信号的重构

效果。

本文提出的０１稀疏循环矩阵的性质受到较多

因素的影响，例如矩阵的规模大小、初始行向量中１

的数量和分布性质、各列中１的数量和分布情况以

及各行向量的循环移位步长等。当前各类矩阵重构

精度的计算模型多是基于列向量的不相关性。基于

本文提出的行模相等、列模相等、行不相关和列不相

关性好４因素的矩阵重构精度模型及其理论分析和

推导过程也未能在本文加以论述。这些问题的分

析、推导、论述繁琐复杂，只能在后续论文中分作几

个专题进行论述。因此，本文的研究仅限于１２８×

２５６的０１稀疏循环矩阵。初始行向量包含３２个随

机分布的１，各行向量都是前一个行向量各元素依

次右移２位的结果。
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