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矢量涡旋贝塞尔 高斯光束的庞加莱球表示法
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摘要　提出了基于琼斯矩阵的矢量涡旋光偏振态的庞加莱球表示方法。应用琼斯矩阵法建立了基于圆偏振涡旋

基矢的矢量涡旋光束的电场矢量分布模型。分析了光束的拓扑荷和方位角对矢量涡旋光束偏振态的影响，给出了

不同拓扑荷的矢量涡旋光束偏振态的庞加莱球表示方法。与传统的利用斯托克斯参量建立的高阶庞加莱球表示

方法相比，矢量涡旋光束描述方法的物理意义更加清晰明了。求解电场矢量的亥姆霍兹方程，发现该光束电场矢

量的振幅服从贝塞尔 高斯分布。
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１　引　　言

涡旋光束具有螺旋相位波前，表达式中带有相

位因子ｅｘｐ（ｉ犿），其中犿 为拓扑荷数，为柱坐标

系中的方位角［１］。矢量涡旋光束是一种各向异性偏

振光，即光束横截面不同位置上的偏振态是不同

的［２－４］。正是由于这种新颖的偏振态分布特点，矢

量涡旋光束具有一些优越的光学特性。例如，径向

涡旋偏振光束经高数值孔径聚焦，可在焦点附近产

生一个很强的纵向光场分量，形成超过衍射极限的

聚焦光斑［５］；角向涡旋偏振光束可被聚焦到一个空

心暗点［６－７］。这些特性在粒子加速、单分子成像和

近场光学等领域具有潜在的应用价值［８］。

对矢量涡旋光束的实验研究越来越多［９－１２］，目

前仍有两个问题值得关注。１）１８９２年庞加莱提出

了平面偏振光偏振态的庞加莱球（ＰＳ）表示法
［１３］。

平面偏振光的偏振模式属于各向同性，而矢量涡旋
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光属于各向异性，因此产生了关于矢量涡旋光偏振

态的庞加莱球表示问题。在文献［１４］中提出可以借

助斯托克斯参量构建矢量涡旋光偏振态的高级庞加

莱球，它将传统的构建庞加莱球的方法进行了推广

扩展，为解决各向异性偏振光的几何表示问题提供

了一种新思路。２）针对矢量涡旋光束的振幅分布特

征，虽然已有学者着眼于分析线偏振矢量涡旋光

束［１５］，但是对于更具代表性的椭圆偏振矢量涡旋光

束的分析还未有结论。因此，借助琼斯矩阵，经严格

推导得出矢量涡旋光束偏振态的庞加莱球表示法和

振幅分布特征，对于更加全面地认识矢量涡旋光束

具有十分重要的意义。

本文采用琼斯矩阵法建立了基于圆偏振涡旋基

矢的矢量涡旋光束的电场矢量分布模型，具体分析了

光束的拓扑荷和方位角对矢量涡旋光束偏振态的影

响，并在此基础上提出了不同拓扑荷下矢量涡旋光束

偏振态的庞加莱球表示方法，通过与借助斯托克斯参

量建立的高阶庞加莱球对比，可以看出两种方法在描

述矢量涡旋光束偏振态上的一致性，同时经过严格的

电磁场方程求解得出了该光束振幅的分布特征。

２　琼斯矩阵理论

光波偏振态的描述方法一般有四种［１６］：解析

法、琼斯矩阵法、庞加莱球法和斯托克斯参量法。相

比较而言，琼斯矩阵法运算较为简单，推导过程比较

严谨。因此本文用琼斯矩阵法推导矢量涡旋光束的

电场矢量分布模型。

在平面偏振光中，庞加莱球上任意一点对应着

一种偏振态。如图１（ａ）所示，庞加莱球是一个单位

半径的球，狊１、狊２和狊３为球面上犘点的３个直角坐标

（狊２１＋狊
２
２＋狊

２
３＝１，对应坐极轴犛１，犛２，犛３），２θ和２β分

别为犘点在球面上的经度和纬度。图１（ｂ）给出了犘

点所对应的椭圆偏振态，其中，θ为椭圆方位角，β为

椭圆率角（β为正代表右旋向，β为负代表左旋向）。

球坐标２θ和２β中的系数２是为了保证球面上点与

偏振态的一一对应关系。

图１ （ａ）庞加莱球；（ｂ）点犘表示的椭圆偏振态

Ｆｉｇ．１ （ａ）Ｐｏｉｎｃａｒéｓｐｈｅｒｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ；（ｂ）ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎｅｌｌｉｐｓｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏ犘

　　庞加莱球上点犘（２θ，２β）所表示偏振光的电场

矢量表达式为

犝 ＝犝狓ε狓＋犝狔ε狔 ＝犝犾ε犾＋犝狉ε狉， （１）

式中｛ε狓，ε狔｝和｛ε犾，ε狉｝为两个常用的基矢对，ε狓 和ε狔

分别表示单位光强的沿狓 方向和狔 方向的线偏振

光，ε犾和ε狉分别表示单位光强的左旋和右旋圆偏振

光，两对基矢的矩阵形式分别为ε狓＝ ［］１
０
，ε狔＝

［］０
１
和ε犾＝

１

槡２

１［ ］
－ｉ

，ε狉＝
１

槡２

１［］
ｉ
。需要说明的是，由

于庞加莱球上点所表示的偏振光强度均为归一化结

果，因此（１）式中电场的振幅取单位值，在下面分析

振幅分布特征时要做进一步修正。

基于庞加莱球上的点犘（２θ，２β），与（１）式所表

示的电场矢量相对应的两个琼斯矩阵分别为

犝狓

犝
［ ］

狔

＝犚（－θ）
ｃｏｓβ

ｉｓｉｎ
［ ］

β
＝
ｃｏｓθ －ｓｉｎθ

ｓｉｎθ ｃｏｓ
［ ］

θ

ｃｏｓβ

ｉｓｉｎ
［ ］

β
＝
ｃｏｓθｃｏｓβ－ｉｓｉｎθｓｉｎβ

ｓｉｎθｃｏｓβ＋ｉｃｏｓθｓｉｎ
［ ］

β
， （２）

犝犾

犝
［ ］

狉

＝
１

槡２

１ ｉ

１ －
［ ］

ｉ

犝狓

犝
［ ］

狔

＝
ｃｏｓ（β＋π／４）ｅｘｐ（ｉθ）

ｓｉｎ（β＋π／４）ｅｘｐ（－ｉθ
［ ］）， （３）
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式中犚（－θ）为坐标旋转矩阵，表示偏振椭圆的长轴

相对于犗犡轴旋转的角度为θ，如图１（ｂ）所示。

圆偏振涡旋光是具有螺旋相位波前的圆偏振

光，平面偏振光中的两个圆偏振基矢可以扩展为拓

扑荷相反的两个圆偏振涡旋基矢，拓扑荷为犿 的左

旋和－犿的右旋圆偏振涡旋基矢可分别表示为
［１７］

ε
犿
犾 ＝ｅｘｐ（ｉ犿）（ε狓－ｉε狔）／槡２， （４）

ε
犿
狉 ＝ｅｘｐ（－ｉ犿）（ε狓＋ｉε狔）／槡２． （５）

　　将平面偏振光电场矢量表达式（１）式中的两个

圆偏振基矢替换为（４）式和（５）式表示的两个拓扑荷

相反的圆偏振涡旋基矢，得到矢量涡旋光束，其电场

矢量表达式为

犝犿 ＝犝犾ε
犿
犾 ＋犝狉ε

犿
狉 ＝犝

犿
犾ε犾＋犝

犿
狉ε狉， （６）

式中犝犾和犝狉为两个圆偏振涡旋基矢上的复振幅，

犝犿
犾 和犝

犿
狉 为两个圆偏振基矢上的复振幅，犝

犿
犾 ＝

［ｃｏｓ（β＋π／４）ｅｘｐ（ｉθ）］ｅｘｐ（ｉ犿），犝
犿
狉 ＝ ［ｓｉｎ（β＋

π／４）ｅｘｐ（－ｉθ）］ｅｘｐ（－ｉ犿）。

那么，相对应的拓扑荷为犿的矢量涡旋光束的

琼斯矩阵为

犝犿
狓

犝犿［ ］
狔

＝
１

槡２

１ １

－
［ ］
ｉ ｉ

犝犿
犾

犝犿［ ］
狉

＝
ｃｏｓ（θ＋犿）ｃｏｓβ－ｉｓｉｎ（θ＋犿）ｓｉｎβ

ｓｉｎ（θ＋犿）ｃｏｓβ＋ｉｃｏｓ（θ＋犿）ｓｉｎ
［ ］

β
＝犚［－（θ＋犿）］

ｃｏｓβ

ｉｓｉｎ
［ ］

β
． （７）

图３ 拓扑荷犿＝１，２，３时矢量涡旋光束的线偏振态。坐标原点表示光束的中心，带有箭头的短线

表示该位置上的偏振态，其中箭头指向表示偏振方向

Ｆｉｇ．３ Ｌｉｎｅａｒｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎｓｔａｔｅｓｏｆｖｅｃｔｏｒｖｏｒｔｅｘｂｅａｍｓｗｉｔｈｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌｃｈａｒｇｅ犿＝１，２，３，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｔｈｅｏｒｉｇｉｎｏｆ

ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓｔｈｅｃｅｎｔｅｒｏｆｔｈｅｂｅａｍ，ａｎｄｔｈｅｓｈｏｒｔｌｉｎｅｓｗｉｔｈａｒｒｏｗｔｉｐｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎｓｔａｔｅ，

　　　　　　　　　　　　　ｗｈｅｒｅａｒｒｏｗｔｉｐｓｉｎｄｉｃａｔｅｔｈｅｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

３　偏振态分析

３．１　偏振特点

比较平面偏振光的琼斯矩阵（２）式和矢量涡旋

光的琼斯矩阵（７）式，可以发现区别仅在于由

犚（－θ）到犚［－（θ＋犿）］的变化，而犚（－θ）表示的

是偏振椭圆的长轴与犗犡轴之间的夹角。因此矢量

涡旋光束的偏振态具备以下几个特征：

１）与最初的平面偏振光相比，在每个位置上偏

振椭圆的长轴与犗犡轴之间夹角增加了犿，而椭圆

率角即椭圆形状未发生变化，具体情况如图２所示。

２）由于偏振椭圆长轴方向的变化量为犿，因

此矢量涡旋光在光束横截面不同位置上的偏振态与

方位角和拓扑荷犿 两个因素有关。

３）当拓扑荷犿＝０时，矢量涡旋光即退化为平

面偏振光。

以沿狓方向的线偏振光为例具体分析，将它的

图２ 矢量涡旋光束的偏振态特点

Ｆｉｇ．２ Ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｖｅｃｔｏｒｖｏｒｔｅｘｂｅａｍｓ

两个圆偏振基矢扩展为拓扑荷相反的圆偏振涡旋基

矢后，得到如图３所示的拓扑荷犿＝１，犿＝２和犿＝

３时的矢量涡旋光束偏振态分布。

由图３可以看出，在＝０的位置，犿＝０，偏
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振方向均不发生变化，仍沿狓方向。在＝π／２的位

置，犿＝１时，犿＝π／２，偏振方向改变π／２后变为沿

狔方向的线偏振态；犿＝２时，犿＝π，偏振方向改变

π变为沿狓 负方向的线偏振态；犿 ＝３时，犿 ＝

３π／２，偏振方向改变３π／２变为沿狔负方向的线偏振

态。其他位置依此类推即可得到整个光束的偏振态

分布。

应用本文提出的基于琼斯矩阵分析矢量涡旋光

束偏振态的理论，可以解释一些产生矢量涡旋光束

的实验方法。例如，可以用来分析拓扑荷犿＝１的

右旋与犿＝－１的左旋圆偏振涡旋光相干叠加产生

径向涡旋偏振光的实验［１２］。对于平面偏振光（犿＝

０），右旋和左旋圆偏振光叠加产生沿狓方向的线偏

振光，该线偏振光对应于庞加莱球上的点（０，０）。考

虑矢量涡旋光束的拓扑荷，平面偏振光的两个基矢

扩展为与文献［１２］相对应的右旋与左旋圆偏振涡旋

光，这两种光叠加产生的光束可以由（７）式得到。其

中，取θ＝β＝０和 犿 ＝１，得到矩阵
犝１狓

犝１
［ ］

狔

＝

犚（－）［］１
０
，该矩阵描述的是径向涡旋偏振光，与文

献［１２］中实验得到的结果一致。该运算过程可以用

图４来表示。

图４ 矢量涡旋光束的叠加运算。拓扑荷犿＝１的右旋和犿＝－１的左旋圆偏振涡旋光叠加得到径向涡旋偏振光

Ｆｉｇ．４ Ｏｐｅｒａｔｉｏｎｏｆｖｅｃｔｏｒｖｏｒｔｅｘｂｅａｍｓ．Ｔｈｅｓｕｐｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｒｉｇｈｔａｎｄｌｅｆｔｃｉｒｃｕｌａｒｌｙｐｏｌａｒｉｚｅｄｖｏｒｔｅｘｂｅａｍｓｗｉｔｈ

ｃｈａｒｇｅｓ犿＝１ａｎｄ犿＝－１ｃｒｅａｔｅｓｔｈｅｒｅｓｕｌｔｉｎｇｖｅｃｔｏｒｖｏｒｔｅｘｂｅａｍｗｉｔｈａｒａｄｉａｌｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ

３．２　庞加莱球表示法

根据第２节的理论分析，矢量涡旋光束偏振态

的庞加莱球可以由平面偏振光偏振态的庞加莱球扩

展得到，球上不同位置的点对应不同的偏振态。拓

扑荷犿＝１和犿＝２的矢量涡旋光偏振态的庞加莱

球表示法如图５所示。赤道上的点表示线偏振涡旋

光，两个极点表示圆偏振涡旋光即圆偏振涡旋基矢，

赤道与极点之间的点表示椭圆偏振涡旋光。经度代

表偏振方向，纬度代表偏振椭圆的形状。一个拓扑

荷对应一个庞加莱球，一种偏振态对应球上一个点。

例如，在犿＝１的庞加莱球上［图５（ａ）］，（０，０）点表

示的是径向涡旋偏振光，（π，０）点表示的是角向涡

旋偏振光。文献［１８］提出利用狇板产生各种偏振态

的矢量涡旋光，实验中取狇＝１／２和狇＝１时的情形

正好对应拓扑荷犿＝１和犿＝２的矢量涡旋光束，因

此可以借助图５所示的庞加莱球预测理想的实验结

果。

Ｍｉｌｉｏｎｅ等
［１４］提出可以借助斯托克斯参量构建

的高阶庞加莱球表示矢量涡旋光束偏振态，它将矢

量涡旋光束的偏振态看作自旋角动量与轨道角动量

之和的本征态，属于概念的类比推广；而本文借助琼

斯矩阵将导致涡旋的相位因子作为一个表达式来处

理，从运算上逐步严格推导，且物理意义更加清晰明

了。两者结论的一致性证明了基于琼斯矩阵的矢量

涡旋光束偏振态的庞加莱球表示法是正确的。以拓

扑荷犿＝－１的庞加莱球为例，按照本文的理论分

析，该球上（０，０）点表示的矢量涡旋光的琼斯矩阵为

犝－１
狓

犝－１［ ］
狔

＝犚（）［］１
０
，偏振态分布如图６所示，与文献

［１４］中的结果相比较，发现二者是完全一致的。

４　振幅分布特征

沿狕轴方向传播拓扑荷为犿 的矢量涡旋光束，

考虑时间因子的影响，根据（７）式并进行坐标变换

犲狓＝犲ρｃｏｓ－犲ｓｉｎ，犲狔＝犲ρｓｉｎ＋犲ｃｏｓ，其中柱坐

标系犉径向分量ρ＝ 狓２＋狔槡
２，其电场矢量在柱坐

标系中的表达式经修正后为
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图５ 不同拓扑荷的矢量涡旋光束庞加莱球表示法。（ａ）犿＝１；（ｂ）犿＝２

Ｆｉｇ．５ ＰＳｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｈａｒｇｅｓ．（ａ）犿＝１；（ｂ）犿＝２

犈犿（ρ，，狕，狋）＝（犝
犿
ρ犲ρ＋犝

犿
犲）ｅｘｐ［ｉ（犽狕－ω狋）］＝

｛犃（ρ，狕）｛ｃｏｓ［θ＋（犿－１）］ｃｏｓβ－ｉｓｉｎ［θ＋（犿－１）］ｓｉｎβ｝犲ρ＋

犃（ρ，狕）｛ｓｉｎ［θ＋（犿－１）］ｃｏｓβ＋ｉｃｏｓ［θ＋（犿－１）］ｓｉｎβ｝犲｝ｅｘｐ［ｉ（犽狕－ω狋）］， （８）
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图６ 拓扑荷犿＝－１的庞加莱球上（０，０）点表示的偏振态

Ｆｉｇ．６ Ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎｓｔａｔｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄｂｙｐｏｉｎｔ（０，０）ｏｎ

ｔｈｅＰＳｆｏｒｃｈａｒｇｅ犿＝－１

式中犃为电场的标量振幅，矢量光束的强度分布与

无关
［１５］，因此犃的大小也与无关。

电场犈犿 满足矢量亥姆霍兹方程

××犈犿 －犽
２犈犿 ＝０， （９）

式中犽＝ω／犮为波数，ω为振动频率，犮为真空中的光

速。考虑在傍轴近似条件下满足
２犈犿

狕
２ ≈０和

犈犿

狕


犽犈犿，将（８）式代入（９）式中，得到关于犝
犿
ρ
和犝犿 的两

个微分方程

１

ρ



ρ
ρ
犝

犿
ρ

（ ）
ρ
－
１

ρ
２犝

犿
ρ －

２

ρ
２

犝
犿



＋
１

ρ
２


２犝犿

ρ


２ ＋

２ｉ犽
犝

犿
ρ

狕
＝０， （１０）

１

ρ



ρ
ρ
犝

犿


（ ）
ρ
－
１

ρ
２犝

犿
 ＋

２

ρ
２

犝
犿
ρ


＋
１

ρ
２


２犝犿




２ ＋

２ｉ犽
犝

犿


狕
＝０． （１１）

将表达式犝犿
ρ ＝犃（ρ，狕）｛ｃｏｓ［θ＋（犿－１）］ｃｏｓβ－

ｉｓｉｎ［θ＋（犿－１）］ｓｉｎβ｝和犝
犿
 ＝犃（ρ，狕）｛ｓｉｎ［θ＋

（犿－１）］ｃｏｓβ＋ｉｃｏｓ［θ＋（犿－１）］ｓｉｎβ｝分别代

入（１０），（１１）式中，经化简可得到同一个微分方程：

１

ρ



ρ
ρ
犃

（ ）ρ －
犿２

ρ
２犃＋２ｉ犽

犃

狕
＝０． （１２）

　　根据文献［１９－２１］中处理此类方程的思路，求

解得到（１２）式的解：

犃（ρ，狕）＝
１

１＋ｉ狕／狕０
ｅｘｐ－ ρ

２／狑２０
１＋ｉ狕／狕（ ）

０
×

ｅｘｐ－
ｉα
２狕／（２犽）

１＋ｉ狕／狕［ ］
０

Ｊ犿
αρ

１＋ｉ狕／狕（ ）
０

，（１３）

式中Ｊ犿 为第一类犿 阶贝塞尔函数，α为决定光束轮

廓的常数。当犿＝０和α＝０时，犃（ρ，狕）表示的是束

腰光斑半径为狑０，瑞利距离为狕０ 的基模高斯光束。

可以看出，拓扑荷为犿的矢量涡旋光束振幅包络为

贝塞尔 高斯函数。实际上，在（８）式中取β＝０即对

应文献［１５］中研究的线偏振矢量涡旋光束，本文的

结果适用于任意偏振态矢量涡旋光束，意义更为

广泛。

５　结　　论

采用琼斯矩阵法建立了基于圆偏振涡旋基矢的

矢量涡旋光束的电场矢量分布模型。发现光束的拓

扑荷和方位角会对矢量涡旋光束偏振态分布造成影

响。具体分析了不同拓扑荷下的线偏振态分布情

况，并在此基础上提出了拓扑荷犿＝１和犿＝２时矢

量涡旋光束的庞加莱球表示方法。通过与借助斯托

克斯参量建立的高阶庞加莱球对比，发现二者在结

论上是一致的。最后，经过严格的电磁场方程求解，

发现矢量涡旋光束的振幅服从贝塞尔 高斯分布。

本文提供了一种全新的分析矢量涡旋光束的思路，

对进一步开展应用特性等方面的研究具有重要的理

论价值。
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