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摘要　从理论上计算了鬼成像系统的返回信号和目标之间的互信息，利用数值模拟研究了它与系统图像重建质量

之间的关系。分析表明，该互信息同时依赖于系统所使用的散斑场和成像目标的类型。结果显示，对于给定类型

的目标，存在特定的散斑场使得上述互信息取得极大值，且在同样的采样数条件下，使用该散斑场的鬼成像系统可

以获得最佳的图像重建质量。在此基础上提出可以通过最大化互信息来设计、优化鬼成像系统。
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１　引　　言

鬼成像是近年兴起的一项新技术，利用纠缠光

或被调制的经典光场照射目标并通过接收目标的总

反射或透射信号，同时利用已知的参考（或预置）光

场信息而实现对物体间接成衍射像或实空间

像［１－７］。虽然鬼成像研究已有近２０年的历史并取

得了巨大的理论和实验进展，但是仍然没有一个定

量化标准来评价一个鬼成像系统是否已经为最优，

这同时也意味着没有标准的方法可以设计和优化鬼

成像系统。对于鬼成像系统（注：文中的讨论主要基

于使用赝热光源的成实空间像的鬼成像系统，除特

别申明外，一般只用鬼成像系统指代前者），其成像

质量和系统所使用的散斑场、目标特性、噪声以及重

建算法都有关系，这给定量化评价系统性能带来了

困难。虽然可以使用重建图像的信噪比、对比度等

指标评价成像质量［８］，或在有确切目标信息时（例如

在进行数值模拟时），可以使用重建结果和已知目标

之间的均方差（ＭＳＥ）来评价重建质量
［９］。但是与

描述传统光学成像系统成像能力的光学传递函数

（ＯＴＦ）
［１０］及相干传递函数（ＣＴＦ）

［１１］不同，这些指

标都是对成像结果的“事后评价”，无法脱离具体的

成像结果而独立给出系统性能的定量描述，因此也

并不适合作为设计和优化系统的依据。本文探讨利

用通信理论中的互信息概念作为评价鬼成像系统是

否为最优的依据并且通过最大化互信息实现系统散

斑场的优化。
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２　理论分析

如图１所示，在鬼成像系统中，光源（ｌａｓｅｒ）经过

随机掩模（ｍａｓｋ）（如毛玻璃）后被分束镜（ＢＳ）分为

物臂和参考臂两束光，在物臂传播 到 目 标 面

（ｏｂｊｅｃｔ）生成散斑场，反射或透射信号被桶探测器

（Ｄｔ）记录，照射到目标面的散斑场同时在参考臂被

ＣＣＤ（Ｄｒ）记录，和桶探测器记录的信号一起构成一

次测量。重复犕 次这样的测量，就可以建立下面的

关系式［８］

犢＝犃犡＋狀， （１）

式中犢是长度为犕 的列向量，各元素分别对应各次

测量的返回信号，犃为犕×犖 维的矩阵，各行分别

由各次测量的散斑场进行重新排列得到，待重建的

目标犡是长度为犖 的列向量，狀表示加性噪声，是

长度为犕 的列向量。

图１ 鬼成像系统示意图

Ｆｉｇ．１ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆａｇｈｏｓｔｉｍａｇｉｎｇｓｙｓｔｅｍ

　　另一方面，把随机目标犡看做鬼成像系统的输

入，测量过程中，经过鬼成像系统测量矩阵犃的调

制，再被噪声狀干扰，最后生成返回信号犢。系统完

全依赖于多次测量得到的犢 及与之相应的犃 重构

未知目标犡，显然，在犃给定的条件下，犢 和犡 的关

联度越大，表明测量越可靠，即犢 越能反应目标犡

的特征。在通信理论中，定量描述输入输出之间相

关度的量是互信息，互信息越大，表明输出信号越可

靠，即系统传输的信息量越大［１２］。本文主要目的是

探讨利用鬼成像系统成像目标和返回信号之间的互

信息作为评价鬼成像系统是否为最优的依据并以此

为基础优化系统散斑场的可能性。那么对于测量矩

阵犃，测量所对应的互信息为

犐（犢，犡狘犃）＝－∫ｄ犢狆（犢狘犃）ｌｎ狆（犢狘犃）＋∫ｄ犡∫ｄ犢狆（犢，犡狘犃）ｌｎ狆（犢狘犃，犡）， （２）

式中狆（犢狘犃）表示返回信号犢对犃的条件概率密度分

布，狆（犢，犡狘犃）表示以犃为条件返回信号犢和目标犡

的联合概率密度分布，狆（犢狘犡，犃）表示返回信号犢对

目标犡和犃的条件概率密度分布，ｌｎ是自然对数。上

式中已经假定目标犡为连续分布，如果犡为离散分

布，则需要将对犡的积分替换为求和；不过，从下面的

讨论很容易看出，这并不会对分析过程产生本质的影

响。如果假设犢的各分量之间互相独立，那么有
［１２］

犐（犢，犡狘犃）＝犖犐０（狔，犡狘犪）， （３）

其中犖 为犢的分量个数，即鬼成像过程中针对目标

犡的采样数，狔是犢的一个分量，它对应犃的一行即

散斑场犪，且

１２１１００３２
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犐０（狔，犡狘犪）＝－∫ｄ狔狆（狔狘犪）ｌｎ狆（狔狘犪）＋∫ｄ犡∫ｄ狔狆（狔，犡狘犪）ｌｎ狆（狔狘犡，犪）， （４）

式中狆（狔狘犪）表示狔对犪的概率密度分布，狆（狔，犡狘犪）表示以犪为条件狔和犡 的联合概率密度分布，狆（狔狘

犡，犪）表示狔对犡 和犪的条件概率密度分布。由于（４）式中所有量都是以犪为条件，为简便起见，忽略其中的

犪而将其简记为

犐０（狔，犡）＝－∫ｄ狔狆（狔）ｌｎ狆（狔）＋∫ｄ犡∫ｄ狔狆（狔，犡）ｌｎ狆（狔狘犡）． （５）

为了区别于其他概率密度分布函数，记噪声的分布

函数为狆ｎ，那么有
［１３］

狆（狔狘犡）＝狆ｎ（狔－犪犡）， （６）

再利用贝叶斯定理可以得到

狆（狔，犡）＝狆（狔狘犡）狆（犡）＝狆ｎ（狔－犪犡）狆（犡），

（７）

其中狆（犡）为目标的概率密度分布。

进一步假设噪声满足高斯分布，均值为μｎ，标

准差为σｎ，即

狆ｎ（狔）＝
１

２槡πσｎ
ｅｘｐ －

（狔－μｎ）
２

２σ
２［ ］
ｎ

， （８）

那么（５）式中第二项为

∫ｄ犡∫ｄ狔狆（狔，犡）ｌｎ狆（狔狘犡）＝∫ｄ犡狆（犡）∫
＋!

－（犪犡＋μｎ
）

ｄ狔狆ｎ（狔）ｌｎ狆ｎ（狔）≈∫ｄ犡狆（犡）∫
＋!

－!

ｄ狔狆ｎ（狔）ｌｎ狆ｎ（狔）＝

－∫ｄ犡狆（犡）ｌｎ（２π槡 ｅσｎ）＝－ｌｎ（２π槡 ｅσｎ）， （９）

计算（９）式的过程中对积分下限使用了－（犪犡＋μｎ）→

－!

的近似，这是由于采用高斯噪声模型而带来的，在

犪犡≥０，μｎ≥３σｎ时都可以认为成立，这相当于假设噪

声为非负数。

为了计算（５）式中第一项，即返回信号狔的概

率密度分布狆（狔），需要对模型作进一步假设。首先，

假设目标犡只在犓 个点上均匀分布在［０，狓０］区间

（狓０ ＞０），而在其他所有点上取值都为０，即稀疏度

为犓。而随机散斑场犪由特定的分布函数生成，即同

一个散斑场集合犛犪 中的每个散斑场的每个点光强

值都满足某一种分布。以下将考虑鬼成像系统中两

类典型的随机散斑场，分别由负指数分布和伯努利

分布生成。前者可以由激光照射旋转毛玻璃实现，

后者可以借助数字微镜元件（ＤＭＤ）或相位型掩模

实现。由于散斑场的平均值由光源的亮度决定，所

以假定不同分布的散斑场均值都为μａ。在以上假

设下，返回信号可以写为

狔＝∑
犓

犻＝１

α犻χ犻＋狀， （１０）

其中α犻为满足相同分布、彼此独立的随机变量，均值

为〈α犻〉＝μ犪；χ犻为在［０，狓０］区间按均匀分布取值的随

机变量；狀为高斯随机变量，均值为μ狀，标准差为σ狀。

对于负指数分布，采取下述步骤进行计算：首先

计算随机变量α犻χ犻的概率密度函数狆αχ（狔）和它的傅

里叶变换珟狆αχ（ω）即α犻χ犻的特征函数，然后返回信号

狔的特征函数应为珟狆狔（ω）＝ ［珟狆αχ（ω）］
犓
珟狆狀（ω），其概

率密度函数可以通过求解珟狆狔（ω）的逆傅里叶变换得

到［１４］。为计算狆αχ（狔），显然，对于给定的χ犻，α犻χ犻和α犻

一样满足负指数分布：

狆αχ狘χ（狔狘χ＝狓）＝ （μ犪狓）
－１ｅｘｐ［－狔／（μ犪狓）］，

（１１）

那么，有

狆αχ（狔）＝∫ｄ狓狆αχ狘χ（狔狘χ＝狓）狆χ（狓）， （１２）

将（１１）式和χ犻的均匀分布代入，可以得到

狆αχ（狔）＝
１

狓０∫

狓
０

０

ｄ狓（μ犪狓）
－１ｅｘｐ［－狔／（μ犪狓）］．（１３）

这个积分无法得到解析表达式，但其傅里叶变换却

有相对简单的形式：

珟狆αχ（ω）＝∫
＋!

０

ｄ狔狆αχ（狔）ｅｘｐ（－２πｉω狔）＝

１

狓０∫

狓
０

０

ｄ狓（μ犪狓）
－１

∫
＋!

０

ｄ狔ｅｘｐ－狔／（μ犪狓［ ］）ｅｘｐ（－２πｉω狔）＝

１

狓０∫

狓
０

０

ｄ狓（μ犪狓）
－１ １
（μ犪狓）

－１
＋２πｉω

＝

１

２πｉμ犪ω狓０
ｌｎ（１＋２πｉμ犪ω狓０）， （１４）

１２１１００３３
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上式给出了α犻χ犻的特征函数，计算过程中已经计入

了狔≥０的约束。而噪声的特征函数可以直接写

出，为

珟狆狀（ω）＝ｅｘｐ（－２πｉωμｎ－２π
２
σ
２
ｎω
２）． （１５）

所以，总返回信号狔的特征函数为

珟狆狔（ω）＝ 珟狆αχ（ω［ ］）犓
珟狆狀（ω）＝

１

２πｉμ犪ω狓０
ｌｎ（１＋２πｉμ犪ω狓０［ ］）

犓

×

ｅｘｐ（－２πｉωμｎ－２π
２
σ
２
ｎω
２）， （１６）

其分布函数为

狆狔（狔）＝∫
＋!

－!

ｄ狔珟狆狔（ω）ｅｘｐ（２πｉω狔）， （１７）

该式也无法写出一般的解析形式，需要利用数值积

分计算，典型的曲线如图２（ａ）所示。

对于伯努利分布的散斑场，限定散斑场的均值

为μ犪，如果其取非零值的概率为狆０，则该非零值为

犪０ ＝狆
－１
０μ犪，那么狔的特征函数为

珟狆狔（ω）＝珟狆狀（ω）∑
犓

犾＝０

犆犾犓（１－狆０）
犓－犾
狆
犾
０珟狆犪

０χ
，犾（ω），

（１８）

其中犆犾犓 ＝犓！／犾！（犓－犾）！，珟狆犪
０χ
，犾（ω）表示犾个随机变

量犪０χ之和犪０∑
犾

犻＝１χ犻
的特征函数，犆犾犓（１－狆０）

犓－犾
狆
犾
０

的含义为有犾个非零目标点被散斑照射的概率。因为

珟狆犪
０χ
，犾（ω）＝ 珟狆犪

０χ
，１（ω［ ］）犾， （１９）

所以只要给出珟狆犪
０χ
，１（ω）即可计算（１８）式：

珟狆犪
０χ
，１（ω）＝

１

狓０∫

狓
０

０

ｄ狓ｅｘｐ（２πｉω狓）＝

ｅｘｐ（ｉπω狓０）ｓｉｎｃ（πω狓０）， （２０）

其中ｓｉｎｃ（πω狓０）为ｓｉｎｃ函数：

ｓｉｎｃ（πω狓０）＝
ｓｉｎ（πω狓０）

πω狓０
． （２１）

在根据（１８）式算出珟狆狔（ω）后，即可根据（１７）式利用

数值积分计算狆狔（狔），典型的曲线如图２（ａ）所示。

图２ 使用负指数及伯努利散斑场得到的（ａ）狆（狔）曲线图和（ｂ）互信息

Ｆｉｇ．２ （ａ）Ｃｕｒｖｅｓｏｆ狆狔（狔）ａｎｄ（ｂ）ｍｕｔｕａｌｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｎｅｇａｔｉｖｅｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

ａｎｄＢｅｒｎｏｕｌｌｉｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

３　数值模拟

对负指数分布和狆０ ＝０．００１，０．００５，０．０１，

０．０２，０．０４，０．０６，０．０８，０．１，０．１２，０．１４，０．１６，

０．１８，０．２，０．３，０．４，０．５，０．６的伯努利分布散斑

场计算了互信息犐０（狔，犡），其他参数为：目标犡 是

６４ｐｉｘｅｌ×６４ｐｉｘｅｌ的图像，对应犖＝４０９６，犓＝４０，

狓０＝１，散斑场平均值μ犪 ＝０．２，噪声的标准差σ狀 ＝

０．０５犓μ犪狓０，均值为μ狀＝３．５σ狀。结果显示，对于伯努

利分布散斑场，犐０（狔，犡）并不是随着狆０ 单调变化，

而是在狆０ ＝０．０４附近的位置取得极大值，而负指

数分布散斑场的互信息约为前者狆０ ＝０．５的情形，

如图２（ｂ）所示。为了研究采样数一定的条件下互信

息犐０（狔，犡）与目标重建结果质量的关系，在上述参

数条件下模拟了目标重建过程。首先生成随机目标

犡，然后利用４００个由同一分布生成的随机散斑场

构成 测 量 矩 阵 犃（对 应 采 样 率 为 ４００／４０９６ ≈

９．７７％），再生成高斯随机噪声狀，根据（１）式生成返

回信号数据犢；然后利用压缩感知算法由犢 和犃 重

建目标犡，即解下述最优化问题
［１５－１７］：

犡ｒｅｃ ＝ａｒｇｍｉｎ
犡
‖犢－犃犡‖

２
２＋τ犞（犡），ｓ．ｔ．犡≥０，

（２２）

表示在犡 所有分量均为非负的条件下使 ‖犢 －

犃犡‖
２
２＋τ犞（犡）取得最小值的参量犡，其中 ‖·‖

２
２

表示向量或矩阵所有元素的平方和，τ为根据经验

选取的非负数参量，表示稀疏调制项犞（犡）在优化

过程中的权重，ｓ．ｔ．是ｓｕｂｊｅｃｔｔｏ的缩写，含义为服
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从 … 的约束。犞（犡）一般为犡经过某种稀疏变换后

的范数，取其为目标犡图像的总变差
［１８］：

犞（犡）＝∑
犻犼

狓ｍａｔ犻＋１，犼－狓
ｍａｔ
犻犼 ＋ 狓ｍａｔ犻，犼＋１－狓

ｍａｔ
犻犼 ，

（２３）

式中狓ｍａｔ犻犼 表示目标犡 的二维图像的第（犻，犼）个像素

的值。（２２）式可以利用标准的优化方法进行求解。

利用重建目标犡ｒｅｃ 和原始目标的均方差（ＭＳＥ）来

评价重建结果的质量，它定义为

狓ＭＳＥ ＝ ‖犡ｒｅｃ－犡‖
２
２／‖犡‖

２
２． （２４）

按照犓＝４０，狓０＝１随机生成了１００个目标，并模拟

上述重建过程。选取τ＝０．０１，算法迭代次数为

２０００次。图３显示的是分别使用不同分布散斑场

得到的其中一个随机目标的重建结果及相应的

ＭＳＥ值。从图３（ｆ）可以看到，使用狆０＝０．０４或附

近值的伯努利分布散斑场可以获得最小的 ＭＳＥ

值，而使用负指数分布散斑场得到的 ＭＳＥ值和

狆０＝０．５的伯努利分布散斑场所对应的结果相当，

从具体的重建图像结果来看，使用狆０＝０．０４或附近

值的伯努利分布散斑场所得到的结果和原始图像几

乎一致，而使用负指数散斑场所得到的重建图像则

存在较多的噪点。这些结果与图２（ｂ）所显示的互

图３ （ａ）模拟所用的随机目标；（ｂ）用负指数分布散斑场

得到的重建结果；（ｃ）狆０＝０．０２，（ｄ）０．０４，（ｅ）

０．０６的伯努利分布散斑场重建结果；（ｆ）两种分布

　　　　　散斑场重建结果的 ＭＳＥ值

Ｆｉｇ．３ （ａ） Ｒａｎｄｏｍ ｔａｒｇｅｔ ｕｓｅｄ ｉｎ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ；

ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｔａｒｇｅｔｓ ｕｓｉｎｇ ｓｐｅｃｋｌｅ ｐａｔｔｅｒｎｓ

ｇｅｎｅｒａｔｅｄ （ｂ） ｂｙ ｎｅｇａｔｉｖｅ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ

ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｎｄＢｅｒｎｏｕｌｌｉｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｗｉｔｈ（ｃ）

狆０＝０．０２，（ｄ）０．０４，（ｅ）０．０６；（ｆ）ＭＳＥ

　ｖａｌｕｅｓｏｆｔｗｏｋｉｎｄｓｏｆｓｐｅｃｋｌｅｐａｔｔｅｒｎｓ

信息犐０（狔，犡）对不同散斑场的依赖关系一致。对所

有１００个目标重建结果的 ＭＳＥ进行统计，发现其

平均值对散斑场的依赖关系和单个目标的情形类

似，如图４所示。以上结果表明，对于给定类型的目

标，存在最优的散斑场使得重建结果最佳，而散斑场

的最优性可以通过互信息犐０（狔，犡）得以体现，而这

正意味着可以通过最大化系统的互信息犐０（狔，犡）来

设计最优的散斑场。

图４ １００个随机目标的重建结果的 ＭＳＥ统计值对

不同散斑场的依赖关系

Ｆｉｇ．４ ＤｅｐｅｎｄｅｎｃｅｏｆｔｈｅｓｔａｔｉｓｔｉｃｓｏｆＭＳＥｖａｌｕｅｓｏｆｔｈｅ

ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｒｅｓｕｌｔｓｏｆ１００ｒａｎｄｏｍｔａｒｇｅｔｓｏｎｔｈｅ

　　　　　　　ｓｐｅｃｋｌｅｐａｔｔｅｒｎｓ

４　结　　论

针对使用几种不同分布散斑场的鬼成像系统，

计算了其返回信号和目标之间的互信息，通过数值

模拟表明，对于给定类型的目标，存在特定的散斑场

使得互信息达到最大，这时由鬼成像系统得到的目

标重建质量最好。以此为基础，提出可以以互信息

为依据来设计优化鬼成像系统。文中计算采用了一

些简化模型，比如均匀分布的目标以及高斯噪声，但

是给出的分析过程完全可以扩展到更一般的模型。

所提出的分析方法是基于鬼成像系统，但也可以应

用于利用光场调制获取目标图像信息的成像方法如

编码孔径成像［１９］和结构光照明成像［２０］。
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