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摘要　为了深入认识利用差分像运动法测量大气相干长度的特性，对差分像运动监测仪（ＤＩＭＭ）进行了深入的研

究。基于理论分析和数值计算，讨论了ＤＩＭＭ中的几个重要问题，并阐明了解决方法，主要包括计算公式、子瞳大

小及间距，从而提高了ＤＩＭＭ的测量精度，降低了ＤＩＭＭ的结构要求，扩展了ＤＩＭＭ的适用范围。
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１　引　　言

大气相干长度狉０ 表征了光波大气传输路径上

的综合光学湍流强度，是用于激光大气传输及自适

应光学相位校正研究中的重要参量，在天文观测中

作为大气视宁度［１－３］。狉０ 的测量方法有很多，其中

差分像运动监测仪（ＤＩＭＭ）是目前被广泛认可且作

为标准的大气相干长度测量仪。近３０年来几乎所

有的优良天文台选址都使用过它。但ＤＩＭＭ 在测

量中也存在一些问题影响其测量精度，主要包括探

测器读出噪声、统计误差、质心算法误差、曝光时间、

采样时间和仪器焦距，这些问题基本已被阐明［４］，但

计算公式、子瞳大小及间距问题仍有待深入研究。

本文分析了计算公式的来源及物理意义，推导

更正了其中一个系数值，计算了近场近似条件引入

的测量偏差，发现实际应用中近场近似条件可放得

更宽，研究了间距问题，结果表明间距问题实质上是

倾斜非等晕性问题。

２　计算公式

Ｓａｒａｚｉｎ等
［５］在研究ＤＩＭＭ 原理时表明，差分

１２０１００４１
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到达角的方差为两孔上的到达角方差之和减去两孔

上到达角的相关函数。设σ
２
ｌ、σ

２
ｔ 为两子瞳波前差分

到达角的纵向、横向方差，则有

σ
２
ｌ ＝２λ

２狉－５
／３

０ｌ （０．１７９犇
－１／３
－０．０９６８犱

－１／３），（１）

σ
２
ｔ ＝２λ

２狉－５
／３

０ｔ （０．１７９犇
－１／３
－０．１４５犱

－１／３）， （２）

式中犇为子瞳直径，犱为子瞳间距，λ为计算狉０的取

值波长，一般取５００ｎｍ，狉０ｌ对应于纵向方差算出的

狉０，狉０ｔ对应于横向方差算出的狉０。在湍流均匀各向同

性假设下，狉０统计上与方向无关，故狉０ｌ、狉０ｔ统计上完

全相等。当然实际中单次测得的狉０ｌ、狉０ｔ并不相等，单

次狉０ 一般取两者的平均值。

刘忠等［６］将（１）、（２）式整合得到

狉０ ＝
２犳

２［０．３５８（λ／犇）
１／３
－０．２４２（λ／犱）

１／３］λ
５／３

｛ ｝犞

３／５

，

（３）

式中犳为系统焦距，犞＝（σ
２
ｔ＋σ

２
ｌ）犳

２，为双像质心相

对位置方差。（３）式即

狉－５
／３

０ ＝
狉－５

／３
０ｌ ＋狉

－５／３
０ｔ

２
． （４）

　　还有一种更简单的取值方法，即取狉０ｌ、狉０ｔ的算

术平均值。显然该种方法单次测得的狉０ 值与（４）式

有细微差异，但统计上其结果是一致的。实际应用

中只需选定一种方法即可，目前广泛采用（３）式。

广泛采 用 的 （３）式 中 的 系 数 为 ０．３５８，是

Ｆｒｅｉｄ
［７－８］由圆域波前相位整体倾斜项所引入的相

位起伏方差得出的。本文对该公式进行重新推算，

发现系数的准确值应为０．３６４（保留３位有效位

数）。简单推算过程如下：

σ
２
α ＝λ

２１６犇Ｓ（犇）

π
３犇２∫

１

０

狌８
／３［８狌（１－狌

２）３／２＋４狌（１－狌
２）１／２－４ｓｅｃ狌］ｄ狌＝

λ
２１６×６．８８

π
３犇１

／３狉５
／３
０

［４Ｂ（７／３，５／２）＋２Ｂ（７／３，３／２）－６／１１Ｂ（７／３，１／２）］＝０．３６４λ
２犇－１

／３狉－５
／３

０ ， （５）

式中，σ
２
α 是直径为 犇 的圆孔到达角起伏方差，

犇Ｓ（犇）为相位结构函数，已作近场近似，Ｂ为贝塔函

数。分别用软件 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ和 Ｍａｔｌａｂ进行数值

计算，得出的结果皆为０．３６４。

圆域畸变波前可用Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式表示，其中

的相位倾斜项称为Ｚｔｉｌｔ，对应于畸变波前最小二乘

拟合面的法线方向；另有一种倾斜对应于孔径上相

位梯度的平均，称为 Ｇｔｉｌｔ。这两类倾斜引起的圆

孔上到达角起伏方差分别为［９］

σ
２
α＝０．３６４λ

２犇－１
／３狉－５

／３
０ ，　Ｚｔｉｌｔ， （６）

σ
２
α＝０．３４０λ

２犇－１
／３狉－５

／３
０ ，　Ｇｔｉｌｔ． （７）

　　可以发现（５）式与（６）式完全一致，说明Ｆｒｅｉｄ

计算的是Ｚｔｉｌｔ。在没有光强起伏的条件下，质心探

测对应的是Ｇｔｉｌｔ，ＤＩＭＭ中探测的是光强质心，对

应的既不是Ｇｔｉｌｔ，也不是Ｚｔｉｌｔ。文献［１０］对质心

算法的数值研究表明，ＤＩＭＭ 探测的量更接近Ｚ

ｔｉｌｔ，而不是普遍认为的Ｇｔｉｌｔ。故（１）、（２）式的系数

０．１７９应为０．１８２，（３）式的０．３５８应为０．３６４。

３　子瞳大小及间距

光波的起伏可用复相位犛（狉）－ｉ犃（狉）完全描

述，其中犛（狉）为相位起伏，犃（狉）为对数振幅起伏，

则波结构函数可以表示为［７］

犇（狉）＝ ［犛（狓）－ｉ犃（狓）］－［犛（狓′）－ｉ犃（狓′）］
２
＝

犇Ｓ（狉）＋犇Ａ（狉）， （８）

式中犇Ｓ（狉）为相位结构函数，犇Ａ（狉）为对数振幅结

构函数。

在Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流模型、Ｒｙｔｏｖ近似条件下，

波结构函数的计算式为

犇（狉）＝２．９１犽
２狉５

／３

∫
犔

０

犆２狀（狕）γ
５／３ｄ狕， （９）

式中犽为光波波数，犆２狀 为折射率结构常数，γ为传播

因子。以观测点为坐标原点，对于平面波，γ为１；对

于球面波，γ为１－狕／犔。

Ｆｒｅｉｄ在研究受湍流大气影响的望远镜光学分

辨率时引入了大气相干长度的表达式，即

犇（狉）＝６．８８
狉
狉（ ）
０

５／３

， （１０）

狉０ ＝ ０．４２３犽２∫
!

０

犆２狀（狕）γ
５／３ｄ［ ］狕

－３／５

． （１１）

如无特别说明，狉０ 皆指平面波下的大气相干长度。

在到达角法测狉０ 中，测量的量理论上对应的是相位

结构函数，（５）～（７）式在推导过程中忽略了对数振

幅结构函数犇Ａ（犇），所以测量值与真值的关系为

狉ｍｅａｓ０ ＝ １＋
犇Ａ（犇）

犇Ｓ（犇［ ］）
３／５

狉０． （１２）

１２０１００４２
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　　从（１２）式可知，测量值总是偏大。在近场近似

下犇 λ槡犔，犔为传播距离，
犇Ａ（犇）

犇Ｓ（犇）
趋于零，（１２）式

引入的误差可忽略。对于近场近似引入的误差具体

为多少，不符合该条件时引入的误差是多少，目前未

见报道。为此计算了在Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流模型、弱扰

动条件下平面波犇Ｓ（狉）、犇Ａ（狉）各自的大小。

对于水平大气传输在湍流强度水平均匀假设

下，有［１１］

犇Ａ（ρ）＝０．６２犽
７／６犔１１

／６犆２狀［１－犫Ａ（ρ）］， （１３）

犇Ｓ（ρ）＝２．９１犽
２犔犆２狀ρ

５／３
－

０．６２犽７
／６犔１１

／６犆２狀［１－犫Ａ（ρ）］， （１４）

式中协方差系数犫Ａ（狉）为

犫Ａ（ρ）＝
∫

!

０

κＪ０（κρ）κ
－１１／３ １－

ｓｉｎ（κ
２犔／犽）

κ
２犔／［ ］犽

ｄκ

∫
!

０

κ
－８／３ １－

ｓｉｎ（κ
２犔／犽）

κ
２犔／［ ］犽

ｄκ

，

（１５）

式中κ为空间波数，Ｊ０为第一类零阶贝塞尔函数。

设ρ＝狓 λ槡犔，则

犇Ｓ（狓）＝｛１３．４６狓
５／３
－０．６２［１－犫Ａ（狓）］｝×

（犽７
／６犔１１

／６犆２狀）． （１６）

　　数值计算得出犇Ｓ（狓）、犇Ａ（狓）的关系及忽略对

数振幅结构函数下狉０ 的计算偏差如图１所示。

图１ 水平大气传输下犇Ｓ（狓）、犇Ａ（狓）随狓的变化关系

Ｆｉｇ．１ Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎ犇Ｓ（狓）ａｎｄ犇Ａ（狓）

ｉｎｈｏｒｉｚｏｎｔａｌａｔｍｏｓｐｈｅｒｉｃｐａｔｈ

对于整层大气传输，传播路径上湍流强度不均

匀，相位结构函数、对数振幅结构函数为

犇Ｓ（ρ）＝８π
２（０．０３３）犽２∫

犔

０

ｄ狕犆２狀（狕）∫
!

０

κ［１－Ｊ０（κρ）］κ
－１１／３ｃｏｓ２

κ
２狕
２（ ）犽 ｄκ， （１７）

犇Ａ（ρ）＝８π
２（０．０３３）犽２∫

犔

０

ｄ狕犆２狀（狕）∫
!

０

κ［１－Ｊ０（κρ）］κ
－１１／３ｓｉｎ２

κ
２狕
２（ ）犽 ｄκ． （１８）

　　在 ＨＶ５／７模型下，波长取５００ｎｍ，计算得出

犇Ｓ（狉）、犇Ａ（狉）的关系及忽略对数振幅结构函数下狉０

的计算偏差如图２所示。

图２ ＨＶ５／７模型下犇Ｓ（狉）、犇Ａ（狉）随狉的变化关系

Ｆｉｇ．２ Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎ犇Ｓ（狉）ａｎｄ犇Ａ（狉）

ｉｎＨＶ５／７ ｍｏｄｅｌ

如图１、２所示，对数振幅结构函数与相位结构

函数的比值随着空间两点间距的增大迅速递减，当

间距超过一定值后缓慢递减，测量值偏差随探测孔

径大小的关系亦然。故当探测孔径大于某一定值，

测量值偏差将小到可以接受范围；若将该定值称之

为临界间距，近场近似条件即为探测孔径大于临界

间距。如图１所示，对于水平大气传输，菲涅耳尺度

可视为临界间距，当探测孔径大于该值时，测量值偏

差小于３．０５％，对于统计量狉０ 的测量，该误差可以

接受，故近场近似条件可放宽为犇≥ λ槡犔。如图２

所示，对于整层大气传输，可将２ｃｍ视为临界间距，

此时测量值偏差大于２．６７％，若将２ｃｍ作为菲涅

耳尺度，对应的传播距离犔′为０．８ｋｍ；对于 ＨＶ５／７

模型，通常认为３０ｋｍ以上湍流强度为零，此时菲

涅耳尺度为１２．２ｃｍ，可见相对于水平传输，整层大

气传输中近场近似条件可放得更宽。对于整层大气

湍流强度随高度近似呈指数衰减，经计算 ０～

０．８ｋｍ湍流积分占整层湍流积分的８３．５％（ＨＶ５／７

模型）；各层湍流对相位起伏影响都一样，但离观测
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点越远的湍流对振幅起伏影响越大，故对于整层大

气，只要孔径大于路径上主要湍流区域犔′对应的菲

涅耳尺度满足犇≥ λ槡犔′，则对数振幅结构函数也远

小于相位结构函数，因而可忽略。

在实际测量中，对于水平大气传输，可算出对数

振幅结构函数与相位结构函数的比例，通过（１２）式

进行修正可得到准确的相干长度值，理论上来说，相

干长度值对子瞳直径大小无要求；对于整层大气传

输，由于难以获得湍流廓线，无法计算对数振幅结构

函数与相位结构函数的比例，因而不能通过对（１２）

式进行修正。对 ＨＶ５／７模型的分析可知，子瞳直径

大于２ｃｍ即可。

对于子瞳间距，一般要求犱≥２犇，此时可用两

点的相关函数近似代替两孔径上的相关函数。

Ｓａｓｉｅｌａ
［９］在研究倾斜非等晕性时给出了准确的两子

瞳波前对应于Ｚｔｉｌｔ的差分到达角的纵向、横向方

差公式

σ
２
ｌ

σ
２［ ］
ｔ

＝０．３６４λ
２犇－１

／３狉－５
／３

０

１．３１６
犱（ ）犇

２

５Ｆ４
７

６
，－
１７

６
，－
５

６
，５
２
，１［ ；－

１

３
，３，
３

２
，２；

犱（ ）犇 ］
２

０．４３９２
犱（ ）犇

２

４Ｆ３
７

６
，－
１７

６
，－
５

６
，１［ ；－

１

３
，３，２；

犱（ ）犇 ］

熿

燀

燄

燅

２烅

烄

烆

＋

２．１９５
犱（ ）犇

１４／３

４Ｆ３
５

２
，－
３

２
，１
２
，２３
６
；１７
６
，１３
３
，１０
３
；犱（ ）犇［ ］

２

０．３８８
犱（ ）犇

１４／３

３Ｆ２
５

２
，－
３

２
，１
２
；１３
３
，１０
３
；犱（ ）犇［ ］

熿

燀

燄

燅

烍

烌

烎

２
，　犱＜犇， （１９）

σ
２
ｌ

σ
２［ ］
ｔ

＝０．３６４λ
２犇

－１／３

狉５
／３
０

［］１
１
－

０．５３１
犇（ ）犱

１／３

４Ｆ３ －
５

６
，５
２
，１
６
，２
３
；５，３，－

１

３
；犇（ ）犱［ ］

２

０．７９９
犇（ ）犱

１／３

３Ｆ２ －
５

６
，５
２
，１
６
；５，３；

犇（ ）犱［ ］

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆

烍

烌

烎

２
，　犱＞犇，（２０）

式中狀＋１Ｆ狀 为广义超几何函数。

将（１）、（２）（系数０．１７９改为重新推导后的

０．１８２）、（２０）式改写为

σ
２
ｌ

σ
２［ ］
ｔ

＝０．３６４λ
２犇

－１／３

狉５
／３
０

犆ｌ

犆
［ ］

ｔ

，　犱＞犇， （２１）

图３ 归一化倾斜系数与子瞳间距的关系

Ｆｉｇ．３ Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄｔｉｌｔｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｖｅｒｓｕｓｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

将系数犆犻称为归一化倾斜系数，其前面的量恰是单

孔上的倾斜相位方差。计算出两种公式对应的系数

犆犻随犱／犇的变化关系如图３所示，可以预计，随着间

距犱的增大，两子瞳对应路径上的湍流愈发不相关，

归一化倾斜系数犆犻趋于１。犆ｌ，Ｚ，犆ｔ，Ｚ为（２０）式对应

的纵向、横向系数，犆ｌ，Ｇ，犆ｔ，Ｇ 为（１）、（２）式更正系数

后对应的纵向、横向系数。

由图３可知，当犱≥２犇 时，两种公式计算的系

数趋于一致，说明（１）、（２）式作为近似公式是可行

的，ＤＩＭＭ的实质是利用两子瞳倾斜项差分掉仪器

抖动影响，子瞳间距的问题实际上是倾斜非等晕性

问题。实际测量中使用（２０）式进行推算更为准确，

且对子瞳间距的限制可去掉。

４　结　　论

通过上述讨论，可得出以下结论：

１）Ｆｒｅｉｄ计算的系数０．３５８应为０．３６４；Ｆｒｅｉｄ

计算的到达角起伏量对应的是Ｚｔｉｌｔ；

２）子瞳间距问题是倾斜非等晕性问题，选用

Ｓａｓｉｅｌａ给出的计算公式更精确，且不受子瞳间距限

制，降低了仪器的结构条件；

３）对于湍流均匀路径传输，近场近似条件可放

宽为犇≥ λ槡犔，系统口径若不符合该条件，可以通

过公式修正测量结果；对于湍流不均匀路径，近场近

似可放宽为犇≥ λ槡犔′，犔′为路径上主要湍流区域。

近场近似条件的放宽扩展了仪器的适用范围；
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４）近场近似引入的误差可根据大致湍流廓线

估算出来，且该误差总为正值。

上述是理论结果，实际仪器设计中，考虑到信噪

比要求，子瞳直径不能太小，考虑到成像要求，子瞳

间距须大于子瞳直径。
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